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Vorwort  des  Übersetzers. 


In  der  Infinitesimalrechnung  begegnet  man  sehr  häufig  der  Er- 
scheinuDgy  dafs  Sätze,  welche  früher  allgemein  als  richtig  anerkannt 
wurden  y  plötzlich  angefochten  oder  gar  umgestofsen  werden.  Diese 
Erscheinung  hat  ihren  Grund  hauptsächlich  darin,  dafs  die  begriff- 
liehen  Grundlagen  im  Laufe  der  Zeit  schärfer  definiert  werden  und 
eine  klarere  Anschauung  über  das  eigentliche  Wesen  derselben  Platz 
greift.  (Um  ein  Beispiel  anzuführen,  erinnere  ich  nur  an  den  Cauchy'- 
schen  Irrtum,  dafs  die  Stetigkeit  einer  Funktion  zum  Beweise  ihrer 
Differeqziierbarkeit  genüge,  sowie  an  die  noch  heute  nicht  endgültig 
«^^eloste  Streitfrage  .über  die  Darstellbarkeit  willkürlicher  Funktionen 
<lurch  trigonometrische  Reihen).  Die  höchst  einfachen  und  wenigen 
Grundbegriffe  der  Zahlentheorie  sind  dagegen  unveränderlich,  es  bleiben 
daher  auch  die  einmal  bewiesenen  Eigenschaften  der  Zahlen  für  alle 
Zeiten  unumstofsliche  Wahrheiten.  Während  somit  die  Fortbildung 
der  Analysis  vor  Allem  durch  eine  präcisere  Bestimmung  ihrer  Begriffe 
and  tiefere  Erkenntnis  ihrer  Grundlagen  bedingt  ist,  hängt  die 
weitere  Entwicklung  der  Zahlentheorie  hauptsächlich  von  der  Aus- 
bildung ihrer  Methoden  und  davon  ab,  ob  es  gelingt,  für  möglichst 
viele  Eigenschaften  der  Zahlen  eine  gemeinsame  Quelle  aufzufinden. 
Daher  kommt  es,  daüs  ältere  die  Analysis  behandelnde  Werke  in 
späterer  Zeit  sehr  häufig  nur  noch  historischen  Wert  besitzen,  Werke 
aber,  welche  der  Zahlentheorie  gewidmet  sind,  im  eigentlichen  Sinne 
für  das  Studium  nie  unbrauchbar  werden  können.  Letzteres  dürfte 
auch  der  Grund  sein,  weshalb  es  nur  sehr  wenige,  aber  um  so  be- 
deutendere, ausführliche  Werke  giebt,  welche  die  Lehre  von  den  Eigen- 
schaften der  Zahlen  zum  Gegenstande  haben. 

Für  die  Entwicklung  der  Zahlentheorie  hat  unstreitig  Gauss 
bisher   das  Bedeutendste   geleistet.     Durch   sein   unsterbliches  Werk 
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IV  Vorwort  des  Überseiaerß. 

yyDisquisitiones  arithmeticae'^  erhob  er  die  Lehre  von  den  Eigenschaften 
der  ganzen  Zahlen  aus  der  Finsternis,  in  der  sie  nach  Fermat  ein 
Jahrhundert  lang  gelegen  hatte  und  in  der  sie  nur  durch  einige 
Strahlen  von  Sternen  erster  Grölse  gestreift  worden  war,  mit  einem 
Schlage  zu  dem  vollen  Glänze  einer  ausgebildeten  Wissenschaft.  Neben 
ihm  aber  hat  Legendre  Anspruch  auf  den  ersten  Platz.  Nachdem 
derselbe  in  mehreren  Abhandlungen  wertvolle  Beiträge  zur  tieferen 
Erkenntnis  der  Natur  der  Zahlen  geliefert  hatte,  gab  er  in  seinem 
t  ^Iji?  Iku  ,^^^  wenige  Jahre  vor  den  Gauss' sehen  Untersuchungen/ erschienenen 
'  *  Werke  ,,Essai  sur  la  th^orie   des  nombres''   eine  Zusammenstellung 

aller  bis  dahin  bekannten,  teils  von  andern  Gelehrten,  teils  von  ihm 
selbst  entdeckten  Eigenschaften  der  Zahlen.  Das  quadratische  Reci- 
procitätsgesetz,  das  „Theorema  fundamentale'',  wie  es  Gauss  nennt, 
bildet  den  Glanzpunkt  seiner  Entdeckungen  auf  diesem  Gebiete.  Im 
Jahre  1808  folgte  eine  zweite  und  1830  eine  dritte,  stark  vermehrte 
Auflage  desselben  Werkes,  welche  auch  den  Gauss 'sehen  Entdeckungen 
zum  Teil  Rechnung  trug. 

Bei  dem  Mangel  an  Werken,  welche  die  Theorie  der  Zahlen 
behandeln,  und  wegen  der  eigenartigen  Schwierigkeiten,  welche  das 
Studium  der  Disquisitiones  besonders  dem  Anfanger  bereitet,  Schwierig- 
keiten, die  beim  Legendre 'sehen  Werke  bei  Weitem  nicht  so  grofs 
sind,  wird  man  hoffentlich  eine  neue  Ausgabe  dieses  letzteren  in 
deutscher  Sprache  nicht  ungern  sehen,  zumal  auch  die  Beschaffung 
des  Originals  wegen  der  Seltenheit  desselben  fast  Jedermann  unmög- 
lich geworden  ist. 

Die  Übersetzung  hält  sich  streng  au  den  Wortlaut  des  Originals, 
damit  man  dieses  um  so  weniger  vermisse.  Berichtigende  oder  erläu- 
ternde Anmerkungen  sind  absichtlich  nicht  hinzugefügt  worden;  ich 
halte  es  geradezu  für  unschicklich,  wenn  man,  wie  es  oft  genug  ge- 
schieht, durch  eine  solche  vom  heutigen  Standpunkte  der  Wissenschaft 
aus  gefällte  mehr  oder  minder  zutreffende  Kritik  auch  nur  den  Schein 
erweckt,  als  ob  man  sagen  wolle,  der  betreffende  Autor  hätte  seine 
Sache  besser  machen  können.  Allerdings  ist  die  Art,  wie  Legendre 
die  Eigenschaften  der  Zahlen  ableitet  und  die  darauf  bezüglichen 
Sätze  ausspricht,  überhaupt  seine  Auffassung  der  Zahlentheorie  als 
unbestimmte  Analysis  von  der  heute  üblichen,  durch  Gauss  begrün- 
deten Behandlungsweise  etwas  verschieden,  so  dafs  vielleicht  ein  kurzer 
Hinweis  auf  die  Verschiedenartigkeit  der  Anschauungen  für  den  An- 
fänger am  Platze  gewesen  wäre.  Ich  habe  aber  auch  diesen  unter- 
lassen, da  der  Vortrag  Legendre's  so  klar  und  durchsichtig  ist^  dafs 


Vorwort  (des  Verfassers)  zur  dritten  Ausgabe.  V 

jeder  sehr  bald  selbst  herausfindeu  wird,  worin  jene  Verschiedenheiten 
bemhen. 

Offenbare  Druckfehler  des  Originals  habe  ich  dagegen  ohne 
Weiteres  verbessert  und  mich  bemüht^  durch  Hervorheben  einzelner 
Worte  oder  ganzer  Sätze  sowie  durch  die  Stellung  der  Formeln  die 
Übersicht  über  den  Inhalt  soviel  wie  möglich  zu  erleichtern. 

Möge  denn  diese  deutsche  Ausgabe  von  Legendre's  „Theorie 

des  uombres'^  an  ihrem  Teile  zur  Förderung  des  Studiums  der  Zahlen- 

tbeorie  beitragen  helfen. 

Berlin,  im  Januar  1886. 

H.  Maser. 


Vorwort  (des  Verfassers)  zur  dritten  Aasgabe.    ///^  O 


Diese  Ausgabe  unterscheidet  sich  von  der  vorigen  sowohl  durch 
einige  verbessernde  Zusätze ,  wie  durch  eine  neue  Einteilung  des 
Stoffes;  jedoch  ist  der  grofste  Teil  der  vorgenommenen  Änderungen, 
um  den  Zusammenhang  des  Werkes  nicht  zu  stören,  an  das  Ende 
desselben  gesetzt  worden. 

Es  haben  daher  die  drei  ersten  Hauptteile,  welche  den  ersten 
Band  dieser  Ausgabe  bilden,  nur  geringfügige  Änderungen  erfahren; 
dagegen  enthält  der  vierte  Hauptteil,  mit  welchem  der  zweite  Band 
beginnt^  am  Schlüsse  eine  grofse  Menge  von  Zusätzen.  Der  fünfte 
Hauptteil  ist  fast  vollständig  umgearbeitet  worden;  man  findet  darin 
neue  sehr  umfassende  Untersuchungen  über  die  von  Gauss  für  die 
Auflosung  der  binomischen  Gleichungen  angegebenen  Methoden. 

Der  sechste  Hauptteil  und  der  darauf  folgende  Anhang  sind  an 
die  Stelle  der  beiden  Supplemente  getreten,  welche  der  zweiten  Aus- 
gabe beigegeben  waren;  sie  bieten  übrigens  den  Mathematikern  meh- 
rere Beweise  und  Lösungen  von  Aufgaben,  die  ich  bisher  noch  nicht 
Tcroffentlicht  habe. 

Nachdem  das  Werk  auf  diese  Weise  alle  Vervollkommnungen 
erfahren  hat,  welche  der  Verfasser  vermöge  seiner  eigenen  ünter- 
suchoDgen  and  mit  Benutzung  der  Arbeiten  anderer  Mathematiker 
ihm  geben  konnte,  schien  es  angemessen,  den  bisherigen  Titel  des 
Werkes  „Versuch  einer  Theorie  der  Zahlen"  endgültig  in  den  Titel 
^Zahlentheorie"  umzuändern. 


VI  Vorwort  (des  Verfaaserk)  zur  ersten  Ausgabe. 

Der  Verfasser  verhehlt  sich  nicht,  dafs  manche  der  in  diesem 
Werke  behandelten  Gegenstande  der  Yeryollstandigang  oder  selbst 
Berichtigung  durch  neue  Untersuchungen  bedürfen;  er  ist  jedoch  der 
Ansicht,  dafs  es  besser  sei,  sie  in  diesem  Zustande  der  Unvollkommen- 
heit  zu  lassen,  als  sie  vollständig  zu  unterdrücken.  Sie  bieten  ein 
passendes  Arbeitsfeld  für  diejenigen,  welche  sich  fernerhin  der  Ver- 
vollkommnung der  Wissenschaft  widmen  wollen. 


Vorwort  (des  Verfassers)  zur  ersten  Aasgabe. 


Nach  den  verschiedenen  Bruchstücken  zu  urteilen,  die  auf  uns 
gekommen  und  von  denen  einige  im  Euclid  angeführt  sind,  scheinen 
die  alten  Philosophen  ziemlich  ausgedehute  Untersuchungen  über  die 
Eigenschaften  der  Zahlen  angestellt  zu  haben.  Zur  gründlicheren 
Erforschung  dieser  Wissenschaft  fehlten  ihnen  indessen  zwei  Hülfs- 
mittel:  die  zififermäfsige  Darstellung,  welche  dazu  dient  die  Zahlen 
mit  grofser  Leichtigkeit  auszudrücken,  und  die  Algebra,  welche  die 
Resultate  verallgemeinert  und  in  gleicher  Weise  mit  bekannten  und 
unbekannten  Gröfsen  rechnet.  Die  Erfindung  dieser  beiden-  Künste 
mufste  daher  auf  die  weitere  Entwicklung  der  Wissenschaft  von  den 
Zahlen  bedeutenden  Einflufs  üben.  So  sieht  man  denn,  dafs  das  ganze 
Werk  des  Diophant  von  Alexandria,  der,  soweit  bekannt,  der  älteste 
Autor  ist,  welcher  über  Algebra  geschrieben,  von  den  Eigenschaften 
der  Zahlen  handelt  und  schwierige  Aufgaben  enthält,  die  mit  grofser 
Geschicklichkeit  und  vielem  Scharfsinn  gelöst  sind. 

Von  Diophant  bis  zur  Zeit  Vieta's  und  Bachet's  fuhren  die 
Mathematiker  zwar  fort,  sich  mit  den  Zahlen  zu  beschäftigen,  jedoch 
ohne  grofsen  Erfolg,  und  ohne  die  Wissenschaft  merklich  zu  fordern. 

Vieta,  welcher  die  Algebra  weiter  vervollkommnete,  loste  mehrere 
schwierige,  auf  die  Zahlen  bezügliche  Probleme.  Bachet  gab  in 
seinem  Werke:  „Problemes  plaisans  et  delectables^'  eine  allgemeine 
und  sehr  geistreiche  Methode  für  die  Auflösung  der  unbestimmten 
(JIcichuugen  ersten  Grades.  Demselben  Gelehrten  verdanken  wir  einen 
ausgezeichneten  Commentar  zum  Diophant,  welcher  später  durch 
Ilondbcmerkungen  von  Fermat  bereichert  wurde. 

Fermat,  einer  der  Geometer,  durch  deren  Arbeiten  die  Ent- 
deckung der  neuen  Rechnungsarten  am  meisten  beschleunigt  wurde. 


Vorwort  (des  Verfassers)  zur  ersten  Ausgabe.  VII 

beschäftigte  sich  sehr  erfolgreich  mit  der  Wissenschaft  der  Zableu 
und  brach  derselben  neue  Bahnen.  Wir  verdanken  ihm  eine  grofse 
Menge  von  merkwürdigen  Sätzen,  die  er  jedoch  fast  alle  ohne  Beweis 
gelassen  hat.  Es  lag  im  Geiste  der  Zeit^  sich  gegenseitig  Aufgaben 
zu  stellen;  man  Verheimlichte  dabei  meistens  seine  eigene  Auflösungs- 
meihode,  um  sich « und  seiner  Nation  neue  Triumphe  yorzubehalten. 
Eine  solche  Rivalität  bestand  besonders  zwischen  den  franzosischen 
und  englischen  Mathematikern.  Daher  ist  es  gekommen,  dafs  die 
meisten  Beweise  Fermat's  verloren  gegangen  sind;  die  wenigen,  die 
auf  uns  gekommen  sind,  lassen  uns  umsomehr  die  uns  fehlenden 
vermissen. 

Von  Fermat  bis  auf  Euler  gaben  sich  die  Mathematiker,  voll- 
ständig mit  der  Entdeckung  oder  Anwendung  der  neuen  Rechnungs- 
arten beschäftigt,  nicht  mit  der  Theorie  der  Zahlen  ab.  Euler  nahm 
sich  zuerst  wieder  dieses  Teils  der  mathematischen  Wissenschaften 
an.  Die  zahlreichen  Abhandlungen,  die  er  hierüber  in  den  Abhand- 
lungen der  Petersburger  Akademie  und  in  andern  Werken  veröffent- 
licht hat,  liefern  den  Beweis,  wie  sehr  es  ihm  am  Herzen  lag,  der 
Wissenschaft  der  Zahlen  dieselbe  Forderung  angedeihen  zu  lassen, 
welche  die  meisten  andern  Teile  der  Mathematik  ihm  verdanken.  Ja 
man  kann  sagen,  dafs  Euler  einen  besonderen  Gefallen  an  derartigen 
Untersuchungen  hatte  und  sich  ihnen  mit  einer  gewissen  Leidenschaft 
hingab,  wie  es  fast  bei  allen  der  Fall  ist,  die  sich  mit  der  Zahlen- 
theorie beschäftigen.  Wie  dem  auch  sein  möge,  seine  Untersuchungen 
fährten  ihn  zum  Beweise  zweier  Hauptsätze  Fermat's,  nämlich  1)  dafs, 

0 

wenn  a  eine  Primzahl  und  x  eine  beliebige,  durch  a  nicht  teilbare 
Zahl  ist,  die  Formel  x^"^ — 1  stets  durch  a  sich  teilen  lälst^  2)  dafs 
jede  Primzahl  von  der  Form  4n  -f~  1  clie  Summe  zweier  Quadrate  ist. 
Eine  Menge  anderer  wichtiger  Entdeckungen  sind  in  den  Ab- 
handlungen Euler's  enthalten.  Man  findet  darin  die  Theorie  der 
Teiler  der  Grölise  a^  +  b";  die  Abhandlung  über  die  Zerlegung  der 
Zahlen  in  Teile,  welche  auch  in  seine  „Einleitung  in  die  Analysis 
des  Unendlichen^  aufgenommen  ist;  die  Anwendung  der  imaginären 
und  irrationalen  Faktoren  bei  der  Auflösung  der  unbestimmten  Glei- 
chungen; die  allgemeine  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen 
zweiten  Grades  unter  der  Voraussetzung,  dafs  man  eine  specielle 
Lösung  kenne,  den  Beweis  vieler  Sätze  über  die  Potenzen  der  Zahlen; 
und  besonders  den  zweier  von  Fermat  angegebenen  Sätze,  dafs  die 
Summe  oder  Differenz  zweier  Kuben  kein  Kubus,  und  die  Summe  oder 
Differenz  zweier  Biquadrate  kein  Quadrat  sein  kann.    Endlich  findet 
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man  in  diesen  Schriften  eine  grofse  Menge  unbestimmter  Aufgaben^ 
welche  durch  sehr  geistreiche  analytische  Kunstgriffe  gelöst  sind. 

Euler  ist  lange  Zeit  hindurch  fast  der  einzige  Mathematiker 
gewesen,  der  sich  mit  der  Zahlentheorie  beschäftigte.  Endlich  trat 
Lagrange  auch  auf  dieses  Gebiet  über;  seine  ersten  Schritte  waren 
von  Erfolgen  begleitet,  gleich  denen,  welche  er  bereits  bei  Unter- 
suchungen höherer  Art  errungen  hatte.  Eine  allgemeine  Methode, 
die  unbestimmten  Gleichungen  zweiten  Grades  aufzulösen,  und  was 
noch  schwieriger  war,  eine  Methode,  sie  in  ganzen  Zahlen  aufzulösen, 
war  der  erste  Versuch  dieses  berühmten  Gelehrten.  Bald  darauf 
wandte  er  die  Eettenbrüche  auf  diesen  Zweig  der  Analysis  an;  er 
bewies  zuerst,  dafs  der  Kettenbruch,  welcher  gleich  der  Wurzel  einer 
rationalen  Gleichung  zweiten  Grades  ist,  periodisch  sein  mufs,  und 
schlofs  daraus,  dafs  das  auf  die  Gleichung  o^  —  ^y^=»l  bezügliche 
F er mat 'sehe  Problem  immer  lösbar  ist,  ein  Satz,  der  bis  dahin  noch 
nicht  in  strenger  Weise  begründet  war,  obwohl  mehrere  Mathematiker 
Methoden  für  die  Auflösung  dieser  Gleichung  gegeben  hatten. 

Derselbe  Gelehrte  bewies  in  seinen  weiteren  Untersuchungen, 
welche  in  den  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  niedergelegt  sind, 
zuerst  den  Satz,  dafs  jede  ganze  Zahl  die  Summe  von  vier  Quadraten 
ist;  ebenso  verdanken  wir  ihm  mehrere  andere  wichtige  Beweise.  Die 
bemerkenswerteste  aller  seiner  Entdeckungen  ist  indessen  eine  allge- 
meine Methode,  aus  der  sich  eine  unendliche  Menge  von  Sätzen  über 
die  Primzahlen  als  unmittelbare  Folgerungen  ergeben. 

Diese  aufserordentlich  fruchtbare  Methode  gründet  sich  auf  die 
Betrachtung  sowohl  der  quadratischen  wie  der  linearen  Formen,  welche 
den  Teilern  der  Formel  f*  +  öm*,  in  welcher  t  und  u  zwei  unbestimmte 
Gröfsen  sind  und  a  eine  gegebene  Zahl  bedeutet,  zukommen.  Es  blieb 
jedoch  noch  der  allgemeine  Beweis  der  Relation  zu  führen  übrig, 
welche  zwischen  den  linearen  und  den  quadratischen  Formen  bei  den 
Primzahlen  bestehen  mufs.  Denn  in  Ermangelung  eines  allgemeinen, 
diese  Relation^)  enthaltenden  Prinzips  liefert  die  Lagrange'sche 
Theorie  zwar  unendlich  viele  Sätze  für  die  Primzahlen  von  der  Form 
4n  +  3,  aber  nur  eine  geringe  Anzahl  für  die  Primzahlen  von  der 
Form  4n  +  1- 

Eine  Abhandlung,  welche  ich  in  dem  Bande  der  Akademie  der 
•Wissenschaften  für  das  Jahr   1785  veröffentlichte,  giebt  die  Hülfs- 


*)  Siehe  hierüber  die  Abhandlungen  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Berlin  vom  Jahre  1775  Seite  350  u.  362.  Anm.  d.  Verf. 
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mittel  zum  Beweise  des  erwähnten  Prinzips  an  die  Hand  und  enthält 
überdies  Sätze,  vermittelst  deren  eine  weitere  Entwicklung  der  Zahlen- 
theorie möglich  werden  dürfte.  Ich  habe  darin  gegeben  1)  den  Be- 
weis eines  Satzes,  mit  dessen  Hülfe  die  Möglichkeit  oder  Unmöglich- 
keit einer  jeden,  auf  die  Form  ax^  +  hy^  =  cz^  gebrachten  unbestimmten 
Gleichung  zweiten  Grades  festgestellt  werden  kann;  2)  den  Beweis 
eines  allgemeinen  Gesetzes,  welches  zwischen  zwei  beliebigen  Prim- 
zahlen besteht  und  „das  Reciprocitätsgesetz^'  genannt  werden  kann; 
o)  die  Anwendung  dieses  Gesetzes  auf  verschiedene  Sätze  und  den 
Gebrauch  desselben  sowohl  zur  Vervollkommnung  der  Theorie  von 
Lagran  ge  wie  zur  Beseitigung  von  andern  Schwierigkeiten  derselben  Art. 

Die  nämliche  Abhandlung  enthält  femer  den  Entwurf  einer  voll- 
ständig neuen  Theorie  der  Zahlen,  insofern  dieselben  als  in  drei 
Quadrate  zerlegbar  betrachtet  werden.  Dieser  Theorie  gehört  der  be- 
rühmte Fermat'sche  Satz  an,  dafs  eine  beliebige  Zahl  die  Summe 
von  drei  Trigonalzahlen  ist,  und  femer  der  Satz  desselben  Autors,  dafs 
jede  Primzahl  von  der  Form  8n  +  7  die  Form^?*  +  g'*  -f"  2r*  besitzt. 

Seit  der  VeröfiPentlichung  dieser  Abhandlung  habe  ich  die  Ent- 
wicklung der  darin  enthaltenen  Gesichtspunkte  wiederholentlich  über- 
arbeitet und  verschiedene  Punkte  der  Theorie  der  Zahlen  oder  der 
unbestimmten  Analjsis*)  zu  vervollkommnen  gesucht.  Da  meine 
Untersuchungen  in  dieser  Hinsicht  von  einigem  Erfolge  begleitet 
waren,  so  war  es  zunächst  meine  Absicht,  das  Resultat  derselben  in 
einer  besonderen  Abhandlung  zu  veröffentlichen;  später  jedoch  glaubte 
ich  diese  Gelegenheit  benutzen  zu  müssen,  um  die  Theorie  der  Zahlen 
mit  gröfserer  Ausführlichkeit,  als  dies  bisher  geschehen,  zu  behandeln, 
indem  ich  das  Ergebnis  der  hauptsächlichsten,  auf  (j^nselben  Gegen- 
stand bezüglichen  Untersuchungen  von  Euler  und  Lag  ränge  mit 
meinen  eigenen  zusammenfafste. 

Aus  diesem  Grunde  habe  ich  mich  entschlossen,  das  Werk,  wel- 


*)  loh  trenne  die  Theorie  der  Zahlen  und  die  unbestimmte  Analysis  nicht 
von  einander,  sondern  betrachte  diese  beiden  Teile  als  einen  einzigen  Zweig  der 
algebraischen  Analysis.  Denn  es  giebt  keinen  Satz  über  die  Zahlen,  der  sich 
nicht  auf  die  Auflösung  einer  oder  mehrerer  unbestimmten  Gleichungen  bezöge. 
Wenn  man  s.  B.  mit  Fermat  behauptet,  dafs  jede  Primzahl  von  der  Form 
4h -fl  die  Summe  zweier  Quadrate  ist,  so  ist  dies  dasselbe,  als  ob  man  sagt: 
I>ie  Gleichung  A^=^  y-  -\-  z^  ist  stets  auflödbar,  sobald  die  Zahl  A  eine  Primzahl 
von  der  Form  4n-|-l  ist.  Man  könnte  hinzufügen,  dafs  in  eben  diesem  Falle 
die  Gleichung  A^=^y^ -\-z^  stets  nur  eine  Lösung  besitzt.  Dies  ergäbe  einen 
zweiten  Satz,  welcher  eine  charakteristische  Eigenschaft  der  Primzahlen  von  der 
Form  4n-|- 1^  enthielte.  Anm.  d.  Verf. 
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ches  ich  hiermit  der  Öffentlichkeit  übergebe,  zusammenzustellen.  Ich 
betrachte  es  nicht  als  ein  den  Gegenstand  erschöpfendes  Werk,  son- 
dern nur  als  einen  Versuch,  welcher  ungefähr  den  gegenwärtigen 
Stand  der  Wissenschaft  zeigen  und  vielleicht  dazu  beitragen  kann, 
die  weitere  Entwicklung  derselben  zu  beschleunigen.  [Es  kommt  mir 
nicht  zu,  noch  mehr  über  mein  eigenes  Werk  zu  sagen,  nur  das  will 
ich  noch  hinzufügen,  dafs  ich  nichts  aufser  Acht  gelassen  habe,  um 
es  der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  würdig  zu  machen.  Aber 
welche  Sorgfalt  ich  auch  auf  die  Untersuchung  der  verschiedenen 
besondem  Fälle  mehrerer  Sätze  verwandt  habe,  ich  fühle,  dafs  manche 
Lücken  geblieben  und  vielleicht  sogar  Irrtümer  mit  untergelaufen  sind. 
Vor  allem  zweifle  ich  nicht,  dafs  mehrere  der  neuen  Sätze,  die  ich 
nur  mit  vieler  Mühe  begründen  konnte,  auf  weit  einfachere  Weise 
bewiesen  werden  können,  sei  es  mit  Hülfe  noch  unbekannter  Prin- 
cipien,  sei  es  durch  Beziehungen,  die  ich  nicht  bemerkt  habe.  Wie 
dem  auch  sein  möge,  ich  schmeichle  mir,  dafs  die  Mathematiker,  in  Er- 
wägung der  Schwierigkeiten  und  der  Neuheit  des  Stoffes,  diese  Versuche 
mit  Nachsicht  aufnehmen  werden,  und  ich  hoffe,  daüs  auch  die  Fehler, 
in  die  ich  verfallen  bin,  zum  Nutzen  der  Wissenschaft  ausschlagen 
werden,  indem  sie  geschickteren  Händen  Gelegenheit  geben,  denselben 
Gegenstand  zu  behandeln  und  ihn  zu  einer  gröfseren  Vollkommenheit 
zu  führen*)]. 

*)  Die  hier  in  Parenthese  eingeschlossenen  Worte  des  Vorwortes  zar  ersten 
Aufgabe  sind  in  der  dritten  Ausgabe  weggelassen.  Anm.  d.  Übers. 
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Einleitung, 
Allgemeine  Sätze  über  die  Zahlen  enthaltend. 

In  dieser  Einleitung  werden  wir  einige  allgemeine  Betrachtungen 
über  die  Natar  der  Zahlen  und  insbesondere  über  die  der  Prim- 
zahlen anstellen.  Vor  Allem  aber  halten  wir  es  für  notwendig, 
nns  mit  einigen  fundamentalen  Sätzen  zu  beschäftigen,  deren 
Beweis  in  den  gewohnlichen  Lehrbüchern  der  Arithmetik  sich  ent- 
weder gar  nicht  findet  oder  wenigstens  nicht  mit  der  nötigen  Strenge 
gegeben  wird. 

L 

Wir  untersuchen  zuerst,  warum  das  Produkt  zweier  Zahlen, 
wenn  man  die  Reihenfolge  der  Faktoren  ändert,  dasselbe 
bleibt,  d.  h.  warum  Ax  B  =  B  X  A  ist. 

Ist  A  die  grofsere  der  beiden  Zahlen  A  und  B^  und  C  ihre 
Differenz,  folglich  A  =  B  -\-  C,  so  wird  man  ohne  Weiteres  zugeben, 
dafs  das  Produkt  aus  A  und  B,  d.  h.  A  B-mal  genommen,  sich  aus 
dem  Produkt  von  B  und  B  und  dem  Produkt  von  C  und  B  zusammen- 
setzt, so  dafs  man,  wenn  man  den  Multiplikator  zuletzt  schreibt, 

AxB=BxB+CxB 

hat.    Das  Produkt  aus  B  und  A  oder  B  -^  C  ist  aber  ebenfalls  aus 

B  2?- mal  genommen  und  aus  B  C-mal  genommen  zusammengesetzt, 

äo  dafs 

BxA=BxB+nxC 

iät.  Daraus  erhellt,  dafs  das  Produkt  Ax.  B  dasselbe  sein  wird  wie 
Jas  Produkt  B  xA,  wenn  das  Teilprodukt  Cx,  B  gleich  B  X.G  ist. 
In  derselben  Weise  aber  folgert  man  die  Gleichheit  zwischen  CB  und 
BC  aus  der  Gleichheit  zweier  kleineren  Produkte  CB  und  DC,  und 
fahrt  man  so  fort,  so  gelangt  man  notwendig  entweder  zu  dem  Falle, 
Wo  die  beiden  Faktoren  gleich  sind,  oder  zu  dem,  wo  der  eine  von 

Lrgeodr^,  Zftblenthoorio  I.  1 
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beiden  gleich  der  Einheit  ist.  Im  ersteren  Falle  ist  die  Gleichheit 
augenscheinlich;  in  dem  zweiten  folgt  sie  daraus,  dafs  JS  X  1  ebenso 
wie  IxH  gleich  H  ist.  Mithin  ist  das  Produkt  AxB  stets 
gleich  dem  Produkte  Bx  A. 

II. 

Man  setzt  in  der  Regel  voraus,  dafs  es,  wenn  man  eine  Zahl 
C  mit  einer  andern  Zahl  N^  welche  selbst  das  Produkt 
zweier  Faktoren  Ä  und  B  ist,  multiplicieren  soll,  gleich- 
gültig ist,  ob  man  C  sogleich  mit  dem  ganzen  Produkte  N, 
oder  erst  C  mit  Ä  und  sodann  das  Produkt  mit  B  multi- 
plicieri 

Um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  darzuthun,  bemerke  man  zu- 
nächst, dafs  das  Produkt  AB  nichts  anderes  ist  als:  A-\-  A-^  A-\ , 

wobei  die  Anzahl  dieser  Glieder  gleich  B  ist.  Multipliciert  man  dem- 
nach eine  dritte  Zahl  C  mit  dem  Produkte  AB,  so  hat  man  die  Ope- 
ration der  Multiplikation  von  C  mit  A  J?-mal  zu  wiederholen,  d.  h. 
man  erhält  CA  +  CA  +  CA  +  •  •  •,  wobei  das  Glied  CA  JS-mal  zu 
setzen  ist.     Das  Resultat  ist  also  CAxB,  so  da&  man  hat: 

CxAB  =  CAxB. 

m. 

Auf  Grund  dieser  beiden  Sätze  zeigt  man  leicht,  dafs  das  Pro- 
dukt beliebig  vieler  Faktoren  stets  dasselbe  bleibt,  in  welcher 
Reihenfolge  man  auch  die  Faktoren  mit  einander  multipli- 
cieren möge. 

Soll  z.  B.  bewiesen  werden,  dafs  das  Produkt  Ax  B  x,Cx.  D 
gleich  dem  Produkte  Cx.  Ax,  Dx.  B  ist,  so  bringe  man  zunächst 
in  beiden  Produkten  denselben  Buchstaben  an  die  letzte  Stelle.  Nach 
den  vorhergehenden  Sätzen  hat  man  nämlich: 

AxBC^AxCB  =  ACxB, 
mithin: 

AxBxCxI)  =  ACxBxD-^ACxBD  =  ACxDxB. 

In  diesem  Produkte  steht  der  Buchstabe  B  an  der  letzten  Stelle, 
ebenso  wie  in  dem  andern  gegebenen  Produkte  CADB.  Läfst  man 
jetzt  den  letzten  Buchstaben  weg,  so  hat  man  nur  noch  die  Gleichheit 

ACxI)=-CxAxD 

zu  beweisen,  und  diese  ergiebt  sich  daraus,  dafs  AC  =  C  X.  A  ist 
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IV. 

Das  Prodtikt  zweier  Zahlen  Ä  und  B  ist  durch  jede  Zahl 
teilbar,  welche  in  einem  der  beiden  Faktoren  Ä  und  B  genau 
aufgeht 

Denn  ist  ^  eine  Zahl,  welche  in  B  aufgeht;  und  ist  somit 
B^Cx»,  so  erhält  man  ÄB==ÄCxd'.  Mithin  giebt  AB, 
durch  d"  geteilt;  den  genauen  Quotienten  ÄC. 

V. 

Wenn  die  Zahl  ^  gleichzeitig  in  den  beiden  Zahlen  A 
und  B  genau  aufgeht;  so  geht  sie  auch  in  der  Summe  und 
Differenz  von  zwei  beliebigen  Vielfachen  dieser  Zahlen  auf. 

Denn  ist  A  =  Äd",  B  =  B'd',  so  erhält  man: 

mA  +  nB  =  mA'd'  +  nB'd', 

also  eine  Grosse;   welche   durch  #  geteilt  den  genauen  Quotienten 
mÄ +  nB^  giebt. 

VL 

Eine  PrimzaM,  welche  in  keinem  der  beiden  Faktoren 
Ä  und  B  aufgeht;  kann  auch  kein  Teiler  ihres  Produkts 
AB  sein. 

Da  dieser  Satz  einer  der  wichtigsten  in  der  Zahlentheorie  ist; 
so  wollen  wir  den  Beweis  desselben  in  aller  Ausführlichkeit  entwickeln. 

Gäbe  es  wirklich  eine  Primzahl  d'j  welche  keine  der  beiden  Zahlen 
A  und  By  wohl  aber  ihr  Produkt  AB  teilt;  so  konnte  man  annehmeU; 
dafs  sich  bei  der  Division  von  A  durch  ^  der  Quotient  m  (welcher 
auch  gleich  0  sein  konnte)  und  der  Rest  Ä  ergebe.    Man  wurde  also 

A'=^m»  +  A' 
und  ebenso 

B  =  n&  +  B' 
folglich 

AB  =  mnd'^  +  nA'd'  +  mB'd'  +  A'B' 

erhalten.    Diese  Grosse  müsste  unserer  Annahme  entsprechend  durch 

^  teilbar  sein,  und  da  die  drei  ersten  Glieder  durch  #  teilbar  sind, 

80  müsste  sich   auch  das  vierte  Glied  durch  &  teilen  lassen.     Man 

konnte  also  setzen: 

A'B'  =  C'&. 

Zu  diesem  ersten  Resultat  bemerken  wir: 

1)  dafs  von  den  Zahlen  Ä  und  B'  keine  gleich  0  sein  kann,  da 

A  und  B  nach  Voraussetzung  nicht  durch  9'  teilbar  sind; 

1* 
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2)  daXs  Ä  und  JB',  als  Reste  der  Division  durch  #,  kleiner  sind 
als  '^; 

3)  dafs  keine  der  Zahlen  Ä  und  IS  gleich  der  Einheit  sein  kann. 
Hätte  man  nämlich  J.'  =  1,  so  würde  sich  das  Produkt  Ä^  auf  S 
reducieren,  und  da  i?'  <  #■  ist,  so  könnte  unmöglich  S  =  0'%^  sein. 

Man  hätte  also  zwei  ganze  Zahlen  Ä^  IS,  welche  beide  grösser 
als  1;  aber  kleiner  als  d  sind,  imd  deren  Produkt  durch  %^  sich  teilen 
liefse,  so  dafs 

wäre.    Sehen  wir  zu,  welche  Folgerungen  sich  daraus  ergeben  würden. 
Da  Ä  kleiner  ist  als  ^^  so  kann  man  #  durch  Ä  dividieren;  ist 
|7  der  Quotient  und  Ä'  der  Best,  so  erhält  man: 

folglich: 

%XB'  ^'PÄ:B:  +  Ä'B. 

Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  durch  %^  teilbar  ist,  so  muss  es 
auch  die  rechte  sein.  Da  femer  A3'  =  0'%,  und  demnach  der  Teil 
ÄTS  selbst  durch  ^  teilbar  ist,  so  muss  sich  der  zweite  Teil  Ä'  B' 
ebenfalls  durch  %'  teilen  lassen. 

Die  Zahl  Ä'  ist  als  Best  der  Division  durch  Ä  kleiner  als  A\ 
und  ferner  kann  sie  nicht  gleich  0  sein.  Denn  wäre  dies  der  Fall, 
so  würde  6*  durch  Ä  teilbar,  also  keine  Primzahl  sein.  Aus  der 
Annahme,  dafs  das  Produkt  ÄS  durch  %•  teilbar  sei,  folgt  somit, 
dafs  ein  anderes  Produkt,  welches  kleiner  ist  als  AB\  ohne  gleich 
Null  zu  sein,  ebenfalls  durch  %  teilbar  ist. 

Mittelst  derselben  Schlussfolgerung  leitet  man  aus  dem  Produkte 
Ä'  S  ein  anderes  Produkt  Ä"B'  oder  Ä'  H'  ab,  welches  noch  kleiner 
ist,  und  welches  teilbar  durch  ^,  aber  nicht  gleich  Null  ist. 

Indem  man  die  Beihe  dieser  abnehmenden  Produkte  weiter  fort- 
setzt, gelangt  man  notwendigerweise  zu  einer  Zahl,  welche  kleiner  ist 
als  -0".  Eine  Zahl  aber,  welche  kleiner  als  %  und  von  Null  verschie- 
den ist,  kann  unmöglich  teilbar  sein  durch  «&.  Mithin  kann  die  An- 
nahme, von  der  wir  ausgegangen  waren,  nicht  richtig  sein. 

Wenn  sich  also  von  beiden  Zahlen  A  und  B  keine  durch  %^ 
teilen  läfst,  so  kann  auch  ihr  Produkt  ^5  nicht  durch  %  teilbar  sein. 

VII. 

Auf  dem  soeben  bewiesenen  Satze  beruht  vollstäudig  die 
Lehre  von  den  inkommensurablen  Gröfsen.     Denn  gäbe  es  z.  B. 


EinleituDg.  5 

einen   rationalen    Bruch      -,    welcher    gleich  }/2   wäre,    so    müfste 
,  =>  2  sein.    Es  müsste  demnach  m^  durch  jede  der  Primzahlen, 


m 
n 

welche  n  teilen,  ebenfalls  sich  teilen  lassen.     Wenn  aber  der  Bruch 

—  als  irrednktibel  Torausgesetzt  wird,  so  hat  m  keinen  Teiler  mit  n 

gemeinschaftlich;  mithin  kann  dem  vorhergehenden  Satze  zufolge  auch 
m^  mit  n  keinen  Teiler  gemeinsam  haben.    Es  ist  daher  unmöglich, 


dafs  -,-  =  2  sei. 


n 


Ueberhaupt  kann  eine  beliebige  Potenz  der  Zahl  a  keine 
andern  Primzahlen  zu  Teilern  haben  als  a  selbst.  Wenn  es 
daher  keine  ganze  Zahl  x  von  der  Beschaffenheit  giebt,  dafs  x^  =&ist, 
wo  (  eine  gegebene  ganze  Zahl  bedeutet,  so  kann  es  auch  keinen  Bruch 


X» 


geben,  so  dafs  —  «^  6  wäre. 

« 

vni 

Jede  beliebige  Zahl  N  kann,  wenn  sie  nioht  Primzahl  ist, 
durch  das  Frodnkt  von  mehreren  Primzahlen  a,  /},  ^,  .  . .,  jede 
derselben  auf  irgend  eine  Potenz  erhoben,  dargestellt  werden, 
so  dafs  man  immer  setzen  kann:  N  =  a"^ß'^yP  •  •  •. 

Das  Verfahren,  diese  Zerlegung  auszuführen,  besteht  darin, 
dafs  man  versucht,  die  Zahl  N  durch  jede  der  Primzahlen  2,  3,  5, 
7,  11,  . . .  zu  dividieren,  wobei  man  mit  den  kleinsten  anfängt.  Geht 
die  Division  durch  eine  dieser  Zahlen  a  auf,  so  wiederholt  man  sie 
so  oft  als  möglich,  z.  B.  m-mal,  und  erhält  dadurch,  indem  man  den 
letzten  Quotienten  mit  P  bezeichnet,  N  =^  a^P, 

Lafst  sich  die  Zahl  P  nicht  mehr  durch  a  teilen,  so  braucht 
man  nicht  erst  mehr  die  Division  von  P  durch  eine  Primzahl,  welche 
kleiner  ist  als  a,  zu  versuchen.  Denn  wenn  P  durch  •&  <  a  teilbar 
wäre,  so  würde  offenbar  auch  N  durch  %^  teilbar  sein,  was  unserer 
Annahme  zuwiderläuft.  Man  wird  daher  P  nur  durch  Primzahlen  zu 
dividieren  brauchen,  welche  grofser  sind  als  a.  Auf  diese  Weise  wird 
man  nach  und  nach  P=/J"^,  ^  =  y"ü,  u.  s.  w.  finden,  und  dies 
giebt  N=ttrß''yP  .  .. 

IX. 

Hat  man  die  Division  einer  gegebenen  Zahl  N  durch 
die  Primzahlen,  welche  kleiner  als  }/iV  sind,  versucht,  und 
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findet   man  unter  diesen  keine,   welche  in  N  aufgehen,   so 
folgt  daraus  mit  Sicherheit,  dafs  N  eine  Primzahl  ist. 

Denn  nimmt  man  an,  dafs  N  durch  eine  Primzahl  &•  >  Y^ 
teilbar  sei,  so  würde  man,  wenn  man  den  Quotienten  mit  P  bezeichnet, 

N=d-P  erhalten.     Da  aber  ^  >  YN  ist,  so  würde 

sein;   mithin   würde  N  durch   eine  Zahl  P,   welche   kleiner  ist  als 
YN}  ^^^  somit  umsomehr  durch  eine  Primzahl,  welche  kleiner  als 

j/^ist,  teilbar  sein.    Dies  ist  aber  gegen  unsere  Annahme. 

Auf  diese  Weise  kann  man  also  finden,  ob  eine  gegebene 
Zahl  N  FrimBahl  ist  oder  nicht.  Dieses  Verfahren  ist  indessen,  ob- 
wohl es,  wie  wir  später  zeigen  werden,  einige^  Abkürzungen  zulässt, 
im  Allgemeinen  recht  weitläufig  und  beschwerlich.  Deshalb  haben 
mehrere  Mathematiker  es  für  nützlich  gehalten,  Frimzahltafeln  von 
grösserer  oder  geringerer  Ausdehnung  zu  konstruieren. 

Die  einfachste  Art,  solche  Tafeln  herzustellen,  besteht 
darin,  dafs  man  zunächst  der  Reihe  nach  alle  ungeraden  Zahlen  1,  3, 
5,  7,  . . .  bis  zu  100  000  etwa  oder  bis  zu  einer  beliebigen  andern 
Grenze  hinschreibt.  Ist  diese  Reihe  gebildet,  so  streicht  mau  nach 
und  nach  alle  Vielfachen  von  3,  ferner  alle  Vielfachen  von  5,  7,  u.  s.  w. 
weg,  indem  man  nur  die  ersten  Glieder  3,  5,  7,  u.  s.  w.  beibehält, 
welche  durch  die  vorhergehenden  Operationen  nicht  weggefallen  sind. 
Auf  diese  Weise  sieht  man,  dafs  alle  übrigbleibenden  Zahlen  nur 
durch  sich  selbst  teilbar  und  in  Folge  dessen  Primzahlen  sind.  Am 
Ende  dieses  Werkes  wird  man  eine  Tafel  No.  IX  finden,  welche  die 
Primzahlen  bis  zu  1229  enthält.  In  einem  Werke,  das  den  Titel  führt: 
Georgii  Vega  Tabulae  logarithmico-trigonometricae,  Lipsiae 
1797,  findet  man  eine  Tafel,  die  sich  bis  zu  400000  erstreckt,  und 
die  überdies  den  Vorteil  gewährt,  dafs  sie  für  jede  unterhalb  dieser 
Grenze  liegende  zusammengesetzte  Zahl  die  kleinste  Primzahl,  welche 
ein  Teiler  derselben  ist,  angiebt.  Indessen  hegten  die  Mathematiker 
schon  lange  den  Wunsch,  dafs  die  Tafel  der  Primzahlen  mindestens 
bis  zu  einer  Million  fortgesetzt  würde.  Herr  Chernac,  Professor  zu 
Deventer,  entsprach  zuerst  diesem  Wunsche,  indem  er  sein  Cribrum 
arithmeticum,  in  dem  man  die  Primzahlen  und  die  Teiler  der  andern 
Zahlen  bis  zu  einer  Million  findet,  veröffentlichte.  Bald  darauf  gab 
Herr  Burckhardt,  der  Mittel  zur  erheblichen  Vereinfachung  der  Kon- 
struktion solcher  Tafeln  gefunden  hatte,  eine  Tafel  heraus,  welche  in 
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einem  zucht  zu  starken  Bande  die  Primzahlen  von  1  bis  3  036  000  und 
die  kleinsten  Teiler  der  andern  Zahlen  enthält.  Diejenigen ,  welche 
sich  mit  der  unbestimmten  Analysis  beschäftigen,  haben  also  die 
Wahl  zwischen  zwei  Tabellenwerkeu,  die  ihnen  gleicherweise  nützlich 
sein  können^  das  eine  wegen  seiner  leichteren  Handhabung,  das  andere 
wegen  seiner  grosseren  Ausdehnung. 

X. 

Ist  eine  Zahl  N  auf  die  Form  a^ß^y^  . . .  gebracht^  so  wird  auch 
jeder  Teiler  dieser  Zahl  von  der  Form  af^ß^y^...  sein,  wo  die 
Exponenten  /i,  i/,  «,  . . .  die  Zahlen  m,  n,  j),  . . .  nicht  übersteigen 
können.  Es  folgt  hieraus,  dafs  die  Teiler  der  Zahl  N  sämtlich 
darch  die  verschiedenen  Glieder  der  Entwicklung  des  Pro- 
dukts: 

P=  (1  +  a  +  ««  H 1-  «m)  (1  ^  ^  _j.  ^2  .j +  /''•)••• 

gegeben  werden.   Mithin  ist  die  Anzahl  aller  dieser  Teiler  gleich: 

(m  +  l)(»  +  l)(j,  +  l>..., 

und  zugleich  ist  die  Summe  eben  dieser  Faktoren  gleich  P,  und 
dieses  lälst  sich  auf  die  Form  bringen: 

a  —  1  (5—1  y  —  1 

So  ist  z.  B.,  da  360  =  2«  •  3*  •  5*  ist,  die  Anzahl  der  Teiler  von  360 

gleich: 

4  .  3  .  2  =  24 

und  die  Summe  derselben  gleich: 
2*  —  1      3>  —  1      6*  —  1 


2  —  1         8  —  1  6—1 


=  15  .  13  .  6  =  1170. 


XI. 

Man  kann  leicht  eine  Zahl  finden,  welche  soviel  Teiler  hat 
als  man  will.  Sucht  man  z.  B.  eine  Zahl,  welche  36  Teiler  hat, 
80  zerlege  man  36  in  Faktoren,  die  Primzahlen  sein  können  oder 
Dicht,  z.  B.  in  4 .  3  . 3,  und  vermindere  jeden  dieser  Faktoren  um 
eine  Einheit  Dies  giebt  3.2.2.  Mithin  ist  a^ß^y^  eine  der  Formen 
der  gesuchten  Zahl,  wenn  a,  ß,  y  von  einander  verschiedene  Prim- 
zahlen bedeuten.  Die  Faktoren  6,  3,  2  würden  eine  andere  Form 
tfß^y^  ergeben,  bei  welcher  die  einfachste  der  in  ihr  enthaltenen 
Zahlen  2*  .  3* .  5  =  1440  ist. 


XVI  Inhalisverzeicbnis  zum  ersten  Bande. 

Seite 

§  8.  MeOwdey  um  x  so  zu  bestimmen,  dafs  x*-\-a  durch  eine  beliebige  zu- 

sammengeselzte  ZahWN  teilbar  sei 249 

Auflösung  des  allgemeinen  Problems 250 

Über  den  besonderen  Fall,  wo  N  den  Faktor  2'''  besitzt 251 

Bestimmung  der  Anzahl  der  Lösungen 252 

§  9.  Auflösung  der  symbolischen  Gleichungen  (  -    )  =  1,  (— )  =  —  l^ind^nen 

c  eine  Primzahl  ist 255 

§  10.  Ermittlung  der  linearen  Foimen^  wdclte  den  Teilern  der  Formel  t'-\-cu^ 

zukommen 258 

Sätze,  mittelst  deren  die  linearen  Formen  der  Teiler  der  Formel  t^-\-cu* 
bestimmt  werden,  wenn  c  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer 
Primzahl  ist 258 

Es  werden  die  linearen  Formen  eben  dieser  Teiler  a  priori  bestimmt, 

wenn  c  das  Produkt  von  zwei  oder  mehreren  Primzahlen  ist.    .    .  265 

Im  Allgemeinen  zerfallen  die  Teiler  einer  und  derselben  Formel  t^^cü' 
in  eine  bestimmte  Anzahl  von  Gruppen,  deren  jede  aus  einer  glei- 
chen Anzahl  von  linearen  Formen  ^cx-^-a  oder  ^cx-^-a  besteht  266 

Abgekürztes  Verfahren  zur  Bestimmung  sämtlicher  linearen  Formen 

der  Teiler  mit  Hülfe  der  quadratischen  Teiler 269 

§  11.  Erklärung  der  Tafeln  III,  IV,  V,  VI  uiwi  VII 281 

Diese  Tafeln  stellen  für  jede  innerhalb  ihrer  Grenzen  enthaltene  Formel 
t^-{-cu*  das  System  ihrer  quadratischen  Teiler  und  der  entsprechen- 
den linearen  Teiler  dar. 
§  12.  Eine  Reihe  von  Sätzen,  welche  sich  aus  den  vorliererwfUifUetil'afeln  ergeben  294 

Es  wird  allgemein  bewiesen,  dafs,  wenn  Acx-]-a  eine  der  linearen 
Formen  ist,  welche  den  Teilern  der  Formel  **Hrct*-  zukommen, 
jede  in  der  Form  4cä  +  a  enthaltene  Primzahl  Teiler  der  Formel 
t*  4"  et**  und  folglich  von  einer  der  zur  Form  4ca;  +  o  gehörigen 
quadratischen  Formen  ist.  *  Daraus  ergeben  sich  ebenso  viele  be- 
sondere Sätze,  als  es  lineare  Formen  in  den  Tafeln  giebt  ....  300 
§  13.  Andere  Sätze,  die  quadratischen  Formen  der  Zahlen  betreffend  ....  302 

Jede  Primzahl  Jl,  welche  in  der  Formel  **±Ctt*  aufgeht,  kann  nur 
zu  einem  einzigen  quadratischen  Teiler  gehören 303 

Jede  Primzahl  A^  welche  von  der  Form  y^-^-az*  ist,  kann  nur  ein 
einziges  Mal  von  dieser  Form  sein 305 

Es  wird  bestimmt,  auf  wieviel  Arten  eine  und  dieselbe  zusammenge- 
setzte Zahl  A  von  der  Form  y^  '\-az^  sein  kann,  woraus  sich  die 
Lösung  eines  Fermat' sehen  Problems  ergiebt 309 

Jede  Primzahl  A  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl,  welche  in  der 
Formel  py*-f- 2 gy;g  +  r«f*,  in  welcher  jpr  —  g*  eine  positive  Zahl 
ist,  enthalten  ist,  kann  nur  auf  eine  einzige  Weise  darin  enthalten 

sein,  abgesehen  von  dem  Falle  der  ambigen  Teiler 313 

§  14.  IJber  die  Ilülfsmittel  zur  Bestimmung  einer  Primzahl,  welcfie  gröfser  ist 

als  eine  gegebene  ZaJil 322 

Tafel  von  verschiedenen  Formeln,  welche  Primzahlen  ausdrücken,  so- 
bald eine  bestimmte  Bedingung  erfüllt  ist 325 


Inhaltsveneichnifl  znin  ersten  Bande.  XVII 

Seit« 

£rklämng  der  Ei^nschaft,  dafs  gewisse  Formeln  eine  siemlich  ans- 
gedebnic  Beihe  von  Primzahlen  enthalten 328 

§  15.  Anwendung  der  vorigen  Sätze,  um  eu  ermüteln,  ob  eine  gegebene  Zahl 

Frimzdid  ist  oder  nicht 329 

Zn  den  bereite  angegebenen  HCllfsmitteln  kommt  noch  die  Eettenbrach- 
entwicklmig  der  Quadratwurzel  ans  der  gegebenen  Zahl  A  oder 
ans  einem  ihrer  Vielfachen  hinzu 332 

Dritter  Hauptteil. 

Theorie  der  Zahlen  ^  ineofem  eie  sich  in  drei  Quadrate 

serlegen  lassen. 

§  1.  Definition   der  trinären  Form.    Zahlen  tmd  gwidratische  Teiler,  welche 

dieee  Form  besiteen  oder  ni(M  besitgen  können 837 

S  2.  Gegenseitiges  Entsprechen  der  trinären  Formen  der  ZäM  c  und  der  tri- 
nären Teuer  der  Formel  «■  +  ctt' 340 

Ist  ein  quadratischer  Teiler  der  Formel  t'^-\'Cu'^  in  drei  Quadrate  zer- 
legbar, 80  ergiebt  jede  Art  dieser  Zerlegung  d.  h.  jede  trin&re  Form 
dieses  Teilers  einen  entsprechenden  trinären  Wert  von  c   .    .    .   .  340 

umgekehrt  kann  man  immer,  wenn  eine  trin&re  Form  der  Zahl  c  ge- 
geben ist,  einen  trinären  quadratischen  Teiler  der  Formel  f '  -f  cu' 
finden,  welcher  dem  gegebenen  Werte  von  c  entspricht 343 

Es  wird  allgemein  bewiesen,  1)  dals  es  nur  einen  quadratischen  Teiler 
geben  kann,  welcher  dem  gegebenen  trinären  Werte  von  c  ent- 
spricht,  und  2)  daTs  dieser  Teiler  nur  eine  einzige  eben  diesem  Werte 
entsprechende  trinäre  Form  haben  kann,  abgesehen  von  dem  Falle 
der  ambigen  Teiler,  wo  es  zwei  trinäre  Formen  giebt  .   .   .  343—360 

§  3.  Auf  die  trinären  quadratischen  Teiler  bezügliche  Sätze 351 

Wenn  die  Zahl  e  eine  Prünzahl  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl  ist, 
so  besitzt  die  Formel  t^^i-cu^  ebenso  viele  trinäre  quadratische 
Teiler,  als  es  trinäre  Formen  der  Zahl  c  giebt,  und  jeder  dieser 
Teiler  kann  nar  eine  einzige  trinäre  Form  haben 364 

Wenn  die  Zahl  N  in  einem  trinären  Teiler  der  Formel  t^-^-cu*  ent- 
halten ist,  so  ist  auch  umgekehrt  die  Zahl  c  in  einem  trinären 
Teiler  der  Formel  t*  -}-  Nu*  enthalten.  Überdies  sind  die  aus  jedem 
dieser  trinären  Teiler  sich  ergebenden  trinären  Werte  von  N  und  c 
in  beiden  Fällen  dieselben 366 

Kennzeichen,  durch  welche  die  reciproken  quadratischen  Teiler  sich 
von  den  nichtreciproken  Teilern  unterscheiden 366 

Die  quadratischen  Teiler  der  Formel  t*  -f  cu*  zerfallen  wieder  in  Teiler 
enter  Art  und  in  Teiler  zweiter  Art ^ 366 

Wenn  die  Zahl  e  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl  ist, 
so  ist  jeder  quadratische  Teiler  erster  Art  ein  reciproker  Teiler  .  368 

Was  auch  c  sein  möge,  wofern  es  nur  nicht  die  Form  4n  oder  die 
Form  8n  4*  7  besitzt,  so  enthalten  die  quadratischen  Teiler  der  Formel 
f'-f-CM*  immer  wenigstens  einen,  welcher  reciprok  ist 369 

X«eg«ndre,  Zalilenth«orie  L  b 
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betrachtet   man   aber  von  diesen  nur  die  zu  y  primen  Glieder,   so 

reduciert  sich  ihre  Anzahl  auf  M(y  —  1). 

N 
Endlich  kommen  —5—  oder  M  durch  aßy  teilbare  Glieder  vor. 

Demnach  erhält  man: 
aßyM=  X  +  M{ß  —  1)  (y  —  1)  +  M{y  —  1)  +  Jlf 
+  M{y  —  1)  (a  -  1)  +  M{a  —  1) 
+  M{a  ^\){ß^\)  +  M{ß-  1). 
Setzt  man  für  den  Augenblick: 

a-i  =  «,   /J-i  =  ^,   y-i  =  /, 

80  wird  die  linke  Seite  gleich  M{a  +  1)  (/S'  +  1)  (/  +  1)  oder  gleich: 

Maß^y  +  Mßy  +  My  +  M 

+  My  a  +  Ma 

+  Maß:  +  Mß, 

und  die  rechte  Seite  unterscheidet  sich  von  dieser  Gröfse  nur  durch 
das  erste  Glied,  welches  in  ihr  x  anstatt  Mu  ßy  ist.    Es  ist  demnach: 

X  =  Maß^y, 
oder: 

Dieselbe  Schlussweise  wendet  man  leicht  auf  eine  grofsere  An- 
zahl von  Faktoren  an,  und  man  sieht,  dafs  das  Resultat  stets  Yon 
derselben  Form  sein  wird. 

XV. 

Da  jede  Zahl  JV  auf  die  Form  a^ß^yP  . . .  gebracht  werden  kann, 
welche  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  Mußy . . .  enthalten  ist,  so  ist 
hiernach  klar,  dafs  man  aus  der  Formel 

erkennt,  wie  viele  Zahlen  es  giebt,  die  prim  zu  ^und  zugleich 
kleiner  als  N  sind.       • 
So  ist  z.  B. 

60  =  2^3.5  und  6o(l—  \)  (l—  \)  (l—  J)  =  16. 

Es  giebt  daher  16  Zahlen,  die  relativ  prim  zu  60  und  kleiner  als 
60  sind.     Diese  Zahlen  sind: 

1,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  43,  47,  49,  53,  59. 
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XVI. 

Wir  wollen  jetzt  untersuclien,  wievielmal  eine  gegebene  Primzahl 
9  in  der  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  von  1  bis  N  als  Faktor  vor- 
kommty  oder;  was  dasselbe  ist;  welches  die  höchste  Potenz  von 
^  ist;  welche  in  dem  Produkte  1.2.3...^  aufgeht 

Zu  dem  Zwecke  bezeichnen  wir  durch  Ei^j  die  gr'öfste  ganze 

Zahl;  welche  in  dem  Bruche  —  enthalten  ist;  und  nennen  die  ge- 
suchte Zahl  oder  den  Exponenten  von  0*  x.     Dann  erhalten  wir: 

WO  diese  Reihe  so  lange  fortzusetzen  ist;  als  der  Zähler  grofser  ist 
als  der  Nenner. 

Offenbar  stellt  nämlich  ^(-ör)  ^^^  Anzahl  der  Glieder  der  Reihe 

1,  2;  3;  .  . .  N  dar,  welche  teilbar  sind  durch  d-]  ebenso  stellt  E\-m) 

die  Anzahl  der  Glieder  derselben  Reihe  dar;  welche  teilbar  sind  durch 
d^,  und  so  fort.  Wenn  es  nun  in  dem  Produkte  1.2.3...^  keine 
darch  0^  teilbaren  Glieder  gäbe,  so  würde  die  Anzahl  der  Faktoren 

9f  welche  dieses  Produkt  teilen,  einfach  ^(-ör)  sein.    Kommen  aber 

überdies  solche  durch  d^^  teilbaren  Glieder  vor,  so  wird  durch  jedes 
dieser  Glieder  ein  neuer  Faktor  d*  zu  demjenigen  hinzutreten,  welcher 

bereits  in  -^(-^)  aufgenommen  war,  so  dafS;  wenn  man  nur  die  durch 

d  und  die  durch  ^^  teilbaren  Glieder  berücksichtigt;  die  Anzahl  der 

Faktoren  d  gleich  -K(-g-)  +  •^(■ät)  wird.   In  derselben  Weise  kommt 

durch  jedes  durch  -9^  teilbare  Glied  ein  weiterer  Faktor  0-  zu  den 
bereits  gezählten  hinzU;  so  dafs  die  Gesamtzahl  der  Faktoren  %•  gleich 

^\F/  "^^  ^\»*)  "^  ^xQ^J  ^^^^"  ^^  8®!^*  ®s  weiter,  bis  man  zu 
einer  Potenz  d^>  N  gelangt;  alsdann  bricht  die  Reihe  der  E  ab;  da 
—  kleiner  als  1  und  somit  die  darin  enthaltene  Zahl  Er—r^  »»  0  ist. 

xvn. 

Soll  z.  B.  gefunden  werden,  wie  ofk  der  Faktor  7  in  dem  Produkt 
der  natürlichen  Zahlen  von  1  bis  10000  enthalten  ist,  so  stellen  wir 
folgende  kurze  Rechnung  an: 
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e(  ^»7)  =  e{^)  =  204 

E{''^-)^E(f)     =      4 

4^7«)  =  £(i.)       =      0. 

Die  Summe  aller  dieser  Zahlen  ist  gleich  1665;    mithin  ist  das  in 
Rede  stehende  Produkt  teilbar  durch  7^^^. 

Wenn  die  gegebene  Zahl  N  eine  ganze  Potenz  von  7  gewesen 

wäre,  80  würde  man  genau  x  =  n(j  +  ^  +  ■  ■  ■)  =  ^^  gehabt 

haben.     Ist  allgemein  N  =  ^%  so  ist  die  Anzahl  der  Faktoren   «d*, 
welche  in  dem  Produkte  1.2.3...^  enthalten  sind,  gleich: 

_  N—l 

Setzt  man,  welche  Annahme  jederzeit  möglich  ist, 

N  =  A^''  +  B^  +  CO^P.  H , 

wo  die  Koefficienten  A,  B,  C , . .  kleiner  sind  als  -ö",  so  folgt  daraus: 


X  = 


» 


XVIII. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  -9-  =  2,  ergiebt  sich,  falls  N=^  ?'*  ist, 

x  =  N—l, 
und  setzt  man  allgemein: 

iV'  =  2»»  +  2"  +  2^'  -I , 

so  erhält  man: 

X  =  JV  —  Ä-, 

wo  ifc  die  Atozahl   der  Glieder  2'",  2*,  2^,  . . .,    aus  denen  der  Wert 
von  N  besteht,  bedeutet. 

Will  man  z.  B.  wissen,  wie  oft  die  Zahl  2  als  Faktor  in  der 
Reihe  der  natürlichen  Zahlen  von  1  bis  1000  vorkommt,  so  zerlege 
man  1000  in  Potenzen  von  2,  nämlich 

2^  +  2»  +  2'  +  2^  +  2^  +  2\ 
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Da  die  Anzahl  dieser  Glieder  6  ist,  so  ist  die  gesuchte  Zahl  1000  —  6 
oder  994. 

Dasselbe  Resultat  erhält  mau  nicht  minder  leicht  aus  der  all- 
gemeinen Formel;  denn  es  ist: 

E  (^)  _  500 
e(^)  _260 
e(^)  -126 
E  ( --)  -  C2 
Ei^D    -   31 

F.{^)     -      7 

und  die  Summe  aller  dieser  Zahlen  ist  gleich  994. 

XIX. 

Jede  Primzahl,  mit  Ausnahme  von  2  und  3,  ist  in  der 
Formel  &x+\  enthalten. 

Denn  dividiert  man  eine  ungerade  Zahl  durch  6,  so  kann  der 
liest  nur  eine  der  Zahlen  1,  3,  5  sein.  Mithin  kann  jede  ungerade 
Zahl  durch  eine  der  Formeln  6a;  +  1,  6a;  +  3,  6a;  +  5  dargestellt 
werden.  Die  zweite  kann  keine  Primzahlen  enthalten,  da  sie  durch  3 
teilbar  und  die  3  selbst  ausgenommen  ist.  Femer  enthält  die  Formel 
6x  -(-  5  dieselben  Zahlen  wie  Qx  —  1.  Mithin  ist  jede  Primzahl, 
ausser  2  und  3,  in  der  Formel  6  a:  +  1  enthalten. 

Umgekehrt  folgt  hieraus  nioht,  dafs  auch  jede  in  der 
Formel  6x  +  1  enthaltene  Zahl  eine  Primzahl  sein  müfste. 
Man  würde  finden,  dafs  dies  nicht  der  Fall  ist  für  o:  =  4,  6,  .  . . 


14  Einleitnng. 

XX. 

überhaupt  giebt  es  keine  algebraisohe  Formel,  welche  die  | 
Eigenschaft  besäfse,  lanter  Primzahlen  darzustellen.    Denn 
nimmt  man  z.  B.  die  Formel: 

P  c=  a(x?  +  ^^  +  ca;  +  d 

und  setzt  voraus,  dafs  der  Wert  von  P  für  x  =  h  gleich  der  Prim- 
zahl p  sei,  so  erhält  «man,  wenn  man  x  '=^  Je  -}-  py  setzt,  wo  y  eine 
beliebige  ganze  Zahl  bedeutet: 

P  =|,  +  (3at*  +  2bk  +  c)py  +  (3aÄ  +  b)p^y*  +  apY. 

Hieraus  ersieht  mau,  dafs  P  keine  Primzahl  sein  kann,  da  sie  teilbar 
durch  p  und  von  p  verschieden  ist. 

Nichtsdestoweniger  giebt  es  einige  Formeln,  die  wegen  der 
Menge  der  in  ihnen  enthaltenen  PrimzahTen  bemerkenswert 
sind.    Eine  solche  Formel  ist: 

a;*  +  a?  +  41 , 

welche   Euler   in   den   Abhandlungen   der  Berliner  Akademie   vom 
Jahre  1772  Seite  36   erwähnt.     Setzt  man  in  dieser  nach  einander 
X  =  0,  1,  2,  3, .  . .,  so  erhält  man  die  Reihe  41,  43,  47,  53,  61,  71, . . ., 
deren  vierzig  erste  Glieder  Primzahlen  sind. 
Hierzu  kann  man  auch  die  Formel 

x^  +  x  +  n 

rechnen,  in  welcher  die  ersten  sechszehn  Glieder  Primzahlen   sind; 

femer  die  Formel 

2^« +  29, 

deren  erste  neunundzwanzig  Glieder  Primzahlen  sind,  und  noch  viele 
andere. 

XXI. 

Wenn  man  schon  keine  algebraische  Formel  finden  kann,  welche 
einzig  und  allein  Primzahlen  enthielte,  so  läfst  sich  noch  viel 
weniger  eine  solche  finden,  welche  absolut  alle  diese  Zahlen 
enthielte  und  der  Ausdruck  ihres  allgemeinen  Gesetzes  wäre. 
Dieses  Gesetz  dürfte  sehr  schwer  zu  finden  sein,  und  es  ist  kaum  zu 
hofPen,  dafs  man  jemals  dazu  gelangen  werde.  Doch  hindert  dies 
nicht,  dass  man  für  die  Primzahlen  eine  grofse  Anzahl  von 
allgemeinen  Eigensohaften,  welche  helles  Licht  über  ihre  Natur  ver- 
breiten, zu  entdecken  und  zu  l)eweisen  imstande  ist. 
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Zunächst  kaan  man  in  aller  Strenge  beweisen^  dafs  die  Anzahl 
der  Primzahlen  unendlich  grofs  ist. 

Denn  wenn  die  Reihe  der  Primzahlen  1,  2,  3,  5,  7,  11  . . .  end- 
lich und  j)  die  letzte  oder  gröfste  von  allen  diesen  Zahlen  wäre,  so 
müTste  eine  beliebige  Zahl  N  stets  durch  irgend  eine  der  Primzahlen 
1,  2,  3;  5 ...  j)  teilbar  sein.  Stellt  man  aber  durch  P  das  Produkt 
aller  dieser  Zahlen*)  dar,  so  wird  oflFenbar,  wenn  man  P+  1  durch 
irgend  eine  der  Primzahlen  bis  p  dividiert,  der  Rest  1  übrigbleiben. 
Mithin  kann  die  Annahme,  dafs  p  die  gröfste  der  Primzahlen  sei, 
nicht  richtig  sein,  und  es  ist  somit  die  Anzahl  der  Primzahlen  un- 
endlich grob. 

Diesen  Satz  kann  man  noch  auf  eine  direkte  und  sehr 
elegante  Weise  beweisen,  indem  man  zeigt,  dafs  die  Reihe  der 

reciproken  Werte  der  Primzahlen  y  +  o"  +  "3"  "^  "ö  ■^"  T  "^  '    '  ®^^^ 
unendlich  grofse  Summe  besitzt.  (E  uler.  Introd.  in  Anal,  infin.  Seite  235.) 

xxn. 

Alle  ungeraden  Zahlen  lassen  sich  durch  die  Formel  2x-{'\ 
darstellen,  und  diese  enthält,  je  nachdem  x  gerade  oder  ungerade 
ist,  die  beiden  Formen  4a;  +  1  und  Ax  —  1  oder  4a;  +  3.  Hieraus 
entspringen  zwei  Hauptklassen  der  Primzahlen;  die  eine  enthält 
alle  Primzahlen  von  der  Form  Ax  -{-  1,  nämlich: 

1,  5,  13,  17,  29,  37,  41,  53,  61,  73,  . . . 

die  andere  alle  Primzahlen  von  der  Form  4x  —  1  oder  4a;  +  3, 

nämlich: 

3,  7,  11,  19,  23,  31,  43,  47,  59,  . . . 

*)  Nimmt  man  in  dem  Produkte  P  nach  einander  zwei,  drei,  vier  u.  e.  w. 
Faktoren,  so  ergeben  sich  fflr  die  Zahl  P-f  1  die  Werte  3,  7,  31,  211,  2311, 
30031,  .  .  .  Die  fünf  ersten  Glieder  dieser  Reihe  sind  Primzahlen,  und  dies 
könnte  zn  der  Vermutung  verleiten,  dafs  es  auch  die  folgenden  sein  werden. 
Indeesen  erweist  sich  diese  Vermutuug  hald  als  unrichtig,  wenn  man  das  sechste 
Glied  30031  untersucht,  das  sich  als  das  Produkt  von  59  und  509  darstellt.  Üher- 
haopt  ist  es  eine  schwierige  und  bisher  nicht  gelöste  Aufgabe,  eine  Primzahl  zu 
finden,  welche  gröfser  als  eine  gegebene  Zahl  ist  Fermat  hatte  (ohne  anzu- 
geben, dais  er  einen  Beweis  dafür  habe)  behauptet,  dafs  die  Formel  2'-j-  1  stets 
Primzahlen  gebe,  wenn  man  für  x  ein  Glied  der  geometrischen  Progression 
1,  2,  4,  8,  16,  .  .  .  nehme.  Diese  Formel,  welche  eine  sehr  einfache  Lösung  der 
eben  erwähnten  Aufgabe  geliefert  hätte,  hat  sich  aber  als  unrichtig  heraus- 
gestellt.   Denn,  wie  Euler  bemerkt  hat,  erhält  man,  wenn  man  a; «»  32  setzt, 

i'  +  1  «  641  .  6700417.  Anm.  d.  Verf. 
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Die  allgemeine  Form  4rc  +  1  teilt  sich  wieder  in  zwei  an- 
dere Formen  8a;  +  1  ^^^  8a;  —  3  oder  8a;  +  5;  ebenso  teilt  sich 
die  Form  4a;  +  3  wieder  in  zwei  andere  Formen  8a;  +  3  und 
8a;  +  7  oder  8a; — 1.  Mithin  zerfallen  die  Primzahlen^  bezüg- 
lich der  Vielfachen  von  8,  in  folgende  vier  Hauptformen: 

8a;  +  1 :  1,  17,  41,  73,  89,  97,  113,  137,  . . 

8a;  +  3  :  3,  11,  19,  43,  59,  67,    83,  107,  . . 

8a;  +  5  :  5,  13,  29,  37,  53,  61,  101,  109,  . . 

8a;  +  7  :  7,  23,  31,  47,  71,  79,  103,  127,  . . 

Dieselben  geben  Anlafs  zu  verschiedenen  Sätzen,  welche  diese  Formen 
charakterisieren,  und  die  wir  in  der  Folge  entwickeln  werden. 

XXIII. 

Wir  haben  bereits  gesehen,  dafs  die  Primzahlen,  betrachtet  in 
Bezug  auf  die  Vielfachen  von  6,  von  einer  der  Formen  6  a;  +  1  imd 
6a;  —  1  oder  6a;  +  5  sind.  In  diesen  Formen  kann  x  gerade  oder 
ungerade  sein.  Daraus  ergeben  sich,  in  Bezug  auf  die  Vielfachen 
von  12,  die  vier  Formen: 

12a; +1,    12a; +5,   12a;  +  7,    12a; +11, 

deren  jede  unendlich  viele  Primzahlen  enthält. 

Ist  a  eine  beliebig  gegebene  Zahl,  so  kann  allgemein  jede  un- 
gerade Zahl  ausgedrückt  werden  durch  die  Formel  4aa;  +  b, 
in  welcher  b  eine  ungerade  Zahl  und  kleiner  als  2a  ist,  oder,  was 
auf  dasselbe  hinauskommt,  durch  die  Formel  4aa;  -|-  b,  in  welcher 
b  eine  ungerade  Zahl,  positiv  und  kleiner  als  4a  ist.  Wenn  man 
von  allen  möglichen  Werten  von  b  diejenigen  ausnimmt,  welche  einen 
gemeinsamen  Teiler  mit  a  haben,  so  werden  die  übrig  bleibenden 
Formen  4ax -}- b  alle  Primzahlen  (mit  Ausnahme  derjenigen, 
welche  in  4a  aufgehen)  enthalten  und  diese  werden,  mit  Bezug 
auf  die  Vielfachen  von  4a,  in  soviel  Klassen  oder  Formen 
zerfallen,  als  es  verschiedene  Werte  von  b  giebt.  Die  Anzahl 
dieser  Formen  ist  offenbar  dieselbe  wie  diejenige  der  Zahlen,  welche 
kleiner  als  4a  und  prim  zu  4a  sind.  Ist  daher  4a  ==  2'"a"/S'* .  . ., 
wo  «,  ^,  .  .  .  Primzahlen  bedeuten,  so  wird  die  Anzahl  dieser 
Formen  durch  die  Formel  gegeben: 


»-^"('-:)(>-:)(i-s)- 
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XXIV. 

Ist  z.  B.  4a  B»  60,  so  ergiebt  sich  a  ^s  16.  Folglich  zerfallen, 
in  Bezug  auf  die  Vielfachen  von  60,  sämtliche  Primzahlen  (2,  3,  5, 
die  Teiler  von  60,  ausgenommen)  in  sechzehn  Formen,  nämlich: 

60a;  +    1,  60a;  +    7,  60a; +  11,  60a;  +  13, 

60a:  +  17,  60a;  +  19,  60a;  +  23,  60a;  +  29, 

60a; +  31,  60a;  +  37,  60a; +  41,  60a;  +  43, 

60a; +  47,  60a;  +  49,  60a;  +  53,  60a; +  59. 

Wir  werden  überdies  später  beweisen,  dafs  die  Verteilung  der 
Primzahlen  auf  diese  sechzehn  Formen  eine  gleichmäfiiige  ist,  oder 
nach  Verhältnissen  erfolgt,  die  sich  mehr  und  mehr  der  Gleichheit 
nähern. 


Legendre,  Zahleniheorie  I. 


Erster  Hauptteil. 

Entwicklang  von  Terschiedenen  Methoden  nnd  Sätzen,  welche  sich 

•  anf  die  nnbestimmte  Analysis  beziehen. 


§  1. 
Von  den  Eettenbrüchen. 

1. 

Das  Verfahren;  um  eine  beliebige  rationale  oder  irra- 
tionale Grofse  x  in  einen  Eettejibruch  zu  verwandeln,  be- 
ruht darauf;  dafs  man  nach  und  nach  die  Ausdrücke  bildet: 

wo  a  die  gröfste  in  x  enthaltene  ganze  Zahl;  a  die  gröfste  in 
x'  enthaltene  ganze  Zahl  u.  s.  w.  bedeutet.  Auf  diese  Weise  wird 
offenbar  die  Grofse  x  in  den  folgenden  Eettenbruch 


a    +  •  •  • 

verwandelt;  und  dieser  wird  eine  endliche  oder  unendliche  An- 
zahl von  Gliedern  enthalten;  je  nachdem  die  Grofse  x  rational 
oder  irrational  ist. 

Diese  Glieder  oder  Quotienten  a,  «',  a\  ...  werden  immer, 
ebenso  wie  die  Grofse  x^  positiv  vorausgesetzt  (wäre  x  kleiner 
als  1 ;  so  würde  der  erste  a  gleich  0  sein).  Zuweilen  ist  es  indessen, 
um  die  Beihe  convergenter  zu  machen;  zweckmäfsig;  auch  negative 
Quotienten  zuzulassen;  jedoch  ist  dies  eine  Ausnahme;  die  jedesmal 
ausdrücklich  angegeben  werden  mufs,  und  von  der  wir  im  folgenden 
nirgends  Gebrauch  machen  werden. 

2. 
Wenn  die  Grofse  x  ein  rationaler  Bruch  -^^  ist;  so  hat  man 

nur,  um  diese  Grofse  in  einen  Eettenbruch  zu  verwandeln;  mit  den 
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beiden  Zahlen  M  und  N  ebenso  zu  verfahren,  als  ob  man  den 
grofsten  gemeinsamen  Teiler  derselben  suchte. 

Nimmt  man  M>  N  an,  so  ist  das  Schema  fQr  diese  Rechnung: 

^[E.  E.\I-  JLlA. 

Rest  Pia'     Best  Q\a  ^     Rest  JR  l  a"  '  ^'  ^*  ^' 

Hiernach  erhält  man  der  Reihe  nach: 

Jtf  _        ,    P^ 

N  ~^     '    iV  ' 

P  „   ,    B 


U.    8.    W. 


Hithin: 


JV  ""  "  "^  «' '+ 4r  ,         '       M'^a  +  A-.     1 

«       "t"    •    •    •  Ä     -|- 


a    +  •  •  • 

In  diesem  Falle  sind  die  Glieder  des  Eettenbrnchs  nichts  an- 
deres als  die  bei  der  Berechnung  des  gemeinschaftlichen  Teilers 
der  Reihe  nach  gefundenen  Quotienten,  und  es  ist  klar,  dalis 
der  Eettenbruch  stets  auf  eine  bestimmte  Anzahl  von  Glie- 
dern besolir&ikt  ist,   die   mehr  oder  weniger  grofs  sein  kann,  je 

nachdem  der  Bruch  -^-  mehr  oder  weniger  zusammengesetzt  ist. 

3. 

Die  aufeinanderfolgenden  Glieder  a,  a\  a\  . . '.  des  Eettenbrnchs 
haben  wir  Quotienten  genannt.  In  ähnlicher  Weise  werden  wir  die 
Grofsen  x,  x\  x",  . . .,  welche  sich  aus  der  Berechnung  der  ]@nt- 
Wicklung  ergeben  und  deren  Hauptbestandteile  die  ganzen  Zahlen 
a,  a,  a",  . . .  bilden,  vollständige  Quotienten  nennen.  Jeder  voll- 
ständige Quotient  enthält  aufser  der  in  ihm  vorkommenden  ganzen 
Zahl  sämtliche  nachfolgenden  Quotienten  des  Eettenbruches  implicite 
in  sich,  da  man  ja  erst  durch  die  Entwicklung  dieses  vollständigen 
Quotienten  nach  und  nach  alle  folgenden  Quotienten  findet. 

Wenn  man  einen  algebraischen  Ausdruck  hat,  welcher  den  Wert 

des  bis   zum  Gliede  «^"^  einschliesslich   fortgesetzten  Eettenbruches 

darstellt,  und  wenn  man  in  diesen  Ausdruck  an  Stelle  von  a^")  den 

ToUständigen  Quotienten  a:K")  einsetzt,  so  wird  das  Resultat  offenbar 

der  genaue  Wert  von  x  sein.    Denn  selbst  wenn  der  Eettenbruch 

sich  ins  Unendliche  erstreckte,  würde  man  in  aller  Strenge 

2* 
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a?  =  a  -1 — r,     X'=  a  -{ — r,    1,    rc  =  a-l — r,    i         ,,u.  s.  w. 

a:  *    a   H — ttt 

haben.  Daraus  folgt^  dafs  man  mit  Hülfe  eines  jeden  rolJstän- 
digen  Quotienten  stets  den  vollständigen  und  genauen  Wert 
der  entwickelten  Gröfse  wieder  hervorbringen  kann,  wie 
weit  man  auch  die  Entwicklung  fortgesetzt  haben  möge.  Diese  Eigen- 
schaft wird  in  der  Folge  eine  grofse  Anzahl  nützlicher  Anwendungen 
finden. 

4. 
Ist  der  Eettenbruch 

gegeben,  so  mufs  man,  wenn  man  ihn  in  einen  gewöhnlichen 
Bruch  verwandeln  oder  seinen  Wert,  welches  auch  die  Anzahl 
seiner  Glieder  sein  möge,  finden  will,  auf  das  Gesetz  achten,  welches 
die  erhaltenen  Resultate  befolgen,  wenn  man  nach  und  nach  das 
erste  Glied,  die  beiden  ersten  Glieder,  die  drei  ersten  Glieder  u.  s.  w. 
dieser  Gröfse  nimmt.  Nun  erhält  man  durch  die  gewöhnlichen  Re- 
duktionen: 

a 
,     1        ,  aßyd  4- y9  +  a9  +  aß  +  1 

fr  -I 1  es3    — !— ! — 1 — 

^  P  +  V4-1  ßyä  +  d  +  p 

u.  s.  w. 

Daraus  geht  hervor,  dalis,  wenn  — -,  —  zwei  aufeinanderfolgende 

Resultate  sind  und  /x  ein  neuer  Quotient,  das  nächstfolgende 
Resultat 

q(Ji  +  n 

sein  wird.  Dies  ist  das  allgemeine  Gtesetz,  nach  welchem  man  leicht 
den  Wert  des  gegebenen  Kettenbruchs,  welches  auch  die  Anzahl 
seiner  Glieder  sein  möge,  berechnen  kann. 

Das  Schema  der  Rechnung  ist  folgendes: 
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Qaotienten:  ^  7   ßy      7     }  ^  ;  •  •  •  f*  >  f*'  ?   f*' ;  * ' " 


«(3  +  1     aßy  +  y  +  a  p      p'      p 


;  •'• 


Nähenmgsbrüche:  -,  y,  ^^—,  — ^-pj— ,  ...--,_,,-, 

Man  schreibe  in  eine  Zeile  die  aufeinanderfolgenden  Qaotienten  a, 

jj,  y,  d...,   setze  unter  die  beiden  ersten  die  beiden  Brüche  — ,  — 

(wo  der  erste  nur  deshalb  hingesetzt  wird^  um  das  Gesetz  besser 
erkennen  zu  lassen),  multipliciere  darauf  jeden  Zähler  mit  dem  darüber 
stehenden  Quotienten  und  addiere  dazu  den  vorhergehenden  Zähler^ 
80  ist  die  Summe  der  folgende  Zähler.  Genau  ebenso  verfahre  man 
hinsichtlich  der  Nenner.  Die  Reihe  der  Brüche^  welche  sich  aus 
dieser  Rechnung  ergeben,  stellt  die  verschiedenen  Werte  des  gegebenen 
Kettenbruches  dar,  je  nachdem  man  mehr  oder  weniger  Glieder  nimmt. 
Diese  Brüche  müssen  sich  mehr  und  mehr  dem  vollständigen  Werte 
des  Eettenbruches  nahem,  und  dies  ist  der  Grund,  weshalb  wir  sie 
NaheningBbrüohe  nennen.  Erstreckt  sich  der  Eettenbruch  nicht  ins 
Unendliche,  so  wird  der  letzte  der  Näherungsbrüche  der  genaue  Wert 
des  gegebenen  Eettenbruches  sein. 

5. 

um  das  soeben  angegebene  Gesetz  zu  begründen,  nehmen 
wir  an,  dals  es  wenigstens  bis  zu  einem  gewissen  Quotienten  fi  richtig 

sei   Ist  ^  der  Näherungsbruch,  welcher  dem  Quotienten  ft  entspricht, 

oder   welcher    unmittelbar   unter   diesem   steht,    ist  femer   -  ^    der 

Näherungsbruch,  welcher  —  vorangeht,  und  ^  derjenige,  welcher 
auf  ihn  folgt^  nämlich  so:      •  i  > 

so  erhält  man  dem  in  Rede  stehenden  Gesetze  zufolge:  'V  ,  \ 

und  es  wird  der  Brach  ^  derjenige  sein,  welcher  sich  aus  allen  Quo- 
tienten des  Eettenbruches  bis  zu  ft  einschliefsUch  ergiebt.  Fügen 
wir  jetzt  hinter  fi  noch  einen  neuen  Quotienten  ^'  hinzu,   und  ist 

K-  der  bis  zum  Quotienten  fk  einschliefsUch  berechnete  Wert  des 
Kettenbruchs,  so  ist  klar,  dafs  der  analytische  Wert -von  ^  nichts 


/ 

4  *- 


»V 
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andres  ist  als  der  von  ^y  wenn  man  in  letzterem  a  A — r  an  Stelle 
von  ft  setzt.    Folglich  erhält  mau: 

Mithin  leitet  sich  der  Näheningsbruch  Ar  aas  den  beiden  vorher- 
P_     P 

dem  Gesetze: 


gehenden  — ,  ^  und  dem  dem  letzteren  entsprechenden  Qaotienten  fi' 


P  ='Pt^+P 

gemäfs  her.    Dieses  Fortschreitungsgesetz  wird  demnach   allgemein 
für  die  ganze  Aasdehnung  des  Eettenbruches  gelten. 

6. 

Es  ist  zu  beachten,  dafs  die  aufeinanderfolgenden  Näherungs- 
brüche 

1        a       a^+l        ^ßY-\'Y'{'''^ 


•  •  • 


0 '  1  '  ß  '  Py  + 1  * 
abwechselnd  gröfser  und  kleiner  als  der  vollständige  Wert  x 
des  Eettenbruches  sind.  Es  ist  dies  eine  Folge  davon,  dafs  die 
Quotienten  a,  ß,  y,  d . , .  sämtlich  positiv  genommen  sind.  Nimmt 
man  nämlich  nur  ein  Glied  cc,  so  ist  offenbar  a  <Cx]  nimmt  man 

zwei  Glieder,  so  ist  a  -f"  ~g~  >  ^j  ^^^^  iQ&n  müfste,  um  den  wahren 
Wert  von  x  zu  erhalten,  den  Nenner  ß  um  eine  gewisse  Gröfse  ver- 
mehren.   Ebenso  sieht  man,  dafs,  wenn  man  drei  Glieder  a  4-  -^  ,    i 

pH — 
y 

nimmt,  das  Resultat  kleiner  ist  als  x  und  so  abwechselnd  weiter. 
Folglich: 

Der  Wert  von  x  ist   stets  zwischen  zwei  aufeinander- 
folgenden Näherungsbrüchen  enthalten. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  behaupte  ich,  dals,  wenn  ^,  ~ 

zwei  aufeinanderfolgende  Näherungsbrüche  sind,  die  Gleichung 
besteht: 

wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  der  Bruch  —  zu  den  Brüchen, 
welche  gröfser  als  x  sind,  gehört,  oder  wenn  er  von  ungerader 
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Ordnang  ist  (wobei  -^  als  erster  betrachtet  wird),  und  das  untere 

Zeichen,  wenn  er  von  gerader  Ordnung  ist. 

Betrachtet    man  nämlich    drei   aufeinanderfolgende   Näherungs- 

br&che  ^,  — ,  ^,  und  bezeichnet  man  den  zu  —  gehörigen  Quo- 
tienten mit  fi,  so  hat  man  dem  bewiesenen  Gesetze  zufolge: 

3'  =  f*?  +  2®. 
Hieraus  folgt: 

PQ  -pq  '=^'-  (pq^  —p'^q)' 


Aas  demselben  Grunde  aber  erhält  man,  wenn  -^  der  dem  Bruche  --^ 
vorangehende  Näherungsbruch  ist: 

Geht  man  also  bis  auf  die  beiden  ersten  Brüche  ~,  y;  ^^^  welchen 

die  analoge  Differenz  1  •  1  —  a  •  0  »s  1  ist,  zurück,  so  folgt,  dafs  die 
Differenz  pg^  —  p^q  stets  gleich  1  ist  und  zwar  mit  dem  Vorzeichen  + 


P 
wenn  es  von  gerader  Ordnung  ist. 


Tersefaen,  wenn  —  von  ungerader,  mit  dem  Vorzeichen  —  versehen, 


•     7. 
Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  welches   die  Differenz   zwi- 


P 
Werte  x  des  Eettenbruches  ist. 


sehen   einem   Näherungsbruche   ^   und    dem   vollständigen 


Zu    dem  Zwecke  möge   stets    der  —  vorangehende  Näherungs- 

bmch  mit  -^  und   der   diesem  entsprechende   vollständige   Quotient 
mit  y  bezeichnet  sein.    Dann  ist  dem  Bewiesenen  zufolge: 

«y  +  3' 

Hieraus  erhält  man: 

«        aiäu+g.'')        2(3y+2'0 

und: 

qo       q'(qy  +  q')      «'öy  +  a'Ö' 

Somit  erkennt  man  folgendes: 
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i)  X  —  —  und  X  —  ^  sind  immer  entgegengesetzten  Zeichens 

und  es  ist  demnach,  wie  wir  schon  bewiesen  haben ,  der  genaue  Wert 
von  X  immer  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Näherungsbrüchen 
enthalten. 

2)  Die  Differenz  x  —  —  ist  im  allgemeinen  kleiner  als  -j^; 

dieselbe  kann  mithin  durch   ~",    ,  wo  S  kleiner  als  1  ist^  dargestellt 

werden. 

3)  Die  Gröfsei?  — ga?  ist  (vom  Vorzeichen  abgesehen)  kleiner 

als  p^  —  g^x.  Denn  es  ist  —  =  -^— ^— ö  9  ^iid  y  ist,  wie  aus  der 
Natur  der  Eettenbrüche  folgt,  immer  grofser  als  1. 

Demnach   ist  umsomehr   —  —  a?  kleiner   als  ^  —  x.    Folglich 

liegt  der  Näherungsbruch  —  näher  an  x,  als  alle  vorhergehenden. 
Diese  Eigenschaft  rechtfertigt  die  Benennung  dieser  Brüche. 


8. 

Ist  jetzt  —  irgend  ein  Bruch,  dessen  Nenner  q>  kleiner 

ist  als  q,  so  behaupte  ich,  dafs  die  Grofse  x  —  q)X,  vom  Vorzeichen 
abgesehen,  grofser  ist  als  p  —  qx  und  selbst  grofser  als  p^ — g^x. 
Denn  nimmt  man: 

M  =  pq)  — qx 

N^p^fp-'g^TC, 

so  ergiebt  sich  umgekehrt: 

(pgo  —pOq)x  ^p^M  -  pN 
{p^  —  p'^q)fp  —  3®  Jf  —  qN, 

Nun  ist  aber  nach  Voraussetzung  9  <s,  und  femer  ist  pq^ — p^q^=s+  I5 
mithin  werden  die  beiden  Zahlen  M  und  N  notwendig  dasselbe  Vor- 
zeichen haben.    Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  erhält  man: 

(pjo  --p^q)  («  -  ipx)  =  M(jP  —  gf^x)  —  N(p  —  qx). 

Da  aber  M  und  JV  dasselbe  Zeichen,  die  Grölsen  p^  —  gf^x  und  jp  —  qx 
aber  entgegengesetztes  Zeichen  haben  und  femer  pgf^  — p^q  "=  +  1 
ist,  so  ist  X  —  ^x  nicht  allein  grofser  ab  jede  der  Groisen  p^  -^  q^x, 
p  —  qx,  sondern  auch  mindestens  gleich  ihrer  Summe. 
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Da  nun  nach  Voranssetzung  fpKq  und  somit  allgemein  tc  —  fpx> 
p  —  qx  ist,  so  folgt  daraus  um  so  mehr: 

a?  >  —  —  X. 

tp  q 

Mithin  liegt  der  Naherungsbruch  —  immer  naher  an  x,  als  jeder 

andere  Bruch  — ,  dessen  Nenner  kleiner  als  q  ist. 

Diese  Eigenschaft  der  Eettenbrüche  kommt  jedesmal 
dann  mit  Vorteil  zur  Anwendung,  wenn  es  sich  darum  handelt, 
Verhältnisse  zwischen  sehr  grofsen  Zahlen  oder  irrationale 
Zahlen  durch  Verhältnisse  auszudrücken,  welche  möglichst 
einfach  sind  und  den  ersteren  möglichst  nahe  kommen. 


9. 
Ist  ein  Bruch  —  gegeben,  der  sich  von  einer  beliebigen  Grofse  x 

um  -I =-  unterscheidet,  worin  S  kleiner  als  die  Einheit  ist,  so  soll 

die  Bedingung   dafür   ermittelt  werden,   dafs   ~   einer   der 

Näherungsbrüche  ist,  welche  sich  bei  der  Entwicklung  von  x  in 
einen  Kettenbruch  ergeben. 

Dazu  setzen  wir  voraus,  dafs  die  Entwicklung  des  Bruches  ^ 

die  aufeinanderfolgenden  Quotienten  a,  /3,  y,  . . .  ft  ergebe,  und  dafs 

man  mittelst  derselben  die  gegen  —  convergierenden  Brüche  berechnet 
habe,  nämlich: 

'Quotienten:  a,    /S,        y,       ...ft 

Naherungsbrüclie:  -J-,  y,    "^^^  ,'■•  |^,  f ' 

Wenn  der  Bruch  f  ein  Näherongsbroch  yon  x  ist,  so  mQssen  die 

Quotienten  a,  /S,  y^ . . .  ii  auch  bei  der  Entwicklung  von  x  sich  er- 
geben, und  auf  den  Quotienten  ft  müssen  noch  mehrere  andere  (i,  (i\  . . . 
folgen.    Nennen  wir  y  den  vollständigen  Quotienten,  welcher  in  der 

Entwicklung  von  x  dem  Näherungsbruche  ~  entspricht,  so  hat  man: 

HV  +  a'' 
mithin:  __ 

p  _  pOg  — pgo  _       q:  1 


3       äC^y+a*")       2(22/+ O 
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Da  diese  Gröfse  gleich  Hr  —7  sein  soll,  so  mufs  zunächst  das  Vor- 
zeichen von  J)3^  — /?  mit  demjenigen  von  d  übereinstimmen.  Dies 
läfst  sich  aber  stets  erreichen. 

Denn  da  die  Reihe  der  Quotienten  a,  ßy  y,  , . .  (i  aus  dem  ge- 
gebenen Bruche  —  durch  dieselbe  Rechnung  erhalten  ist,  welche  man 

anwendet,  um  den  gemeinsamen  Teiler  von  p  und  q  zu  finden,  so 
ist  der   letzte   dieser  Quotienten  fi  immer   grofser  als   die  Einheit. 

Denn   wäre   er   gleich  1 ,   so   würde   der   Eettenbruch  a  +  5— i , 

P  +  •  •  • 

anstatt  mit  den  beiden  Gliedern   ,-  +J_  zu  endigen,  mit  dem.  einen 

Gliede  -j-rT'  aufhören.    Umgekehrt  kann  man  also  auch,  wenn  man 

es  für  zweckmäfsig  hält,  den  letzten  Quotienten  ft  in  zwei  andere 
(i  —  1,1  zerlegen,  so  dafs  man  die  Berechnung  der  Näherungs- 
brüche von  --  nach  Belieben  auf  die  eine  oder  andere  der  beiden 

Arten 

.••A,  ft        ,         .    -A,  ft  — 1,  1 

tn       p  m  p  —  m       p 

n  '    q  n         ^      q  —  n  '    q 

als  beendigt  ansehen  kann.    Ist  -^  der  Näherungsbruch,  welcher  bei 

der  einen  oder  andern  Annahme  unmittelbar  -^  vorangeht,  so  kann 

man  also  entweder  p^  =  m,  g®  =  n  oder  p^  ^^p  —  *»,  fi^  =  3  —  n 
annehmen.    Das  Vorzeichen  von  jpg®  —  p^q  ist  aber  in  beiden  Fällen 
entgegengesetzt.    Mithin  läfst  sich  in  jedem  Falle  bewirken,  .dafs  die 
Gröfse  p^  —  p^q  dasjenige  Vorzeichen  besitzt,  welches  man  will. 
Man  hat  also  ohne  Zweideutigkeit: 

=  -j- ,  oder  S 


a(qy  +  «')       3' ' qy  +  a' 

Da  nun  y  positiv  und   gröfser  als   1   sein  mufs,   wenn  y  der  dem 

Näherungsbruche  —   entsprechende   vollständige   Quotient   sein   soll, 
so  ist: 

und  umgekehrt,  wenn  d  <  -^—0^  ist,  so  ist  der  Wert  von  y  positiv 
und  gröfser  als  1 ,  und  es  wird  somit  —  einer  der  Näherungsbrüche 
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TOD  X  seiD.     Dies  ist  die  Bedingung,  welche  gefunden   wer- 
den sollte. 

Diese  Bedingung  würde  unter  andern  immer  erfüllt  sein^  wenn 

d  <  ~  wäre,  da  stets  q^  Kg.  ist. 


10. 

Wir  wollen  an  dieser  Stelle  eine  Anwendung  der  vorstehenden 
Eigenschaft  geben,  die  bei  der  Auflösung  der  unbestimmten  Glei- 
chungen zweiten  Grades  von  Nutzen  sein  wird. 

Ist  I?*  —  -4g*  =  +  D  eine  unbestimmte  Gleichung,  in  welcher 

D  <  YÄ  ist,  so  behaupte  ich,  dafs,  wenn  diese  Gleichung  auf- 
lösbar ist,  der  Bruch  —  unter  den  Näherungsbrüchen  von  Yä  vor- 
kommt. 

In  der  That  erhält  man  aus  dieser  Gleichung: 


und  somit: 


folglich: 


p  +  qV^ 


-Vä 


±0  ±  9 


Dq 

p  +  qyÄ 


Ist  ^  der  Nähemngsbruch,  welcher  —  vorangeht,  und  welcher 

so  bestimmt  ist,  dais  das  Zeichen  von  d  dasselbe  ist  wie  das  von  D, 
so  bleibt  zu  beweisen  übrig,  dafs 


p+qYA  g  +  g 

oder: 

* 

Setzt  man  auf  der  rechten  Seite  an  Stelle  von  p  seinen  Wert  qYA  +  — , 
so  laust  sich  die  zu  beweisende  Ungleichheit  folgendermafsen  schreiben: 

Diese  Ungleichheit  ist  aber   augenscheinlich   richtig,   da  Yä  >  D, 
g  >  3*  ist  und  der  Teil  {q  —  g°))/2,  welcher  mindestens  gleich  YÄ 

ist,  allein  schon—,  welches  kleiner  als  die  Einheit  ist,  übersteigt. 


28  Erster  Hauptteil. 

Mithin  kommt  —  immer  unter  den  Näherungsbrüchen  von  YÄ  vor, 
so  dafs  man,  um  alle  ganzzahligen  Lösungen  der  Gleichung 

in  welcher  D  <  Yä  ist,  zu  erhalten,  nur  YÄ  in  einen  Eettenbruch 
zu  entwickeln  und  die  daraus  entstehenden  Näherungsbrüche  zu  be- 
rechnen hat 

11. 

1  n 

Betrachten   wir   einen   Eettenbruch   — ,    i  =  — ,    welcher 

kleiner  als  die  Einheit  ist  und  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern 
besitzt,  und  berechnen  wir  die  Näherungsbrttche  in  der  gewöhnlichen 
Weise,  wie  folgt: 

Quotienten:  ^  7    ß}        7      >' "   ^     )    ^    )  i''^ 

Naherungsbrüche:  -j-,  -,  -ß^r"  f 000 ,  ^,  ^0,  f , 
so  erhält  man  dem  Bildungsgesetze  zufolge: 

q    =fiqO    +2«o  ,    und  daher:   -^    =  — .  g^' 


q     —  A>q      t-  q      y         „  „  «     —   11.  _? 


2 

00 

^000  i 


gOO 


/>oo  j__  v/>ooo    I:  ^0000  JL_ /»oooo 

X  *     I        ^000 


^000 


U.  S.  W.  U.  S.  W. 

Folglich  allgemein: 


q^        1 


,    1 


»  + 


+  ^, 


ff 


d.  h.  die  Entwicklung  von  -^  giebt  die  Quotienten  ft,  A,  x,  • . .  j3,  a, 

und  diese  sind  nichts  andres  als  die  Glieder  des  gegebenen  Eetten- 
bruchs,  in  umgekehrter  Reihenfolge  genommen. 

Wenn  demnach  der  Fall  eintritt,  dafs  diese  Quotienten 
eine  symmetrische  Reihe  bilden,  d.  h.  eine  Reihe  wie  a,  ß,  y^ 
. .  .y,  /3,  a,  in  welcher  sowohl  die  beiden  äufsersten  als  auch  die  von 
den  äufsersten  gleichweit  abstehenden  Glieder  einander  gleich  sind, 

so  ist  offenbar  -  =-^,  oder  q^  ««p.     Ist  umgekehrt  q^^^Pf  so 
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kami  man   daraus  schliefsen,   dafs   die  Reihe  der  Quotienten  sym- 
metrisch ist. 

Beispiele  von  solchen  Reihen  wird  man  bei   der  Eettenbruch- 
entwicklmig  der  Quadratwurzeln  aus  Zahlen  kennen  lernen. 

§2. 
Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  ersten  Grades. 

12. 

Sind  zwei  Zahlen  a  und  b,   die   prim  zu   einander   sind, 
gegeben,  so  kann  man  immer  die  Gleichung 

ao?  —  6y  =>  1 

in  ganien  Zahlen  auflosen. 

Zu  dem  Zwecke  mafs  man  -v-  in   einen   Eettenbruch   ver- 

0 

wandeln,  und  die  Reihe  der  Näherungsbrüche  von  -j-  berechnen.   Ist 

Y  derjenige  Näherungsbruch,  welcher   ,-  vorangeht,  so  hat  man  die 
Gleichung: 

Wenn  das  Zeichen  -|-  gilt,  so  ist  unmittelbar  o;  =  6®,  y  =  a°,  oder 
allgemeiner,  wenn  man  eine  unbestimmte  Zahl  g  hinzunimmt: 

y  =  a^  -{-  ag. 

Ist  dag^en  ab^  —  a®6  =  —  1,  so  kann  man  a;  =  —  6®,  y  =  —  a? 
setzen,  oder  allgemeiner: 

a?  =  —  6«  +  6j? 

y  ^  —  a^  +  a0^ 

wo  0  eine  unbestimmte  Zahl  ist,  die  man  nach  Belieben  positiv  oder 
negativ  nehmen  kann. 

Allgemein,  soll  die  Gleichung 

oa;  —  6y  =  c, 

wo  a  und  b  immer  zu  einander  prim  sein  sollen,  aufgelöst  werden, 

so  suche  man  ebenso   mit  Hülfe   der  Eettenbrüche   die   Zahlen  aP 

und  6®,  welche 

aftö  —  a^b^±l 

ergeben;  dann  folgt  daraus: 

X'^b0  +  b^c 
y  =  öt;?  +  a^c. 


1 
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Mitteht  der  Unbestimmten  e  kann  man  leicht  eine  solche  Losung 
finden,  dafs  x  nicht +  -^6  übersteigt,  und  eine  andere  solche,  dafs 

y  nicht  gröfser  ist  als  +  y  «.    Wenn  nämlich  b^e  grofser  ist  als  y  b, 

so  kann  man  für  z  diejenige   ganze  Zahl  nehmen,   welche  -r-  am 

nächsten  liegt;  alsdann  ist  b^e  —  be  kleiner  als  -r-&. 

Wir  haben  voransgesetzt,  dafs  a  nnd  b  keinen  gemeinsamen 
Teiler  haben.  Denn  hätten  sie  einen  solchen,  so  würde  die  Gleichung 
ax  ^  by  '^  c  nicht  stattfinden  können,  wofern  nicht  c  selbst  durch 
diesen  gemeinschaftlichen  Teiler  teilbar  wäre,  imd  in  diesem  Falle 
würde  man  ihn  durch  Division  wegschaffen  müssen. 

Bemerkung.  Ohne  die  Zahlen  t  und  tc,  welche  unbestimmt  sein 
können,  zu  kennen,  darf  man  immer,  wenn  man  nur  weifs,  dafs 
die  eine  dieser  Zahlen  u  prim  zu  einer  gegebenen  Zahl  A  ist,  an- 
nehmen, dafs  es  zwei  Zahlen  n  und  z  von  solcher  Besch^enheit 
giebt,  dafs  tt^snu  —  Äz  ist,  und  femer  noch,  dafs  n  nicht  gröfser 

ist  als      A.    Diese  Eigenschaft  wird  in  der  Folge  bei  vielen  Gelegen- 
heiten Anwendung  finden. 

13. 

Die  Gleichung  ax  —  by^^^iCj  die  wir  soeben  aufgelöst  haben, 
giebt  das  Mittel  an  die  Hand,  um  einen  solchen  Wert  von  x 

ose  ^^  c 

EU  bestimmen,  dafs  — t —  eine  ganse  Zahl  ist,  eine  Bedingung, 
die  wir  ausdrücken,  indem  wir  setzen: 

— ^^—  =  e  (entier). 

Es  kann  nun  die  Aufgabe  gestellt  sein,  dafs  mehrere  derartige 
Bedingungen  gleichzeitig  erfüllt  sein  sollen.    Nehmen  wir  an, 

dafs  man  einen  solchen  Wert  von  x  verlai^,  dafs  die  drei  Gröfsen 

t  »ff         »» 

ax  —  c       ax  —  c        ax  —  c 


6        »  6'        >  6" 

ganze  Zahlen  seien,  so  giebt  die  erste  Bedingung  einen  Wert  von  x 
von  der  Form  o?  >«  m  -f-  bz.  Setzt  man  diesen  Wert  in  die  zweite 
Gröfse  ein,  so  mufs  man  z  derart  bestinunen,  daCs 

ahs  Ar  am  —  c 

V ' 

ist  Hier  kann  es  eintreffen,  dafs  die  Losung  unmöglich  ist.  Denn 
wenn  b  und  V  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  ^  haben,  so  ist  klar. 
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daCs  die  vorstehende  Gleichung  nicht  stattfinden  kann^  wofern  nicht 
die  bestimmte  Zahl  dm  —  c   ebenfalls  durch  %'  teilbar  ist. 

Im  allgemeinen  wird  *der  Wert  von  e,  welcher  der  vorhergehen- 
den Bedingung  (falls  sie  nicht  unmöglich  ist)  genügt^  von  der  Form 

sein:  j?  =  n  -|-  ^' ^'  oder  «^  ■=  w  +  -;s-/;  wenn  V  und  6  einen  gemein- 
schaftlichen Teiler  ^  haben.  Man  erhält  also  im  allgemeinen 
jc  =  m' +  JB'/,  wo  B'  gleich  hV  oder  gleich  der  kleinsten  Zahl  ist, 
die  gleichzeitig  durch  6  und  V  teilbar  ist.  Wird  dieser  Wert  in  die 
dritte  Grofse,  welche  eine  ganze  Zahl  werden  sollte,  eingesetzt ^  so 
ergiebt  sich  daraus  der  schliefsliche  Wert  von  x,  welchei:  von  der 
Form  x^=  M  -{-  Bz  sein  wird,  wo  B  die  kleinste,  gleichzeitig  durch 
hj  b'f  V  teilbare  ganze  Zahl  und  z  eine  unbestimmte  Zahl  ist.  Auf 
diese  Weise  wird  man  immer  einen  Wert  von  x  finden  können,  der 

kleiner  oder  wenigstens  nicht  grofser  als  -^B  ist.   Aus  diesem  ersten 

Werte  leitet  man  dann  alle  andern  her,  indem  man  ein  beliebiges 
Vielfache  von  B  zu  ihm  addiert  oder  von  ihm  subtrahiert. 

Wenn  die  Zahlen,  mit  denen  man  rechnet,  nicht  sehr  grofs  sind, 
ist  es  leicht,  den  verschiedenen  Bedingungen  zu  genügen,  ohne  die 
Kettenbrüche  zu  Hülfe  zu  nehmen.  Wir  wollen  z.  B.  eine  Zahl  x 
Ton  der  Beschafifenheit  suchen,  dafs  die  drei  Gröfsen: 

3a;—  10       nx  +  8       16  a;—  1 
7         '  17        '  5 

ganze  Zahlen  werden.  Die  letzte  Grofse  enthält  einen  ganzen  Teil 
ix  und  einen  Best  — ^^^-    Ist  dieser  Best  gleich  g,  so  hat  man: 

a;-=  5jef  +  1. 

Wird  dieser  Wert,  welcher  der  dritten  Bedingung,  genügt,  in  den 
ersten  Ausdruck  eingesetzt,  so  erhält  man 

16g—  7 

7  9 


oder,  wenn  man  den  ganzen  Teil  wegläfst,  y  =  6,  also: 

0^=lu  und  X  =  35w  +  1. 

Diesen  Wert  hat  man  noch  in  die  zweite  Grofse  zu  substituieren, 

wodurch  man  erhält: 

385  u  +  19 

17  ^' 
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Laust  man  den  in  der  linken  Seite  enthaltenen  ganzen  Teil  weg,  so 
wird  diese  Bedingung: 

11« +  2  ,        _6u  +  2 

__ e  oder  ^ c. 

Multipliciert  man  die  linke  Seite  mit  3  und  läfst  man  den  ganzen 

Teil  weg,  so  erhält  man: 

—  u  +  6 

— —  =  p 

17  ^• 

Mithin: 

M  =^  6  +  17«  und  a?  =  211  +  6  .  7  .  Vit. 

Man  sieht  hieraus,  dafs  die  kleinste  Zahl,  welche  der  Aufgabe  ge- 
nügt, 211  ist 

14. 

Jeder  Bruch  -^,   dessen  Nenner   das  Produkt  sweier^  zu 

einander  prlmen  Zahlen  m  und  n  ist,  läfst  sich  in  zwei  andre 
Brüche  zerlegen,  welche  m  und  n  zu  Nennern  haben. 

Sind  nämlich  m  und  n  prim  zu  einander,  so  kann  man  immer 
der  Gleichung  mx  -f-  ny  »=  (7  genügen  und  daraus  folgt: 

D         mn         n    '     w  * 

Jeden  dieser  Brüche  kann  man  weiter  in  zwei  andere  zerlegen, 
wenn  sein  Nenner  das  Produkt  zweier  zu  einander  primen  Zahlen  ist. 

Allgemein    also    kann   jeder   Bruch  -^^    dessen   Nenner   das 

Produkt  von  mehreren  zu  einander  primen  Zahlen  fn,  n,  p, . . 
ist,  in  mehrere  andere  zerlegt  werden,  deren  Nenner  die 
einzelnen  Faktoren  fn,  n,  jp,  . . .  sind,  und  die  Aufgabe  wird 
immer  unbestimmter  werden,  je  mehr  die  Anzahl  der  Faktoren  zu- 
nimmt. 

§3. 

Methode,  um  die  unbestimmten  Gleichungen  zweiten  Grades  in  ratio- 
nalen Zahlen  aufsulösen. 

15. 

Ist  die  allgemeine  Gleichung 

ao^  -|-  hxy  +  ^V^  +  da;  +  ^y  +  /^=  0 
gegeben,  in  welcher  x  und  y  unbestimmte  Zahlen  und  a,  i,  c,  d,  e,  f 
gegebene  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind,  so  erhält  man 
zunächst  aus  dieser  Gleichung: 


2aa;  +  &y  +  d  =  V^V  +  df  -  4a{cif  +  ey  +  /> 
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Setzt  man  sodann  zur  Abkürzung  die  Wurzelgrofse  gleich  t  und  femer: 

b^  —  4ac  =  Ä 
bd —  2ae  =  g 

80  hat  man  die  beiden  Gleichungen: 

2ax  +    by  -{-  d  ^=^  t 

^y'  +  2gy  +  h  =  t\ 
Multiplicieren  wir  die  letztere  mit  A  und  setzen  wieder: 

g^—  Ah  =  B, 

80  erhalten  wir  die  transformierte  Gleichung: 

ti*  ~  At^  =  B. 

Umgekehrt,  wenn  man  Werte  von  u  und  t  finden  kann,  welche 

der  Gleichung  u^  —  At*  =s  B  genügen,  so  erhält  man  daraus  für  die 

gegebene  Gleichung  die  Werte  der  unbestimmten  Zahlen  x  und  y, 

nämlich: 

u  —  g  t  —  hy  —  d 

wobei  zu  beachten  ist,  dafs  u  und  t  beide  mit  einem  beliebigen  Vor- 
zeichen genommen  werden  können. 

Weun  man  die  Lösung  der  gegebenen  Gleichung  in  rationalen 
Zahlen  haben  will,  so  hat  man  nur  die  transformierte  Gleichung 
V?  —  At^  =  B  für  solche  Zahlen  aufzulösen.  Wenn  man  aber  die 
gegebene  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  auflösen  will,  so  ist  erforder- 
lich, nicht  allein,  dafs  t  und  u  ganze  Zahlen  seien,  sondern  auch, 
d&fs  die  Werte  von  t  und  u^  in  die  von  x  und  y  eingesetzt,  für  diese 
ganze  Zahlen  ergeben.  An  dieser  Stelle  werden  wir  uns  nur  mit  der 
Auflosung  in  rationalen  Zahlen  beschäftigen. 

16. 

Jede  unbestimmte  Gleichung  zweiten  Grades  läfst  sich,  wie  wir 

eben  gesehen  haben,  auf  die  Form  u*  —  At^  =  B  zurückführen.  Nun 

kami  man,  welches  auch  die  rationalen  Zahlen  t  und  u  sein  mögen, 

annehmen,  dafs  sie  auf  einen  und  denselben  Nenner  gebracht  sind. 

«27  1/ 

Folglich  wird  man,  wenn  man  m  =  — ,   t  =  —  setzt,  die  Gleichung 

aufzulösen  haben:* 

a^  -  Ay^  =  B0^, 

in  welcher  jetzt  x,  y,  z  ganze  Zahlen  sind. 

Legendre,  Zahlentheorie  I.  3 
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Man  kann  yoraüssetzen^  dafs  diese  drei  Zahlen  unter  einander 
keinen  allen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben;  denn  hätten  sie 
einen  solchen,  so  könnte  man  ihn  durch  Division  wegschaffen.  Ebenso 
kann  man  voraussetzen,  dafs  die  Zahlen  Ä  und  B  keinen  quadra- 
tischen Teiler  haben.  Denn  wäre  z.  B.  -4  =  J.'Ä*,  B  =  JffP^  so 
konnte  man  Jcy  =  y  und  Iz  *=»  /  setzen,  und  dadurch  würde  die  auf- 
zulosende Gleichung  werden: 

in  welcher  Ä  und  B^  keinen  quadratischen  Teiler  mehr  haben. 

Wenn  die  Gleichung  s?  —  Ay^  ■==  Bs?  in  dieser  Weise  vor- 
bereitet ist,  so  wird  man  bemerken,  dafs  irgend  zwei  der  un- 
bestimmten Zahlen  x^  y,  b  einen  gemeinschaftlichen  Teiler 
nicht  haben  können.  Denn  wenn  z.  B.  a?  und  y^  durch  %^  teilbar 
wären,  so  müfste  auch  Bg^  durch  %^  teilbar  sein.  Nun  läfst  sich 
aber  fs^  nicht  durch  %^  teilen,  da  die  drei  Zahlen  rr,  y,  z  keinen  ge- 
meinschaftlichen Teiler  haben;  ebensowenig  aber  läfst  sich  B  durch 
&^  teilen,  da  £  keinen  quadratischen  Faktor  besitzt.  Mithin  sind 
X  und  y  prim  zu  einander.  Aus  demselben  Grunde  sind  auch  x  und  z, 
sowie  y  und  g  zu  einander  prim. 

Ich    behaupte    femer,    dafs    A   und   B   positiv    angenommen 

werden    dürfen.     Denn   hinsichtlich    der   Vorzeichen   der   Glieder 

unserer  Gleichung  lassen  sich  nur  die  folgenden  drei  Kombinationen 

machen: 

d^  —  Ay'^  +  Bif 

a;«  -  ^y«  =  -  Bif 
s?  +  Ay^  =  +  Bz\ 

(Die  Kombination  a?  +  Ay^  =  —  Bs?  ist  weggelassen,  weil  dieselbe, 
wie  man  sieht,  unerf[illbar  ist.) 

Von  diesen  drei  Kombinationen  fällt  die  zweite  mit  der  dritten 
durch  eine  einfache  Umformung  zusammen.  Denn  multipliciert  man 
die  letztere  mit  B  und  setzt  dann  Bz  ^^  z'y  AB  =  Ä^  so  erhält  man: 

/«  _  jy  =  Bs^. 

Somit  kann  die  aufzulösende  Gleichung  stets  auf  die  Form 

x^  —  JBy2  =  A^ 

gebracht  werden,  in  welcher  A  und  B  positive  Zahlen  ohne  jeden 

quadratischen  Teiler  sind. 

17. 

Das   Verfahren,   welches   wir   anwenden   werden,   um    dies'C 

Gleichung  aufzulösen,  ist  von  Lagrange  in  den  Abhandlungen 
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der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1767  angegeben  worden.  Es 
besteht  darin,  dafs  man  durch  Transformationen  die 
Koefficienten  Ä  und  B  nach  und  nach  zu  verkleinern  sucht, 
bis  einer  dieser  Koefficienten  gleich  1  ist,  in  welchem  Falle  dann  die 
Auflosung  sich  unmittelbar  aus  bekannten  Formeln  ergiebt. 

Die  in  dieser  Weise  umgeformte  Gleichung  ist  nämlich  von  der 
Form  s^  — -*  y*  =  Ajs^  oder  x^  —  By^  -=  ß\  Da  aber  diese  beiden 
Formeln  nur  eine  und  dieselbe  bilden,  so  reicht  es  hin,  wenn  wir 
die  Aullösung  der  ersten  ^ 

/p*  —  y*  =  Aa^ 

angeben.  Zu  diesem  Zwecke  zerlegen  wir  Ä  in  zwei  Faktoren  a,  ß 
(welche  stets  prim  zu  einander  sein  werden,  da  Ä  keinen  quadrati- 
schen Teiler  hat),  und  denken  uns  0  ebenfalls  in  zwei  Faktoren  p,  q 

zerlegt,  so  dafs 

A^aß,    0=pq 

ist   Alsdann  erhält  man  die  Gleichung: 

(x  +  y)  (a:  -  y)  =  ccßpY, 
welcher  man  allgemein  genügt,  wenn  man 

a;  +  y  =  aj)»,    x  —  y  =  ßq^ 
setzt    Dadurch  ergiebt  sich: 

80  dafs  also  die  drei  unbestimmten  Zahlen  x,  y,  0  mittelst  zweier 
anderen  willkürlichen  Zahlen  p  und  q  ausgedrückt  sind.     Träte  der 

Fall  ein,  dafs  die  Werte  von  x  und  y  den  Bruch  y  enthielten,  so 

konnte  man  alle  drei  Grofsen  x,  y,  g  mit  2  multiplicieren. 
Dies  ist  die  allgemeine  Auflosung  der  Gleichung: 

x^  —  y*  =  Äz^. 

Dieselbe  umfafst  ebensoviele  besondere  Formeln,  als  es  ver- 
schiedene Arten  der  Zerlegung  von  Ä  in  zwei  Faktoren  giebt. 

Ist  z.  B.  J.  <=  30,  so  giebt  es  vier  verschiedene  Arten,  um  30 
in  zwei  Faktoren  zu  zerlegen,  nämlich: 

1.30,    2.15,    3.10,    5.6, 

und  aus  diesen  ergeben  sich  folgende  vier  Auflosungen  der  Gleichung 
x^  _>  y«  =  30^: 

9* 
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1)  x=    p^  +  SOq\  y=    p^  —  3O3«,  z  =  2pi 

2)  j;  =  2p^  +  15g^  y  =  2p*-  16q\  z  =  2pq 

3)  a;  =  3jp«  +  lOq^,  y  =  3|)*  -  lOg«,  0  =  2i)j 

4)  a;  =  5p*+    63*,  y  =  5|)*—    6?*,  ;?  =  21)3. 

18. 

Wir  gehen  jetzt  zur  allgemeinen  Gleichung 

#  a^  —  JBy«  =  ^;?» 

über  und  bemerken  zunächst ,  dafs  man^  da  diese  Gleichung  dieselbe 
ist,  wie  x^  —  Äe*  =  By^,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen, 
voraussetzen  darf,  dafs  der  Eoefficient  der  rechten  Seite  der 
gröürore  von  beiden  sei.  Im  Falle  sie  gleich  sein  sollten,  fOhrt  die 
Reduktion,  die  wir  angeben  werden,  stets  zum  Ziele. 
Es  sei  also  die  Gleichung  gegeben: 

a^  —  By^  =  Äjs^, 

in  welcher  A>  B  und  femer  A  und  B  positiv  und  ohne  jeden 
quadratischen  Faktor  vorausgesetzt  werden. 

Wie  wir  bereits  bewiesen  haben,  sind  x  und  y  prim  zu  einander. 
Daraus  folgt,  dafs  auch  y  und  A  prim  zu  einander  sind;  denn  wenn 
y^  und  A  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  ^  hätten,  so  müfste  a^ 
ebenfalls  durch  %'  teilbar  sein,  und  es  würden  somit  x^  und  y^  nicht 
prim  zu  einander  sein. 

Da  aber  y  und  A  prim  zu  einander  sind,  so  wird  man  auch, 

wenn  man  voraussetzt,  dafs  die  gegebene  Gleichung  auflösbar  sei, 

und  dafs  man  somit  bestimmte  Werte  von  x  und  y,  z.  B.  o;  «==  ilf^ 

y  =  N  .wirklich  finden  könne,  (nach  Nr.  12)   der  Gleichung  ersten 

Grades 

M^^nN —  yA 

genügen  können,  wobei  Jlf,  N,  A  gegebene  zu  einander  prime  Zahlen 
und  »,  y  zwei  unbestimmte  Zahlen  wären. 

Man  kann  daher  allgemein,  ohne  diese  besonderen  Lösungen 
X  =:  M,  y  =  JV  zu  kennen, 

X  =  ny  —  Ay' 

setzen,  wo  n  und  y  zwei  unbestimmte  Zahlen  sind,  und  setzt  man 
diesen  Wert  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  so  erhält  man,  nachdem 
man  sie  durch  A  dividiert  hat: 


i^^)  y*  -  2«yy  +  ^y" = **• 
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Da  Dttn  y  und  A  prim  zu  einander  sind,  so  kann  diese  Gleichung 

^1 jß 

nur  dann  bestehen;  wenn  — ^j —  gleich  einer  ganzen  Zahl  ist.     Ist 

diese  ganze  Zahl  gleich  Äh^y  wo  h*  der  gröfste  quadratische  Teiler 
derselben  sein  soll;  so  ist: 

n^  —  B^  AAT^, 

and  die  aufzulösende  Gleichung  wird: 

Äl^y'  —  2nyy  +  Ay^  =  sK 

Wir  werden  später  die  einfachsten  Hülfsmittel  angeben^  welche 

ZOT  Bestimmung  einer  Zahl  n  von  der  Beschaffenheit  f&hren,   dafs 

«'  —  B 

— . —  eine  ganze  Zahl  wird.    Für  jetzt  genügt  es  zu  bemerken^  dafs, 

wenn  es  irgend  einen  solchen  Wert  von  n,  dafs  n*  —  B  durch  A 
teilbar  wird,  giebt;  dieser  Wert  um  ein  beliebiges  Vielfaches  von  A 
Termehrt  oder  vermindert  werden  kann,  ohne  dafs  v?  —  B  aufhört, 
durch  A  teilbar  zu  sein.  Demnach  kann  man  annehmen,  dafs  der 
betreffende  Wert  zwischen  den  Grenzen  0  und  A  oder  sogar  zwischen 

den  noch  engeren  Grenzen  —  —A  und  +  -^-4.  enthalten  ist. 

Daraus  ergiebt  sich,  dafs,  wenn  man  für  n  der  Reihe  nach 
alle  ganzen  Zahlen  von  — -^A  bis  +  -  J.  nimmt,  man  not- 
wendig einen  oder  mehrere  finden  wird,  für  welche  n^  —  B 
durch  A  teilbar  ist,  vorausgesetzt,  dafs  die  Gleichung  auf- 
lösbar ist;  und  in  dem  Falle,  wo  für  keine  dieser  Zahlen  n?  —  B 
durch  A  teilbar  ist,  wird  man  mit  Sicherheit  schliefsen  können, 
dab  die  gegebene  Gleichung  nicht  auflösbar  ist. 

19. 

Nehmen  wir  also  an,  dafs  man  einen  oder  mehrere  Werte  von  n, 
welche  die  erforderliche  Eigenschaft  besitzen,  gefunden  habe,  so  mufs 
man  mit  jedem  dieser  Werte  die  Rechnung  in  folgender  Weise 
weiterführen. 

Wir  nehmen  die  Gleichung 

Alc'y^  -  2nyy  +  Ay^  =  z^ 

wieder  auf.  Multipliciert  man  sie  mit  ÄVy  und  setzt  man  zur  Ab- 
kürzung: 

ÄT^y  —  ny  =  x ,    kg  =  /, 

80  wird  die  transformierte  Gleichung: 

x'^  —  By^  =  Äe\ 
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Diese  ti^ansformierte  Gleichung  würde  aufgelöst  sein,  wenn  man  die 
Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  wüfste,  da  die  Werte  von  a;',  y ,  si 
sich  leicht  aus  denen  von  x^  y,  e  ergeben.  Umgekehrt  wird  die  ge- 
gebene Gleichung  aufgelöst  sein^  wenn  man  die  Lösung  der  trans- 
formierten gefunden  hat.  Denn  aus  den  bekannten  Werten  von.  x\ 
y  y  z  kann  man  gleichfalls  die  Werte  von  x^  y,  z  ableiten.  Dabei 
thut  es  nichts  zur  Sache,  ob  diese  letzeren  ganze  oder  gebrochene 
Zahlen  sind,  da  es  sich  nur  um  die  Auflösung  in  rationalen  Zahlen 
handelt,  und  da  man,  nachdem  man  irgendwelche  gebrochenen  Werte 
von  Xy  y,  z  gefunden  hat;  dieselben  auf  den  nämlichen  Nenner  bringen 
und  sodann  den  gemeinsamen  Nenner  weglassen  kann. 

Da  man  die  Zahl  n<^-^A  annehmen  kann,   so  wird  offenbar 

^S   TD  4 

—Tvi —  0^®^  -^  kleiner  als  —A  und  zugleich  positiv  sein.    Denn  es 

kann  nicht  n  <  ]/£  sein,  da  sonst  n*  —  B<B  wäre  und  daher  nicht 
durch  A  teilbar  sein  könnte.  Mithin  ist  'die  gegebene  Gleichung  auf 
eine  ganz  ähnliche  Gleichung  zurückgeführt,  in  welcher  der  Koefficient 

A',  welcher  die  Stelle  von  A  einnimmt,  kleiner  als  -j^A  ist. 

20. 

Wenn  A'  noch  gröfser  als  B  ist,  so  kann  man  in  analoger  Weise 
aus  der  Gleichung  x'^  —  By^  =  A'z^  eine  zweite  transformierte 
Gleichung 

ableiten,  in  welcher  A"  <  ~A'  und  stets  positiv  ist    Um  diese  zweite 

transformierte  Gleichung  zu  erhalten,  ist  keine  neue  Bedingung 
weiter  zu  erfüllen.    Denn  setzt  man,  nachdem  man  bereits 

A 

gefunden  hat,  n  ==^  iiÄ  -{-  n   und  nimmt  die  unbestimmte  Zahl  n  so 

yA'  ist,  so  sieht  man  leicht,  dafs  — -^ 

positive  Zahl  und  kleiner  als  -^A'  ist.     Man  wird  also  setzen: 

wo  A''  <~r^'  ^®*  ^^^  keinen  quadratischen  Faktor  enthält. 

Tritt  der  Fall  ein,  dafs  A"  noch  gröfser  ist  als  B,  so  setze  man 


1         .  n'*  —  S 

an,  dafs  n  <  -^A'  ist,  so  sieht  man  leicht,  dafs  — -n —  eine  ganze 
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dieses  System  der  transformierten  Gleichungen,  in  denen  B 
konstant  bleibt^  fort>  bis  man  eine  Gleichung 

findet,  in  welcher  C  positiv  und  kleiner  als  B  ist. 

21. 

Nachdem  man  jedoch  das  Glied,  welches  den  gröfseren 
Koefficienten  hat,  auf  die  rechte  Seite  gebracht  hat,  wo- 
durch sich 

x^-C^^  Bf 

ergiebt,  kann  man  in  analoger  Weise  den  Koefficienten  B  mittelst 
eines  zweiten  Systems  von  transformierten  Gleichungen 

u.  s.  w. 

reducieren,  wobei  die  Koefficienten  JB',  B",  . . .  positiv  sind  und  min- 
destens im  Verhältnis  von  4  zu  1  abnehmen.  Auf  diese  Weise  wird 
man  bald  zu  einer  transformierten  Gleichung 

gelangen,  in  welcher  der  Koefficient  D  kleiner  ist  als  C. 

Nun  kann  die  Reihe  der  positiven  und  abnehmenden  Zah- 
len Ay  B^  C,  D,  . , .  nicht  ins  Unendliche  hin  fortgehen;  sie  mufs 
vielmehr  notwendig  mit  der  Einheit  endigen.  Ist  man  zu 
diesem  Gliede  gelangt,  so  ergiebt  die  Auflösung  der  letzten  trans- 
formierten Gleichung,  welche  ohne  weiteres  gegeben  ist,  auch  die 
Auflösung  aller  vorhergehenden  und  somit  die  der  gegebenen  Gleichung. 

Diese  Methode  ist  hier  nicht  etwa  deshalb  gegeben  worden,  weil 
sie  die  einfachste  oder  kürzeste  wäre,  vermittelst  deren  man  zur  wirk- 
lichen Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  gelangen  könnte.  Aber 
der  Gang,  den  sie  vorschreibt,  um  die  Koefficienten  allmählich  zu 
verkleinern,  ist  sehr  deutlich  und  klar;  wir  werden  daraus  bald  einen 
allgemeinen  Satz  über  die  Auflösbarkeit  der  unbestimmten  Gleichungen 
zweiten  Grades  ableiten. 

22. 

Es  dürfte  angebracht  sein,  einer  Schwierigkeit  vorzubeugen,  die 
eintreten  könnte,  wenn  beide  Koefficienten  gleich  sind. 

Es  sei  also  Ä  =^  B.    In  diesem  Falle  scheint  es,  als  ob  man, 

wemi  man  bewirken  will,  dafs  — -^ —  eine  ganze  Zahl  sei,  n  =  0 
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setzen  dürfe.  Dann  würde  -4'fc*  «=  —  1  oder  il'  =  —  1  sein,  was 
nicht  im  Einklang  steht  mit  der  Annahme,  dafs  Ä  immer  positiv 
genommen  werden  solle.  Indessen  ist  diese  Schwierigkeit  leicht  zu 
beseitigen.    Denn  nimmt  man  n  <»  il  an  Stelle  von  n  =  0,  so  erhält 

man  ^ —  =  J.  —  1,  und  dies  würde  der  Wert  von  ÄW'  sein.   Man 

sieht  also,  dafs  die  Gleichung 

^  —  Ay^  =  Az^ 
die  transformierte  Gleichung 

liefert,  wo  -4.'  <  -4.  und  positiv  ist.  Man  würde  ebenso  zu  verfahren 
haben,  wenn  man  im  Verlauf  der  Rechnung  (7  =  5,  oder  B  =  C 
u.  s.  w.  fände. 

Diese  Bemerkung  zeigt,  dafs  fQr  den  Fall  A^=^  B  und  für  andre 
ähnliche  Fälle  die  Methode  nicht  minder  anwendbar  bleibt,  und 
dafs  sie  somit  alle  erforderliche  Allgemeinheit  besitzt.  Übrigens 
läfst  sich  der  in  Rede  stehende  Fall  auf  einfachere  und 
direktere  Weise  behandeln.     Denn  hat  man  die  Gleichung: 

x^  —  Ay^  =  Az^^ 

so  sieht  man  zunächst,  dafs  x  teilbar  sein  mufs  durch  A.  Demnach 
kann  man  x  =  Au  setzen  und  erhält  dann: 

y»  -}-  ^  =  Au\ 

In  dieser  Gleichung  sind  z  und  A  zu  einander  prim  (denn  andern- 
falls würden  y  und  z  es  nicht  sein).     Somit  kann  man  setzen: 

y  =  nZ'\'  Ay. 
Dies  giebt: 

-^^^^-  z^  +  2nzy'  +  Ay^  =  u\ 

Diese  Gleichung  kann  nicht  bestehen,  wofern  nicht  — ^ —  eine  ganze 

Zahl  ist.  Nennt  man  diese  ganze  Zahl  A'k^,  wo  h^  der  grofste 
quadratische  Teiler  derselben  ist,  so  erhält  man: 

A'Js^z"  +  2nzy  +  Ay*  =  w^ 

Multipliciert  man  beiderseits  mit  Äk*  und  setzt  man: 

Ji^A'z  -}-  n«'  =  z'y    ku  =  M-, 
so  wird: 

/*  +  y'2  =  Au'\ 

so  dafs  die  gegebene  Gleichung  y*  +  z*  =  Au*  auf  eine  Gleichung 
von   derselben  Form   zurückgeführt  ist,   in  welcher  Ä  positiv  und 
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kleiner  als  —  J.  +  -j-  ist     Fährt  man  mit  diesen  Transformationen 

4  ^ 

SO  fort,  so  wird  die  Reihe  der  positiven  und  abnehmenden  Zahlen 
Äf  Ä\  Ä\  . . .  notwendig  als  letztes  Glied  die  Einheit  haben,  und 
da  alsdann  die  letzte  Gleichung  ohne  weiteres  auflösbar  ist,  so  wird 
sich  daraus  die  Lösung  aller  vorhergehenden  ergeben.    In  diesem 

Falle  existiert  keine  andere  Bedingung  für  die  Möglichkeit 

n*  4-  1 
der  Auflösung  der  Gleichung;  als  dafs  — ~ —  =  e   sein  mufs. 

Alle  andern  sind  eine  Folge  dieser  Bedingung. 

Bei  der  allgemeinen  Auflösung  dagegen  mufs  man  aufser 

der  ersten  Bedingung  — -7 —  ==  e,  so  oft  man  von  einem  System 

von  transformierten  Gleichungen  zu  einem  andern  Systeme  übergeht, 

auch  den  verschiedenen  Bedingungen  — ^ —  =  e,  — ^ — ==e 

u.  s.  w.  genügen  können.  Dies  werden  wir  im  folgenden  Para- 
graphen des  Naheren  untersuchen. 

§4. 

Satz,  mit  dessen  Hülfe  man  über  die  Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit 
der  Auflösung  einer  jeden  unbestimmten  Gleichung  zweiten  Grades 

entscheiden  kann. 

23. 

Im  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  gezeigt,  dafs  sich 
jede  unbestimmte  Gleichung  zweiten  Grades  zurückführen  läfst  auf 
die  Form: 

in  welcher  A  und  H  positive  ganze  Zahlen  ohne  jeden  quadratischen 
Teiler  sind,  und  in  der  man  überdies  A>  B  annehmen  kann. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  mufs  man,  um  zur  Auflösung  zu 

gelangen,  zunächst  eine  Zahl  a  bestimmen,   welche  kleiner  als  —A 

und  von  der  Beschaffenheit  ist,   dafs  — -j—  eine  ganze  Zahl  wird. 

Ist  diese  Zahl  gefunden,  so  bildet  man  die  Reihe  von  Gleichungen: 

a«  —B^AAy?, 

a^—B  =  ÄÄ'h'\  a  =(iA'  ±a  < ^Ä 

«"»_ B  =  A"A"'k";  tt"  =  (i'Ä" ±a<  ^Ä" 

U.    8.    W.  U.    8.    W. 
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In  der  ersten  ist  Äh^  der  Quotient,  der  sieh  bei  der  Division  von 
a*  —  B  durch  A  ergiebt,  und  7c*  ist  die  gröfste  Quadratzahl,  welche 
in  Äh^  aufgeht,  so  dafs  Ä  nur  noch  einfache  Faktoren  enthält, 
ebenso  wie  A  und  B.  Dasselbe  hat  man  bei  den  andern  analogen 
Werten  zu  beachten.  Ist  Ä  bestimmt,  so  erhält  man  a  durch  die 
Gleichung  a  ^=  (lÄ  +  ccy  wobei  die  unbestimmte  Zahl  fi  derart  zu 

wählen  ist,  dafs  a  <  — ^'  wird  (das  Zeichen  <  schliefst  den  Fall 

der  Gleichheit  nicht  aus).  Ist  a  bekannt,  so  ist  a^  —  B  notwendig 
teilbar  durch  Ä,  Den  Quotienten  bezeichnet  man  mit  Ä'k'^  und 
bildet  dann  ebenso  weiter  die  andern  Gleichungen. 

Wenn  man  die  Rechnung  in  dieser  Weise  anstellt,  so  wird  die 
Reihe  -4,  Ä,  A",  . . .,  bei  welcher  jedes  Glied  positiv  und  kleiner  als 
der  vierte  Teil  des  vorhergehenden  ist,  sehr  schnell  abnehmen,  bis 
man  zu  einem  Gliede  A^*^^  oder  C  gelangt,  welches  kleiner  ist  als  B, 
Die  gegebene  Gleichung  wird  also  nach  und  nach  in  die  folgenden 
Gleichungen  (in  denen  ich  der  grölseren  Einfachheit  wegen  die  un- 
bestimmten Zahlen  ohne  Accente  lasse)  transformiert  sein: 

x^  —  By^  =  Äz^ 


x^  -  By^  =  Cz\ 

Gleichungen,  die  derart  unter  einander  zusammenhängen,  dafs,  wenn 
die  Lösung  einer  einzigen  von  ihnen  bekannt  ist,  unmittelbar  auch 
die  aller  übrigen  und  somit  auch  die  der  vorgelegten  Gleichung  ge- 
geben ist. 

Bei  diesem  ersten  System   von  transformierten  Gleichungen 
hat  man  nur  eine  einzige  Bedingung  zu  erfüllen,   nämlich   die 

erste,  dafs  — -j —  =  e  sei. 

Bringt    man   aber,    weil    C  <B   ist,    die   letzte   transformiert« 
Gleichung  auf  die  Forpi: 

rc«  -  C^r^  =  By\ 

so  mufs  man,  wenn  dieselbe  auflösbar  sein  soll,  eine  Zahl  d'  von 
der  Beschaffenheit  finden  können,  dafs  •9'^  —  C  teilbar  ist 
durch  B.  Ist  diese  Bedingung  erfällt,  so  wird  man  die  Verklei- 
nerung von  B  mittelst  eines  zweiten  Systems  von  transfor- 
mierten Gleichungen 
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in  Angriff  nehmen;  wobei  die  Reihe  J?,  S^S' . . ,  soweit  fortgesetzt 
ist,  bis  man  zu  einem  Gliede  D  <CC  kommt. 

In  dieser  Weise  setze  man  die  Reihe  der  abnehmenden  ganzen 
Zahlen  A^  B,  C,  B . . .  so  lange  fort,  bis  man  zu  einem  Gliede, 
welches  gleich  der  Einheit  ist,  gelangt.  Alsdann  ist  die  Aufgabe  gelöst. 

24. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  man  im  Verlaufe  dieser  Rechnung 
nirgends  Halt  zu  machen  gezwungen  ist,  wenn  man  mit  Bezug  auf 
eine  beliebige  transformierte  Gleichung 

x^  -  Fy^  =  Gz* 
den  beiden  Bedingungen 

l*  —  F  _  nt«—  g  _ 

genügen  kann. 

Ich  behaupte  nun,  dafs,  wenn  diese  beiden  Bedingungen 
bei  der  gegebenen  Gleichung  x^  --  By*  =>  Äz*  und  bei  ihrer 
ersten  transformierten  Gleichung  a^  —  By*  =  A'z^  erfüllt 
sind,  dies  auch  bei  allen  andern  der  Fall  sein  wird,  so  dafs 
also  dann  die  gegebene  Gleichung  notwendigerweise  auf- 
lösbar ist. 

Setzt  man  somit  voraus,  dafs  die  beiden  angegebenen  Bedingungen 
bei  den  beiden  ersten  Gleichungen 

X*-  By^  =  Äz* 

x'^By*^  £^ 

erfüllt  seien,  d.  h.  dafs  es  derartige  ganze  Zahlen  a,  /},  a',  ^  gebe, 
für  welche 

(^  -B  a'^  —  B       p»  — ^      J?Z-":^ 
A       ^  Ä       ^  B       '  B 

ganze  Zahlen  werden,  so  ist  zu  beweisen,  dafs  die  analogen  Bedingungen 
auch  bei  der  folgenden  transformierten  Gleichung 

3^^By^=  Ä 


erfallt  sind    Da  man  nun  bereits  — ^„ —  =  ^'"i"'  hat,  so  genügt 
es  zu  zeigen,  dafs  es  eine  ganze  Zahl  ß'  giebt,  für  welche 
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--B =  ^ 

ist. 

Bezeichnet  d"  eine  der  Primzahlen^  welche  B  teilen^  so  hat  man 

bereits  nach  den  gegebenen  Bedingungen: 

Wir  suchen  demgemäfs  eine  Zahl  A,  für  welche 


» 


ist.    Wenn  Ä"  teilbar  ist  durch  &j  so  hat  dies  keine  Schwierigkeit. 

Es  sei  also  Ä"  nicht  durch  '9'  teilbar.    Dann  unterscheiden  wir  zwei 

Fälle^  je  nachdem  Ä'  durch  d"  teilbar  ist  oder  nicht. 

1)   Wenn   ^   ein   Teiler   ist   von  J.',    so   wird  es  auch  den 

Gleichungen 

a^  —  B  =  AA'k%     a=(iÄ±a 

zufolge  ein  Teiler  von  a  und  a   sein.     Femer  hat  man: 

A"k''  =  -"^*-  =  (»ii'-i^^i^^  =  n^A'  ±  2iia  +  Ak*. 
Mithin  ist 

eine  ganze  Zahl.    Addiert  man  hierzu: 
•  P'jfc»  -  Äk* 

welches  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist;  so  erhält  man: 

k'  ist  aber  prim  zu  B  und  folglich  auch  zu  '9'.    Denn  hätten  k'  und 
B  einen  gemeinschaftlichen  Teiler,  so  müfste,  der  Gleichung 

a'«  -  5  =  yfÄ'k'' 

zufolge,  B  einen  quadratischen  Faktor  haben,  was  der  Voraussetzung 
widerspricht.     Man  kann  somit 

kß  =  nk'  —  md^ 
setzen  und  erhält: 

—  =  e 


^ 


oder  einfach: 


n*  —  Ä 


tf 


>--=«• 
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2)  Ist  &  kein  Teiler  von  Ä'  und  somit  auch  kein  Teiler  von 
(ly  80  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  — — -^ =  e  zunächst:  . 

oder: 


e. 


Femer  kann  man^  da  ß^Jc   und  d'  prim  zu  einander  sind^ 

a  =  nß^k'  —  md 
setzen  und  dies  iriebt: 

*  n«  -  Ä" 

Aus  diesem  Beweise ;  der  für  alle  Primfaktoren  von  B  gilt,  er- 

kennt  man,  dafs  nicht  nur  die  Gleichung  - — ^ «=  e  möglich  ist, 

sondern  dafs  man  den  Wert  von  ß^'  auch  leicht  a  priori  finden  kann. 
Demnach  wird  keine  der  Gleichungen 

in  denen  B  dasselbe  bleibt,  unmöglich. 

Wir  werden  jetzt  zeigen,  dafs  dasselbe  bei  dem  zweiten  System 
Ton  transformierten  Gleichungen  stattfindet,  bei  welchem  C  einen 
und  denselben  Wert,  B  dagegen  die  abnehmende  Reihe  B',  B' . , , 
durchläuft. 

25. 

Sind  die  beiden  letzten  Gleichungen  des  ersten  Systems: 

a^  —  By"  =  A^^  =  C^, 

(wobei  n  —  1  und  n  Indices,  aber  nicht  Exponenten  sind),  so  kann 
man  voraussetzen,  dals  diese  Gleichungen  bereits  den  Bedingungen 

genflgen;  alsdann  hat  man  zu  beweisen,  dafs  man  bei  der  folgenden 
transformierten  Gleichung 

^  —  ^»y«  =  S^ 

(welche  zum  zweiten  System  gehört)  den  beiden  Bedingungen 

TV  ^^S    p  j  I^S    C 
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Genüge  leisten  kann.    Da  die  erste  derselben  unmittelbar  darch  die 

Gleichung  ^    ^ =  Bp  erfüllt  ist,  so  bleibt  nur  noch  zu  zeigen 

übrig,  dafs  man  immer  der  zweiten 

—^^ — ' 

genügen  könne. 

Wir  bezeichnen  mit  -ö*  eine  der  Primzahlen,  welche  A^  teilen, 

-»,« jff 

und  suchen  die  Zahl  ^  von  der  Beschaffenheit,  dafs ^ =  e  ist 

Wenn  S  teilbar  ist  durch  ^^  so  erhält  man  ^  gleich  Null  oder 
gleich  einem  Vielfachen  von  %•,  Ist  aber  B'  nicht  durch  %'  teilbar, 
so  sind  zwei  Fälle  zu  betrachten. 

1)  Ist  %  ein  Teiler  von  jB,  so  wird  es  den  Gleichungen 

a*  —  B  =  Ä^Ä^  -  ifc«,    p  —  Ä^  =  BB'P 

zufolge  auch  ein  Teiler  von  a  und  ß  sein.  Man  kann  demnach 
folgende  Reihe  von  ganzen  Zahlen,  die  aus  einander  durch  sehr  ein- 
fache Substitutionen  oder  Rechnungen  abgeleitet  werden,  aufstellen: 


ik*p^ 

^ 
'^'•-Ä;"^"^»-* 

(r- 

BB'f*)k*ß*  +  B 

BB'Pk^ß*  -  B 

Rf^k^ß*  -  1 

=  e 


=  c 


Setzt  man  also: 
so  erhält  man: 


^  -'' 


^  =  Bßß, 


^ 


=  e. 


2)  Ist  %"  kein  Teiler  von  JB,  so  ist  es  auch  kein  Teiler  von 
a  oder  ß!  und  man  erhält  nach  und  nach: 
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«»  —  5 


=  e 
=  e. 


Da  aber  af  und  •&  prim  zu  einander  sind;  so  kann  man 
setzen,  und  dies  giebt: 

— r- =  ^- 

Da  dieselben  Schlüsse  bei  allen  Primfaktoren  von  A*  gelten,  so  folgt 
daraus,  dafs  man  stets  der  Gleichung 

genügen  kann. 

26. 

Demnach   wird  die  Gleichung  x^  —  "By^  =  Af?  auflösbar  sein, 

wenn  man  den  beiden  Bedingungen         .  —  =  6,  ^—k —  =  «  und 

femer  bei  der  ersten  transformierten  Gleichung  (i?  —  JBy*  =  Al^  der 

v% j^ 

dritten  Bedingung  — — ^ =  e  Genüge  zu  leisten  imstande  ist. 

Diese  dritte  Bedingung  würde,  wie  wir  sogleich  beweisen  werden, 
überflüssig  sein,  im  Falle  die  beiden  Zahlen  A  und  B  zu  einander 
prim  wären.  Der  allgemeinere  Satz  kann  indessen  auf  eine 
einfachere  und  gleichzeitig  elegantere  Weise  dargestellt 
werden. 

Wir  bemerken  zunächst,  dafs  sich  jede  unbestimmte  Gleichung 
zweiten  Grades  zurückführen  läfst  auf  die  Form  a7?  +  ^y*  =  ^^?  i^i 
welcher  die  Eoefflcienten  positiv  sind,  keine  zwei  von  ihnen  einen  ge- 
meinsamen Teiler  haben,  und  überdies  von  jedem  quadratischen  Faktor 
befreit  sind.  Das  auf  die  Vorzeichen  Bezügliche  ist  ohne  weiteres 
ersichtlich,  da  jede  aus  drei  Gröfsen  gebildete  Gleichung  erfordert, 
dafs  eine  dieser  Grofsen  gleich  der  Summe  der  beiden  andern  ist. 
Wenn  femer  a  einen  quadratischen  Faktor  ^"^  enthielte,  so  könnte 
man  a  ««  d*a ,  x  =  %(d  setzen,  wodurch  sich  ax^  in  dx^  verwandeln 
würde,  und  hierin  hätte  d  keinen  quadratischen  Faktor  mehr.  Wenn 
endlich  zwei  von  den  drei  Eoefficienten  a,  &,  c  z.  B.  a  und  h  einen  ge- 
meinsamen Teiler  d  hätten,  so  könnte  man  a^=d^^  6  =  &''9',  cQ'^^c, 
^  =  /d  setzen.    Dadurch  würde  sich  die  Gleichung  aa? -{-hif  =  cz^ 
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in  eine  andere  do?  +  &'y*  =  c  z^  verwandeln;  in  welcher  d  und  6' 
keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  mehr  haben. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  bringe  man  die  Gleichung 

ao^  +  &y*  *=  CS? 
auf  die  Form 

©'-»«(fr— 

Diese  kann  man  mit  der  Formel 

vergleichen,  wodurch  sich  B  =^bCy  A=^  ac  ergiebt.  Man  hat  dem- 
nach zunächst  die  beiden  Bedingungen  zu  erfüllen: 

a'  —  hc  P'  —  ac  

ac  '  oc 

Setzt  man  a  *=  Cfi,  ß  ^==  cv,  so  werden  diese  Bedingungen: 

cfi*  —  h  cv*  —  a  

a  '  0 

Um  die  dritte  Bedingung  — — ^ —  ==  e  auszudrücken^  bemerken  wir, 

dafs  a*  —  J?  =8  AÄk^  oder  cft*  —  &  =  aA'k^  ist,  und  da  aJ?  keinen 
gemeinschaftlichen  Teiler  mit  bc  hat,  so  wird  die  letzte  Bedingung 
erfällt  sein,  wenn  man 

— r  -^ —  —  =  ^ 

oc 

hat  Damit  nun  der  Zähler  dieser  Gröfse  teilbar  sei  durch  &,  genügt 
es,  wenn  ah^ß'^  —  Cfi*  durch  6  teilbar  ist,  oder  es  mufs,  wenn  man 
mit  Berücksichtigung  der  zweiten  Bedingung  cv^  an  Stelle  von  a  setzte 
l^ß^v^  —  fi*  durch  6  teilbar  sein,  was  immer  möglich  ist,  wenn  man 

ß  der  Gleichung      ^   ^~  =  ^  gemäfs  bestimmt.     Hieraus  erkennt 

man,  dafs,  wenn  A  und  B  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben 
(oder  wenn  c=l  ist),  die  dritte  Bedingung  eine  Folge  der 
beiden  andern  und  somit  gleichzeitig  mit  diesen  erfüllt  ist 

Haben  sie  jedoch  einen  gemeinsamen  Teiler  c,  so  bleibt 
noch  die  Bedingung 

— ^-- =  c,  oder  emfacher '- —  =  e 

zu  erfüllen.  Wir  haben  also  einen  allgemeinen  Satz,  vermöge  dessen 
man  unmittelbar  und  ohne  irgendwelche  Transformation  entscheiden 
kann,  ob  eine  unbestimmte  Gleichung  zweiten  Grades  auflösbar  ist 
oder  nicht 
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27.  • 

SatB. 

Ist  die  Gleichung  aa^ -}- by^ '==  cz*  gegeben^  in  welcher 
die  einzelnen  Eoefficienten  a,  b,  c  keinen  quadratischen 
Teiler  und  zu  je  zweien  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler 
haben,  so  wird  diese  Gleichung  auflösbar  sein,  wenn  sich 
drei  ganze  Zahlen  l,  /t,  v  von  der  Beschaffenheit  finden 
lassen,  dafs  die  drei  Gröfsen 

aZ"  +  h         c^'  —  h         cv*  —  a 
c        '  ö        '  b 

ganze  Zahlen  werden.   Sie  wird  dagegen  unlösbar  sein,  wenn 
sich  diese  drei  Bedingungen  nicht  gleichzeitig  erfüllen  lassen. 

1.  Bemerkung.  Diese  Bedingungen  reducieren  sich  auf  zwei, 
wenn  eine  der  drei  Zahlen  a^  by  c  gleich  1  ist,  und  sie  reducieren 
sich,  wie  in  No.  22,  auf  eine  einzige,  wenn  zwei  dieser  Zahlen  gleich 
der  Einheit  sind. 

2.  Bemerkung.  Man  kann  die  drei  Glieder  der  gegebenen 
Gleichung  stets  so  anordnen,  dafs  a,  &,  c  positiv  sind;  indessen  ist 
dies  keine  unerläfsliche  Bedingung,  vielmehr  würde  der  Satz  auch 
richtig  sein,  wenn  eines  dieser  Glieder  negativ  ist. 

Jedoch  darf  man  hieraus  nicht  schliefsen  wollen,  dafs  eine 
Gleichung  wie  a^  +  5y*  +  6^  =  0  möglich  sei,  weil  man  den  Be- 
dingungen — ^ —  =  e,  ^  7" —  =  e  genügen  könne;  man  dürfte  viel- 
mehr nur  schliefsen,  dafs  dieselbe  auf  die  Form  o?*  +  y*  +  je?*  =  0 
gebracht  werden  kann.  Allgemein  kann  jede  auflösbare  Glei- 
chung mittelst  des  im  vorhergehenden  Paragraphen  angegebenen 
Verfahrens  auf  die  Form 

^  +  y*  —  ^  =  0 

gebracht  werden;  jedoch  reicht  es  hin,  sie  auf  die  Form  zu  bringen: 

Äx'  +  y'  —  z^^O, 
deren  Auflösung  unmittelbar  gegeben  ist. 

§  5. 
Entwicklung  der  Wurzel  aus  einer  nichtquadratischen  Zahl  in  einen 

Eettenbruch. 

28. 

Das  in  No.  1  auseinandergesetzte  Verfahren  zur  Entwicklung 
einer  beliebigen  Zahlgröfse  x  in  einen  Eettenbruch  kann  mit  grofser 

Lcg«ndr«,  Zahlentheorie  I.  4 
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Leichtigkeit  auf  die  «Quadratwurzeln  der  Zahlen  oder  allgemein    auf 

Zahlgröfsen  von  der  Form  - — —^ — ,  wo  A,  B,  G  ganze  Zahlen  sind, 

angewandt  werden. 

um  den  Gang  der  Rechnung  recht  klar  hervortreten  zu  lassen, 
wollen  wir  erst  ein  specielles  Beispiel  nehmen. 

Ist  ^  =  19,  so  hat  man  x  oder  }/l9  =  4  -| — r,    und  hieraus 
X  =  — ,  oder,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches   mit 

yT9  +  4  multipliciert:- 

^  —        3 

Die  gröfste  in  diesem  Ausdrucke  enthaltene  ganze  Zahl  ist  2,  so  dals 

man  erhält:' 

•  

Vl9  —  2 


a?'«=2  + 


3 


Nennt  man  diesen  letzteren  Teil  -jr^  so  ergieht  sich: 


3  1^19  +  2 

X  =  — =-         — 


yi9  —  2  ö 

Die  hierin  enthaltene  ganze  Zahl  ist  1,  der  Rest  ~ — ^ .     Diesen 

muTs  man  wieder  umkehren,  um  den  Wert  von  x"  zu  erhalten  u.  s.  w. 

Die  Rechnung  zur  Entwicklung  von  }/l9  in  einen  Eettenhrach  stellt 
sich  also  folgendermafsen: 

1/19  —  4 


x'    = v'^-r*  „2  + 


x"    „       »       ,3^  l^t9  +  8  ^  1   I   Via  -  8 

«/   ^  6    _  ^  yi9-\-Z  ^  o    I    V^  — 3 

yiäla               2  "T"        2 

jy  _          2          yigi  +  3  .,     ,    ]/l9  —  2 


«"    = 


x""  =  ^ ==  '-  -  i-  -  ==  1  4- 

|/19  _  s  6  '6 

yi9-2  3  "*'         3 

^'-^.i-.j — .  yj« +j  ^  8  +  ^  -  * 

ylö  —  4  1  '        1 

F//  ^  ]/T9  +  4  rt    , 

a;^^^=  — ^^ =  - — ~—  =  2  +  u.  s.  w. 


>/i9  —  4 


a 
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hierher  gelangt^  stofst  man  auf  eiDen  Wert  von  x^^^y  der 
demjenigen  von  x  gleich  ist.  Daraus  folgt;  dafs  die  bereits  gefun- 
denen Quotienten  2,  1,  3,  1,  2,  8  in  derselben  Reihenfolge  wieder- 
kehren werden,  und  dafs  somit  die  Entwicklung  von  )/l9  in  einen 
Kettenbmch  die  Quotienten: 


\r=.i^' 


14    f 


74  L 


y 


4;  2,  1,  3,  1,  2,  8j  2,  1,  3,  1,  2,  8;  2,  1,  3,  1,  2,  8;  u.  s.  w.  '^£,/ 


// 


liefern  wird.  Man  erkennt  hieraus,  dafs  hinter  dem  ersten  Gliede  4  .^  v. 
die  Periode  2,  1,  3,  1,  2,  8  stets  in  derselben  Reihenfolge  wieder-  /.  -  ' 
kehrt  und  sich  unendlich  oft  wiederholt.  ^^ 

29.  ^-Ki{ 

Ist  jetzt  A  eine  beliebige  Zahl,  o?  die  gröfste  darin  ent-  ^*^z 
haltene  Quadratzahl  und  b  der  Rest,  so  dafs  man  ^  =  a^  -f-  ^  ^&^;  C/  -  y  1 
so  ergiebt  die  Entwioklimg  von  Yä  in  einen  Eettenbrnoh  zunächst:    ^^ 

a;  =  — = =  - — ir —  =  u.  s.  w.  :  /-*. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dafs  man,  wenn  man  diese  Rechnung  beliebig 

weit  fortsetzt,  zu  einem  vollständigen  Quotienten  rc^*»)  oder  y  =      ^ 
gelange.    Ist  dann  f(  die  gröfste  in  y  enthaltene  ganze  Zahl,  so  wird 

der  Rest  gleich ^ — ^  sein.     Nennt  man  diesen  Rest  — r,  so      l'     a  v  - 

erhält  man: 

D 
y  =  — — . 

Da  aber  femer  die  Analogie  der  Formen  erfordert,  dafs  man 

VÄ  +  r 
y  =  — ^-  - 

habe,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  folgende  Gleichung  zur  Bestimmung 
von  tT  und  IX: 

D  VA  +  J' 


In  dieser  Gleichung  hat  man  die  rationalen  Teile  unter  einander  und 
die  irrationalen  Teile  unter  einander  gleichzusetzen.    Dies  giebt: 

V  D       ' 
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Dies  ist  das   sehr  einfache  Gtosets,  nach  welchem  sich   ans 

einem  beliebigen  vollständigen  Quotienten      ^    der  nächst- 

folgende   vollständige  Quotient        ^ —   ableitet.    Dabei    ist 

nicht  zu  bef&rchten;  dafs  die  Zahlen  «T  und  2/  Brüche  seien.    Denn 
setzt  man  den  Wert  von  J'  in  den  von  1/  ein,  so  erhält  man: 

Da   nun   A  —  3*^  ^^VD  ist,   so   ergiebt   sich  in  analoger  Weise, 
V7enn  man  den        ^ —  vorhergehenden  vollständigen  Quotienten  mit 

Jq —  bezeichnet,  A  —  J*  =  DV^y  mithin: 

iy  =  iy  +  2iij—ii^D. 

Daraus  ist  ersichtlich;  dafs^  weil  die  Zahlen  D  und  J^in  den  beiden 

ersten  vollständigen  Quotienten  - — ?-—)  ~ — ?- —  ganze  Zahlen  sind, 

dieselben  notwendigerweise  auch  bei  allen  andern  bis  ins  unend- 
liche hin  ganze  Zahlen  sein  werden. 

Der  soeben  gefundene  Wert  fclr  2X  läfst  sich  auch  auf  die  Form 
bringen: 

Mithin  ergiebt  sich  aus  den  beiden  aufeinanderfolgenden  vollständigen 
Quotienten 

der    nächstfolgende   vollständige  Quotient  -^  ff- —    mit  Hülfe   der 

Formeln: 

J"  ^^liD  —  J 

iy  =  ir  +  ^{j—r). 

Hierdurch  ist  das  Fortsohreitungsgesetz  auf  die  einfachste  Weise 
dargestellt. 

30. 
Nehmen   wir  jefzt   an,    dafs    ~-,    —   zwei   aufeinanderfolgende 

Näherungsbrüche  von   YA  seien  und         ^ —  der   dem   Bruche  — 
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entsprecliende   vollständige   Qaotient,    so   hat   man   dem.  bekannten 
Prinzipe  zufolge: 


VÄ 


{V2-\.J\ 

—  \      -D      /  pyA  +  pJ  +  p'D 


'Vä  +  J\    ,    _„         qVÄ  +  qJ+qOD' 


Hieraus  folgert  man  die  beiden  Gleichungen: 

und  diese  geben: 

Nach  der  Eigenschaft  der  Eettenbrüche  (No.  6)  ist  aber: 

pq^  -  pOg  _,  ^  1^    ^enn  ~>yÄ 

pq^ — 1>®3  =  — 1,   wenn— <)/Z. 

Daraus  ersieht  man,  dafs  p^  —  p^q  stets  dasselbe  Vorzeichen  hat, 
wie  p*  —  ^^y  und  dafs  somit  D  stets  positiv  ist.  Femer  zeigen 
diese  Werte  unmittelbar,  dafs  D  und  J  stets  ganze  Zahlen  sind;  wir 
behaupten  aber  noch  weiter,  dafs  auch  /stets  positiv  ist.  Denn 
einerseits  giebt  die  Gleichung  qJ-^-  q^D=^p  die  folgende: 

q  \q  /  ' 

und  da  ^  <  g  ist,  so  mufs  sein: 

2)>^  -  JToder  D>Yä  —  J', 
andrerseits  hat  man: 


J%t£>/i,    also2)<yZ  +  er. 


Diese  beiden  Bedingungen  würden  aber  mit  einander  unvereinbar 
sein^  wenn  J  negativ  wäre. 

Nachdem  wir  dieses  festgestellt  haben,  können  wir  auch  leicht 
die  Orenxen  finden,  welche  cT'.und  D  nicht  übersteigen  dürfen. 

Die  Gleichung  A  —  J^  =  DD^  ergiebt  J<yÄ.    Mithin  könnte  J 

die  grolste  in  Yä  enthaltene  ganze  Zahl  a  nicht  übersteigen.  Da 
femer  J-\-  tT  =^  (iD  ist,  so  folgt,  daüsi  2a  die  Grenze  von  2)  und 
zugleich  auch  die  des  Quotienten  fi  ist. 

Da  jedoch  der  Kettenbruch,  welcher  den  Wert  einer  irrationalen 
Zahlgrölse  darstellt,  sich  ins  unendliche  erstrecken  mufs,  und  da  es 
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nur  eine  bestimmte  Anzahl  verschiedener  Werte  sowohl  für  cT  als  für 
D  geben  kann^  so  mufs  notwendig  derselbe  Wert  von  cT  un- 
endlich oftmal  mit  demselben  Werte  von  D  zusammen- 
treffen.   Sobald  man  aber  fiir  den  vollständigen  Quotienten  -^----^ 

ehien  bereits  gefundenen  Wert  noch  einmal  findet  ^  so  ist  klar,  dafs 
auch  die  folgenden  Quotienten  des  Eettenbruches  dieselben  sein  und 
in  derselben  Reihenfolge  vorkommen  müssen;  wie  die  bereits  erhal- 
tenen. Mithin  wird  der  Kettenbruch;  welcher  j/^Z  darstellt^ 
(wenigstens  nach  einigen  Gliedern)  aus  einer  beständigen;  sich 
bis  Unendliche  hin  wiederholenden  Periode  bestehen;  wie 
wir  dies  bereits  bei  einem  speciellen  Falle  (No.  28)  gesehen  haben. 

31. 

Es  handelt  sich  nunmehr  darum,  genau  die  Stelle  zu  be- 
stimmen, an  welcher  die  Fexiode  beginnt.  Wir  werden  annehmen; 
dafs  ft;  fi'y  yi'f  ...  CO  diese  Periode  ist;  und  werden  wie  ge wohnlich 
die  Beihe  der  Quotienten  und  die  Reihe  der  ihnen  bis  zum  Beginn 
der  zweiten  Periode  entsprechenden  Näherungsbrüche  folgendermafsen 
bezeichnen: 

Quotienten:  a;  OC;  ß^y..,  k,  fi,  (i,ii\..,  a);ft;ft';fi";  ...ciu.s.w. 


V 


.0,^1 


Naherungsbrüche:  -,  j, -,;  ^, ?/ g/ " 


/  \^    f  Sind  dann  gleichzeitig  die  entsprechenden  Werte  des  vollständigen 


♦  r- 


■r   x.^i*  L 


>  Quotienten: 

VA   yi  +  a       yi  +  j^  yj  +  j       y3  +  «^v  yi  +  z 


a.      v" 


(•^^-^80  erhält  man  zunächst  dem  Bewiesenen  zufolge: 


0  t      ^4     ^    ' 

\.^4  7     und 

Dies  giebt: 
Ferner  hat  man: 
und 


Ä  —  J^  =  DDP, 
J^aUPi  —  J^i, 


and  hieraus  ergiebt  sich: 

J"  —  J"j 


j)«       =  ^  —  «ö- 
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Andrerseits  aber  folgt  aus  der  Gleichung  qJ'\-  ^D  =p: 

Da  nun  ^  ein  Näherungswert  von  yA  ist;  so  mufs  sein: 

—  =  a  +  einem  Bruch  — . 


Mitbin: 


a  —  «/ = 


Wegen  q^  <q  erhält  man  also : 

a  —  J<D. 
In  analoger  Weise  ist: 

daher  umsomehr:  ^:.  //^  ^^  /..  ü^>  \r    <l  .:.  /..  /. 

Da  wir  aber  bereits  — y^ö —  gleich  der  ganzen  Zahl  A  —  o  gefunden 

hatten^  so  muTs  diese  ganze  Zahl  notwendig  Null  sein.   Man  erhält  also: 

jo  c=  J^i  und  A  =  d. 

Ebenso  beweist  man,  dafs  der  Quotient,  welcher  A  vorhergeht,  gleich 
demjenigen  ist,  welcher  m  vorhergeht,  und  so  fort  bis  zum  Quotienten 
ff,  so  dafs  also  a  derjenige  Quotient  ist,  welcher  zuerst  wiederkehrt 
und  die  Periode  beginnen  mufs. 

32. 

Hiernach  kann  man  die  Beihe  der  Quotienten  und  die  Beihe  der 

ihnen  bei  der  Entwicklung  von  ^A  entsprechenden  Näherungsbrüche 
in  folgender  Weise  darstellen: 

Quotienten: 
a;  a,  /3,  . .  .  A  ,    fi ;     a  ,    ß,  - .  -     A  ,     fi ;      a  ,    /3,  .  • .  A,  fi,  u.  s.  w. 

Näherungsbrüche : 

\    a  p^     p       p'  P^i      Pi     P'i 


•  •    .    • .      "  r  -  •         •    • 


.-< 


ü'l'  a"   3'      «"  3"/'    9/'    9'/'  ,  , 

Bei  dieser  Aufstellung  ist  ^  der  Näherungsbruch,  welcher  dem  letzten     /  r 

Quotienten  ft  der  ersten  Periode  a,  /3,  . .  •  A,  ft  entspricht.    Ist  z  der  ^  ,  ^ 

entsprechende  vollständige  Quotient,  so  hat  man  ^e;  —  fi  =  yj.— -a 
oder  JF  ™  ft  —  a  +  j/J.,  und  hieraus  ergiebt  sich,  dem  gewöhnlichen  -^J^^ 

Prinzipe  zufolge:  j^  -^u  ^  *    j 


/  .  /  •.  ):. 


56  Erster  Uauptteil. 

1/2=  i^^  +  P^  ^  pV3  +  p(ft-a)  +  P^ 
^  2*  +  2'  g}/-^  +  g(/i  —  a)  +  3°  ' 

Diese  Gleichung  liefert  die  beiden  folgenden: 

ff(ft  — a)  +  ff«=i). 
Die  zweite  Gleichung  giebt: 


f*  —  «+   «  —  «7 


ii.  =  ^ 


und  hieraus  folgt,  dafs  fi  —  a  die  gröfste  in  -^  enthaltene  ganze  Zahl 

ist     Diese  ganze  Zahl  ist  gleich  a,  so  dafs  man  hat: 

fi  —  a  =^  a^  oder  fi  =  2a, 

Zu  gleicher  Zeit  ergiebt  sich,  da  q^  ^^p  —  aq  ist,  dafs  die  Beihe  der 
Quotienten  a,  ß,  , . .  d^^  X,  welche  fi  vorhergehen;  symmetrisch   ist 

(No.  11);  denn  es  ist  ^  "~  ^^  einer  der  Näherungsbrüche  von  YA  —  a, 

einer  Gröfse^  die  gleich  ist  dem  Eettenbruche: 

i+^      ■ 

ß+  '  '  ' 

Diesem   Näherungsbruche    geht   unmittelbar   der   folgende        —^gg 

vorher;  da  man  nun  j®=p  —  aq  hat,  so  mufs  die  Periode  a,  ß, ,  ..^,  X 
identisch  sein  mit  der  zu  ihr  inversen  A,  d",  . . .  ßy  a.  Aus  allen 
diesen  Bemerkungen  folgt,  dafs  die  Quotienten,  welche  aus  der 

Entwicklung  von  Yä  entspringen,  nach  folgendem  G^esetse 
fortschreiten: 

0;    «>  ß}  y;  •  •  •  y>  /*;  «;  2<^\    ^>  ß,  7,  -  "  7,  ßj  «,  2a;  u.  s.  w., 

ein  Gesetz,  welches  noch  regelmäfsiger  sein  würde,  wenn  der  erste 
Quotient  2a  oder  0  wäre,  d.  h.  wenn  es  sich  um  die  Entwicklung 

von  YA  +  a  handelte. 

33. 

Es  ist  wichtig,  zu  bemerken,  dafs  jeder  Näherungsbruch  — , 

welcher  dem  Quotienten  2a  in  irgend  einer  Periode  entspricht,  von 
solcher  Beschaffenheit  ist,  dafs  die  Gleichung  gilt: 

p*  —  Aq^  =  +  1-  y'  /   "^  ^ 

Denn  ist  der  Quotient  fi  «=  2a,  so  giebt  die  Gleichung  tP'{'J^=Dfiy 
in  welcher  J  und  tP  a  nicht  übersteigen  können  (No.  30),  notwendig: 

J=Jo  =  a,    D=l. 
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geht  die  Gleichung 

über  in: 

p^-Aq^=±l, 

wobei   das  Zeichen  +  gilt,  wenn  ~  >  Yä  ist,  das  Zeichen  —  im 

entgegengesetzten  Falle. 

Da  der  Quotient  2a  notwendig  in  der  Entwicklung  von  YA  vor- 
kommt, so  folgt  daraus,  dafs  die  Gleichung  a:^  —  Äy^  =  +  l 
jederzeit  auflösbar  ist  (wenigstens  mit  dem  Zeichen  4~)i  welches 
auch  die  Zahl  Ä  sein  möge,  vorausgesetzt,  dafs  sie  kein  vollständiges 
Quadrat  ist  Zugleich  sieht  man,  dafs  es  unendlich  viele  Lö- 
songen  dieser  Gleichung  giebt,  da  der  Quotient  2a  sich  unendlich 
oflmal  in  den  aufeinanderfolgenden  Perioden  wiederholt 

Wenn  übrigens  die  Anzahl  der  Glieder  der  Periode  a, /?,.../?,«, 2a   "^  ' —       '^ 
gerade  ist,  so  werden  alle  Brüche,  welche  dem  Quotienten  2a  in  den  "  /*/  .'a   ^ 

verschiedenen   Perioden   entsprechen,   gröfser  als  YA  sein,   und   es  K/.;.>.^^..  c 
werden  somit  in  diesem  Falle  die  Brüche  der  Gleichung       ^^k-^J!  >  /)-, 

x^-Ay'^  +  l  "^'^f  ,      V 

genügen.     Wenn  dagegen  die  Anzahl   der  Glieder  der  Periode  un-  j    ^. 
gerade  ist,  so  wird  der  erste  dem  Quotienten  2a  entsprechende  Bruch      /\  yy  ^- ,  ^  / 

kleiner  als  YÄy  der  zweite  gröfser  sein  und  so  abwechselnd  weiter.  *"•    -     ' 
In  diesem  Falle  wird  daher  die  Gleichung  m?  —  Ay^  =  —  1  ebenso  ,.         ' 
gut  auflösbar  sein,  wie  die  Gleichung  x^  —  Ay^  =  -|-  Ij  erstere  durch 
die  Näherungsbrüche  von  ungerader,  letztere  durch  die  von  gerader 
Ordnung. 

§6. 

Anflösniig . der  unbestimmten  Oleichnng  a?  —  Ay*  :=  ^B  in  ganzen 

Zahlen  fdr  den  Fall,  dab  D< ]/Z  ist. 

34. 

Im  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  gezeigt,  dafs  die 
Gleichung  s?  —  Ay^  =  4"  1  immer  auf  unendlich  viele  Arten  auf- 
lösbar ist,  wie  beschaffen  auch  A  sein  möge,  wofern  es  nur  kein 
vollständiges  Quadrat  ist.  Dagegen  ist  die  Gleichung  a?  —  Ay^  s»  —  1 
nnr  in  gewissen  besonderen  Fällen  auflösbar,  und  da  die  Auflösung, 

wenn  sie  möglich  ist^  sich  unter  den  Näherungsbrüchen  von  YÄ  vor- 
finden mufs,  so  ist  die  notwendige  und  zugleich  hinreichende  Be- 
dingung für  die  Möglichkeit  dieser  Auflösung,  daJs  die  Periode  der 


/ 
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Quotienten^  welche  durcli  die  Entwicklung  von  Yä  gegeben  wird, 
aus  einer  ungeraden  Anzahl  von  Gliedern  bestehe. 

Die  Auflösungen  einer  jedeut  der  beiden  Gleichungen  erhält  man 

unmittelbar  aus  den  Näherungsbrüchen  von  Yä,  nämlich  aus  den- 
jenigen,  welche  dem  Quotienten  2  a  entsprechen  (wo  a  die  gröfste  in 

Yä  enthaltene  ganze  Zahl  ist).  Solcher  giebt  es  unendlich  viele, 
da  dieser  Quotient,  ebenso  wie  die  ihn  enthaltenden  Perioden^  sich 
unendlich  oft  wiederholt.  Der  Zähler  jedes  Bruches  ist  ein  Wert 
von  X,  sein  Nenner  der  zugehörige  Wert  von  y. 

Wir  werden  weiter  unten  zeigen^  wie  man  den  allgemeinen  Aus- 
druck der  verschiedenen  Brüche ;  welche  einem  und  demselben,  in 
den  aufeinanderfolgenden  Perioden  an  derselben  Stelle  befindlichen 
Quotienten  entsprechen,  a  priori  finden  kann.  Für  den  gegenwärtigen 
Fall  genügt  es,  das  Besultat,  das  man  übrigens  unmittelbar  bewahr- 
heiten kann,  kennen  zu  lernen. 

Es  sei  —  der  erste  und  einfachste  der  Näherungsbrüche,  welche 

einem  und  demselben  Quotienten  2a  entsprechen.     Hat  man  dann: 

oder  ist  die  Anwihl  der  Glieder  der  Periode  gerade,  so  wird  nur 
allein  die  Gleichung  a?*  —  Äy^  =  +  1  auflösbar  sein,  wie  wir 
bereits  angegeben  haben.  Wenn  man  alsdann  die  allgemeine 
Auflösung  haben  will,  braucht  man  nur  p  -|-  iY^  ^^^  irgend 

eine  Potenz  m  zu  erheben  und  das  Besultat  gleich  x-^-yYÄ 
zu  setzen.     Ist  nämlich: 

(p  +  qYÄT  -=x  +  yYÄ, 
wo  X  und  y  rationale  Zahlen  sind,  so  hat  man  zugleich: 

{p^qYÄT^x-^yYÄ. 
Multipliciert  man  beide  Gleichungen  mit  einander,  so  wird  ihr  Produkt: 

x^  —  Ay^  =  (|)2  —  Aq^)"^  =  1"»  =  }. 

Mithin  genügen  die  gefundenen.  Werte  für  x  und  y  wirklich  der 
Gleichung  x^  —  Ay^  =  1,  welches  auch  der  Exponent  m  sein  möge. 
Man  kann  auch  die  Werte  von  x  und  y  mittelst  der  Formeln: 

(p  +  qYA)^  +  (p  -^  gYÄ)^ 

X 2 

_   (p  +  gV2)"  -  (P  -  qVÄ)^ 

welche  immer  ganze  Zahlen  für  x  und  y  ergeben,  besonders  darstellen. 


§  6.  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichung  x*  —  -äi/'  =  4;  D  u.  8.  w.    59  , 

35. 
Ist  zweitens: 

oder  ist  die  AngAhi  der  Glieder  der  Periode  ungerade,  so  ist  er- 
äichtlichy  dafs  man  immer  gleichzeitig  den  beiden  Gleichungen: 

genügen  kann^  und  zwar  der  ersteren  mittelst  gerader  Po- 
tenzen von  |)+g}/^,  der  zweiten  mittelst  ungerader  Potenzen 
desselben  Binoms.     Denn  setzt  man: 

(p  4-  qYJy  =  x  +  yVA, 
SO  erhalt  man: 

a?  -  Ay^  =  (-  1)«*  =  +  1 ; 
und  setzt  man: 

(p  +  qVÄy'-^'  =  x  +  yyÄ, 
30  wird: 

x*  -  Af  =.  (-  l)"+i  =  -  1. 

Ist  z.  B.  ^  =  13,  so  findet  man  ^  =  ~  und i>»  -  iSg*  =  -  1.    ^^^  •  ' '  -■',' ' 
Setzt  mau  also:  -    -   r   -^^^-'   '  z^-*''' 

(18 + öym"  =-x-\-yvi3,        ^';' . ,,:.,  ^  ^^ .;. , 


r     /V    J^i-' 


SO  genügt  man  der  Gleichung  x^ —  13y*  =  1,  und  setzt  man:"'       ^1  ^ 

80  genügt  man  der  Gleichung  x^  —  13y*  =  —  1.  ^"^^ -  ^     ~^    J^  x 

Die    kleinsten    Zahlen^    welche    der    Gleichung    x*  —  13y*  =  1  (;^ ,.;  'V^-  /^  K'^^*  - 
,  Genüge   leisten ,   sind   demnach   x  =  649,  j/ =  180;   denn   man  hat  c:^/^,,/^ 

(18  +  5  VT3)*  =  649  4-  180yi3.                                                            \^^  '  r  ^  " 
Zuweilen  sind  die  einfachsten  Zahlen,   welche  einer  gegebenen  ^v -  '  \^ 

Gleichung  o?  —  Ay^  =  +  1  gei^ögen,  weit  beträchtlicher.     Z.  B.  ist     ±  .  \^  t 

die  einfachste  Lösung  der  Gleichung  a;*  —  211y*  =  1:  J      ^  / 

rc  =  278354373650  ,*/ /,\ 

y  =    19162705353,  yr  .  ,  ^ 


f 


und  die  einfachste  Losung  der  Gleichung  oi?  —  991  y*=  1  ist:  / 

x  =  379516  400906  811930  638014  896080 
y  ==    12055  735790  331359  447442  538767 . 

Hieraus  ersieht  man,  wie  notwendig  es  für  die  Aufsuchung  dieser 
Zahlen  ist,  eine  sichere  und  imfehlbare  Methode,  wie  es  die  entwickelte 
iBt,  zu  haben.    Denn  man  würde  sich  sehr  irren,  wenn  man,  nach* 
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dem  man  vergeblich  die  Auflösung  mittelst  mäfsig  grofser  Zahlen 
versucht  hätte,  schliefsen  wollte,  dafs  sie  überhaupt  für  keine  Zahlen 
möglich  sei. 

36. 

Fermat  ist  der  erste,  der  die  Auflosung  der  Gleichung 

a?  —  Ay*  =  1 

gekannt  zu  haben  scheint;  wenigstens  legte  er  diese  Aufgabe  gleich- 
sam als  Herausforderung  den  englischen  Mathematikern  vor.  Lord 
Brounker  gab  eine  Auflosimg  derselben,  welche  mau  in  den  Werken 
von  Wallis  findet  und  die  fast  wortlich  in  den  zweiten  Teil  von 
Euler's  Algebra  aufgenommen  ist.  Aber  einerseits  hat  Fermat 
nichts  über  seine  eigene  Auflösung  veröffentlicht,  andererseits  zeigt 
die,  wenn  auch  sehr  geistreiche,  Methode  der  englischen  Mathematiker 
doch  nicht  in  bestimmer  Weise,  dafs  die  Aufgabe  immer  lösbar  sei.  Es 
blieb  daher  noch  zu  beweisen  übrig,  dafs  die  Gleichung  a?  —  Ay^  =  1 
stets  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist.  Dies  hat  Lagrange  in  ebenso 
eleganter  wie  strenger  Weise  in  den  „Gemischten  Abhandlungen  der 
Turiner  Akademie''  Band  IV  und  sodann  in  den  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  vom  Jahre  1767  gethan.  Dieser  Beweis,  sowie 
die  ihm  beigegebene  Methode  der  Auflösung  müssen  als  einer  der 
wichtigsten  Schritte,  welche  bis  heute  in  der  unbestimmten  Analysis 
gemacht  worden  sind,  betrachtet  werden.  In  der  That  ist  die  Gleichung 
X*  —  Ay^  =s  1  nicht  allein  an  und  für  sich  interessant;  sie  ist  auch 
bei  der  Auflösung  aller  unbestimmten  Gleichungen  zweiten  Grades 
erforderlich,  wo  sie  dazu  dient,  unendlich  viele  Auflösungen  zu  finden, 
wenn  man  eine  einzige  solche  kennt. 

Am  Ende  dieses  Werkes  wird  man  eine  Tafel,  No.  X,  finden, 
welche  unter  der  Form  von  Brüchen  die  einfachsten  Lösungen  der 

Gleichung  fw*  —  An^  =  +  1  ^^^  j®^®  ^^'  -^  ^^^  2  bis  zu  1003 
enthält,  welche  nicht  Quadratzahl  ist. 

Der  blofse  Anblick  der  Ziffern,   mit  denen  die  Zahlen 
m  und  n  endigen,  läfst  erkennen,  ob  sie  der  Gleichung 

m«  -  ^n«  =  +  1 
oder  der  Gleichung 

m^  -  An^  =  -1 

genügen.  Erfüllen  sie  diese  letztere,  so  mufs  man,  um  die  kleinsten 
Zahlen  p  und  g,  welche  der  Gleichung  x^  —  Ay^  ^=  +  1   genügen, 

zu  erhalten,  (w  +  nV^*  =1>  +  sV^  setzen.  Man  erhält  alsdann 
p  z=z  2m'  -}-  1;  2  =  2mn. 
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37. 

Wir  gehen  nunmehr  zur  Auflösung  der  gegebenen 
Gleichung 

über.  Wir  haben  Nr.  10  gesehen;  dafs,  wenn  D  <  Yä  ist,  wie  wir 
es  ToraassetzeU;  der  Bruch  —  einer  der  Näherungsbrüche  von  YÄ 

sein  mafs.  Man  wird  daher  Yä  in  einen  Eettenbruch  entwickeln 
üod   die   aufeinanderfolgenden   Werte   der   vollständigen   Quotienten 

J" —  berechnen  müssen.  Findet  sich  unter  diesen  voll- 
ständigen Quotienten  einer,  dessen  Nenner  D  gleich  der 
rechten  Seite  der  gegebenen  Gleichung  ist,  so  folgt  daraus 
eine  Losung  entweder  der  Gleichung  x^  —  Äy^  =  +  ^;  oder 
der  Gleichung  rc*  —  Ay^  =  —  D.  Dazu  mufs  man  den  Näherungs- 
brach —  berechnen^  welcher  dem  betreffenden  vollständigen  Quotienten 

entspricht    Ist  dieser  Bruch  von  ungerader  Ordnung  (wobei  ^  als 

der  erste  gerechnet  wird),  so  wird  er  grofser  als  Y^  ^^^  mithin 
p*  —  J.3*=  +  2)  sein.  Ist  er  aber  von  gerader  Ordnung,  so  wird 
man  f^  —  Äq^  =  —  D  haben. 

Dieselbe  Zahl  D  kann  in  einer  und  derselben  Periode 
mehrere  Male  vorkommen,  und  zwar  wird  sie,  da  die  Periode 
symmetrisch  ist,  sich  stets  mindestens  zweimal  vorfinden  (den  Fall 

ausgenommen,  wo  der  Quotient,  welchem  ~  entspricht,  das  mittelste 

Glied  der  Periode  ist,  wenn  man  von  ihrem  letzten  Gliede  2a  ab- 
sieht). Man  erhält  alsdann  ebenso  viele  Losungen  entweder  der 
Gleichung  x*  —  Ay^  «=  +  -^  oder  der  Gleichung  x*  —  Ay^  =  —  2), 
und  dieses  wird  bei  allen  andern  Perioden  ebenfalls  stattfinden. 

Findet  man  die  Zahl  D  nicht  unter  den  Nennern  der 
Tollständigen  Quotienten  in  der  ersten  Periode,  so  kann 
man  sicher  sein,  dafs  weder  die  Gleichung  rc*  —  Ay^  =  4"  A 
noch  die  Gleichung  x^  —  Ä^  ^^  —  D  in  ganzen  Zahlen  auf- 
lösbar ist 

38. 

Hat  man  aber  eine  oder  mehrere  Losungen,  welche  in  der 
Weise,  wie  wir  es  eben  auseinandergesetzt  haben,  durch  die  erste 
Periode  der  Quotienten  gegeben  werden,  so  kann  man  aus  jeder 
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von  diesen  ersten  Losungen  unmittelbar  eine  allgemeine 
Formel  ableiten,  welche  eine  unendliche  Menge  anderer  von 
dieser  ersten  abhängender  Lösungen  enthält. 

Es  sei  —  der  Näherungsbruch,  filr  welchen  |)*  —  Ac^  =  D  ist, 

nnd  zu  gleicher  Zeit  seien  t  und  m  irgendwelche  der  Gleichung 
^  —  A%?  es  1  genügende  Zahlen.  Multipliciert  man  beide  Gleichungen 
mit  einander^  so  kann  man  das  Produkt  auf  die  Form  bringen: 

(p^  +  Aq^iif  -  ^(pu  +  qif  =  2), 

so  dafs  die  allgemeine  Auflosung  der  Gleichung  o^  —  Ay^  =  D  ge- 
geben wird  durch  die  Formehi: 

X'^pt  +  Aqu 

y  =  pw  +  qt. 

Was  die  Werte  von  t  und  u  anlangt,  so  haben  wir  bereits  gezeigt, 
dafs,  wenn  m  und  n  die  kleinsten,  der  Gleichung  w*  —  An^  =  1 
genügenden  Zahlen  sind  und  man  für  k  eine  beliebige  ganze  Zahl 
nimmt,  man  hat: 

{m  +  nYAy^t  +  uYA. 

Man  sieht  daher,  daljs  man,  wenn  man  von  den  verschiedenen  ur- 
sprünglichen Lösungen,  welche  in  der  ersten  Periode  enthalten  sind, 
ausgeht,  ebensoviele  allgemeine  Formeln  erhalten  wird,  deren  jede 
unendlichviele  Lösungen  der  gegebenen  Gleichung  in  sich  begreift. 

Übrigens  gelten  die  Werte,  welche  wir  soeben  für  x  und  y  ge- 
geben haben,  in  gleicher  Weise,  mag  D  positiv  oder  mag  es  negativ 
sein.  Sie  setzen  nur  voraus,  dafs  D  in  der  speciellen  Gleichung 
p* —  Aq^  =  2)  dasselbe  Zeichen  habe  wie  in  der  allgemeinen  Gleichung 
x^  —  Ay^  =  2);  sie  setzen  femer  voraus,  dafs  fw*  —  An^  =  +  1  sei. 

Wäre  m*  —  j4w^  =  —  1,  so  würden  die  Formeln 

X  =pt  +  Aqu 

y  ==pu  +  qt 

gleichzeitig  die  Auflösung  der  Gleichung  x^  —  Ay^  =  -^  D  und  die- 
jenige der  Gleichung  a^  —  Ay^  z=z  ^  D  geben,  nämlich  die  der  ersteren, 

wenn  man  (w  -+"  w  YA)^^  =  t  -^  u  YÄ,  die  der  letzteren,  wenn  man 
(m  +  w  }/Z)2*  +  i=  ^  +  uYA  setzte. 

39. 
Wenn  man,  sei  es  aus  der  eben  erwähnten  Tafel,  sei  es  auf 

irgend  eine  andere  Weise,  den  einfachsten  Bruch  —  kennt,  welcher 
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der  Gleichung  m*  —  Än^  =^  i  1  gc^^K*;  so  wird  die  einfache  Ent- 
wicklung  von  —  in  einen  Eettenbruch  die  Periode  der  Quotienten 

ergeben,  welche  aus  der  Entwicklung  von  YA  hervorgehen  würden. 
Demnach  kann  man^  ohne  die  diesen  ganzzahligen  Quotienten  ent- 
sprechenden vollständigen  Quotienten    - — ^ —  zu  kennen  und  mithin 

ohne  ihre  Nenner  zu  wissen ,  dennoch  leicht  diejenigen  herausfinden, 
welche  einem  gegebenen  Werte  von  N  entsprechen.   Diese  Quotienten 

sind  ziemlich  nahe  gleich  ~^,  wo  a  die  grofste  in  Yä  enthaltene 

ganze  Zahl  bedeutet.    In  der  That  ergiebt  sich,  da  (nach  No.  30) 


ist, 


V2+J  _-i+y^   , 

D        ~        D  Q 


Mithin  ist  die  grofste  in  ^ —  enthaltene  ganze  Zahl  (i  sehr  nahe 
gleich  der  in    w-  enthaltenen  gröfsten  ganzen  Zahl. 

40. 
Soll  z.B.  die  Gleichung: 

a^  -  61y2  =  5 
aufgelöst  werden,  so  entwickele  man  den  Bruch  ,  dessen  Zähler 

und  Nenner  der  Gleichung  m* — 61n*«=  —  1  genügen,  in  einen 
Eettenbruch.  Die  Quotienten  und  Näherungsbrüche  findet  man  fol- 
gendermaCsen: 

Quotienten: 
7,  1,    4,    3  ,     1  ,      2,      2,      1  ,     3,     4,       1  ,.  •  • 

Näherungsbrüche : 
-    L    3^    11.    i?5-    i^     *^1     ^^'^^    15??    ^m    ^^Q*^^    29718 

0  '  1  '  1  »  ~6  '   16  '   21  '  ' 68  '  137  '  196  '  722  '  3083  '    3806  ' 

/ —  2  •  7 

Die  gröJEste  in  jf  61  enthaltene  ganze  Zahl  ist  7  und     ,     =  2  +  •  • 
Sacht  man  also  2  unter  den  Quotienten,  so  findet  man  die  beiden  ent^ 

IAA  AftA 

sprechenden  Brüche  -^  und  -^,  deren  erster  jp*  —  61g*  =  —  5, 

deren  letzterer  p*  —  61}*  =  5  giebi  Mithin  wird  die  gegebene 
Gleichung  a?  —  61y*  =  5  mittelst  der  Formeln  aufgelöst  werden: 
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X  =  453^  +  3538t« 

y=453w4:     58^ 

^  4-  w^el  =  (29718  +  3805  /6l)", 
und  ferner  ebenfalls  durch  die  folgenden  Formeln,  welche  mit  Hülfe 

des  ersten  Näherungsbruches  -^  berechnet  sind: 

x=  164^  +1281U 
y  — 164tt+      2U 

t  +  M)/61  =  (29718  +  3805 1/61)"  +  ^ 
Auf  dieselbe  Weise  würde   man   die  Gleichung  a^ —  61y*=  —  5 

lösen 9  und  man  erkennt,  warum  die  beiden  fflr  ^  gefundenen  Werte, 

obgleich  sie  für  D  zwei  Werte  mit  verschiedenen  Zeichen  geben, 
dennoch  zur  Auflösung  einer  und  derselben  Gleichung  dienen.      Der 

Grund  liegt  darin,  dafs  der  Wert  von  —  ein  solcher  ist,  för  welchen 

«I*  —  61  n*  =  —  1  ist.  Denn  in  allen  ähnlichen  Fällen  giebt  eine 
Auflösung  der  Gleichung  x^  —  -4y*  =  D  immer  eine  Auflösung  der 
Gleichung  a;*  —  -4y*  =  —  D  und  umgekehrt. 

41. 
Wir  bemerken  noch,  dafs,  wenn  2),  obwohl  stets  kleiner  als  j/Ci, 
einen  quadratischen  Faktor  d"^  hätte,  so  dafs  D  =  d^I/  wäre,  man 
alsdann  aufser  den  Lösungen,  die  wir  nach  der  vorhergehenden 
Methode  gefunden  haben,  und  bei  denen  x  und  y  stets  prim  zu 
einander  sind,  noch  andere  erhalten  könnte,  bei  denen  x  und  y  den 
gemeinsamen  Teiler  d"  hätten.  Hätte  man  nämlich  auf  andere  Weise 
gefunden,  dafs^die  Lösung  der  Gleichung  x'^  —  Ay^='iy  möglich 
sei,  so  ist  klar,  dafs  man  daraus  x  =  d'X,  y  «»  d'y  erhalten  wOrde. 
Auf  diese  Weise  wird  es  so  viele  neue  Auflösungsformeln  geben 
können,  als  es  Arten  giebt,  die  Zahl  D  durch  eine  Quadratzahl 
zu  teilen. 

§  7. 

Satze  über  die  Möglichkeit  der  Gleichungen  von  der  Form: 

Mx^  —  Ny^  =  ±l  oder  +  2. 

42. 

Wir  setzen  voraus,  dafs  A  eine  Primzahl  und  p  und  q  die 
kleinsten  Zahlen  (1  und  0  ausgeschlossen)  seien,  welche  der 
Gleichung 
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p'  —  Aq^'^l 
genugeD.    Diese  Gleichung  laust  sich  auf  die  Form  bringen: 

f^—l=Äq^  oder  (p  +  1)  G'  —  1)  =  ^2*- 
Da  nun  A  eine  Primzahl  ist,  so  kann  diese  Gleichung,  wenn  man 
q=:fgh  setzt,  nur  auf  folgende  zwei  Arten  zerlegt  werden: 

Es  mufs  demnach  eine  der  beiden  nachstehenden  Gleichungen  statt- 
finden: 

-  j  =  A«  -  Ag',     j^g'-  Ah'. 

Aos  diesen  letzteren  erkennt  man,  dafs  f  nur  1  oder  2  sein  kann, 
90  dafs  man  die  vier  Kombinationen  erhält: 

(1)  ^l^h^^Ag^  (3)     l^g'^Ah' 

(2)  —2  =  h^  —  Ag^,  (4)    2=g^  —  AhK 

Von  diesen  ist  jedoch  die  Kombination  (3)  auszuschliefsen,  da  aus 
ihr  sich  ergeben  würde,  dafs  p  und  q  nicht  die  kleinsten  der  Glei- 
chung p^  —  Ag^  =  1  genügenden  Zahlen  seien.  Es  bleiben  daher 
nar  noch  die  drei  andern  Kombinationen  zu  diskutieren  übrig.  Dazu 
müssen  wir  nach  einander  die  verschiedenen  Formen  betrachten, 
welche  A  mit  Bezug  auf  die  Vielfachen  von  4  oder  8  annehmen  kann. 

•       43. 

Ist  erstens  A  von  der  Form  4n  -f"  ^y  so  mufs,  wenn  in 
den  Gleichungen  (2)  und  (4)  die  eine  der  beiden  Zahlen  g  und  h 
gerade  ist,  auch  die  andere  gerade  sein.  Alsdann  aber  würde  die 
rechte  Seite  durch  4  teilbar  sein,  während  die  linke  +  2  ist,  was 
mit  einander  nicht  im  Einklang  steht.  Nimmt  man  sodann  die  beiden 
Zahlen  g  und  h  als  ungerade  an,  so  werden  ihre  Quadrate  g^  und  h^ 
?on  der  Form  8n  -|~  li  ^^^  ^^  wird  die  rechte  Seite  ebenfalls  durch 
4  teilbar  sein.  Mithin  ist  die  Gleichung  (1)  die  einzige,  welche  statt- 
finden kann;  sie  findet  demnach  notwendig  statt,  und  daraus  ei^ebt 
sich  folgender  sehr  bemerkenswerte  Sats: 

Ist  A  eine  Primzahl  von  der  Form  An-^^l,   so   ist   die 

Gleichung 

a;«  —  ^y«  =  —  1 

stets  möglich. 

Diese  Eigenschaft  findet  für  die  Primzahlen  von  der  Form  4n  -|-  1 

aasschliefslich  statt.    Denn  wenn  A  von  der  Form  4n  -{-  3  wäre,  so 

Legen dre,  Z»hlentheorie  L  5 


66  Erster  Hanptteil. 

erkennt  man  leicht;  dafs,  wenn  x  nnd  y  gerade  oder  ungerade  Werte 
beigelegt  werden,  rc*  —  Äy^  immer  von  einer  der  Formen  4n,  4n  -|-  1, 
4n  -f-  2  sein  würde,  unter  denen  —  1  nicht  enthalten  ist. 

Man  bemerke  noch,  dafs,  wenn  A  eine  Primzahl  von  der  Form 
4n  +  1  ist,  jede  Zahl,  welche  durch  die  Formel  a^  —  Äy^  dargestellt 
wird,  auch  durch  Äy^  —  a^  dargestellt  werden  kann.  Denn  da  man 
m*  —  J.n*  ■=»  —  1  setzen  kann,  so  hat  man: 

JV=  (a:«  —  Ay^  {An^  -  m«)  =  A(my  +  nxY  -  {mx  +  Any)\ 

44. 

Ist  zweitens  A  von  der  Form  8n  +  3,  so  kann  die  Glei- 
chung (1),  wie  wir  soeben  gesehen  haben,  nicht  stattfinden.  Ebenso- 
wenig kann  Gleichung  (4)  stattfinden.  Denn  wenn  eine  der  Zahlen 
g  und  h  gerade  wäre,  so  würde  die  andere  ebenfalls  gerade  sein,  da 
die  linke  Seite  gerade  ist.  Alsdann  aber  würde  die  rechte  Seite  durch 
4  teilbar  sein,  während  die  linke  nur  durch  2  teilbar  wäre.  Wenn 
die  Zahlen  g  und  h  alle  beide  ungerade  wären,  so  würde  die  rechte 
Seite  von  der  Form  8n  +  1  —  (8n  +  3)  (8n  +  1)  oder  8n  —  2  sein, 
was  mit  der  linken  nicht  im  Einklang  stände.  Mithin  ist  die  Glei- 
chung (2)  die  einzig  mögliche;  sie  mufs  demnach  notwendigerweise 
stattfinden,  und  daraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Ist  A  eine  Primzahl  von  der  Form  8n -{- 3,  so  ist  die 

Gleichung 

x'  —  Ay^  =  '-2 
immer  möglich. 

45. 

Ist  drittens  A  von  der  Form  8n -{-  7,  so  findet  man  durch 
ähnliche  Betrachtungen,  dafs  die  Gleichung  (4)  die  einzige  ist^  welche 
stattfinden  kann,  und  daraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Ist  A  eine  Primzahl  von  der  Form  8n  -f-  7,  so  ist  die 

Gleichung 

ir*  -  ^y«  =  +  2 
immer  möglich. 

Man  beachte  noch,  dafs,  wenn  die  beiden  kleinsten,  der  Gleichung 

w*  —  An*  =  +  2  genügenden  Zahlen   m  und  n   gegeben   sind,  es 

leicht  ist,  daraus  die  beiden  Zahlen  p  und  q,  welche  der  Gleichung 

p^  —  J.2*  =  1  genügen,  herzuleiten.    Dazu  hat  man  zu  setzen: 

Yifn  +  nVÄy^p  +  qVA. 
Dies  giebt: 


§  7.  Sätze  über  die  Möglichkeit  der  Gleichungen  Mx^  —  Ny^ »  ±  1>  ±  2-    67 

46. 
Es  sei  jetzt  Ä  es  MN,  wo  Jf  und  j^  zwei  beliebige  angerade 
Primzahlen   bezeichnen^   und   es   seien  ferner  stets  jp  und  g   die 
klemsten  Zahlen,  welche  der  Gleichung 

p^  -  ^g«  =  1 

genügen.    Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form: 

(l>  +  1)  O  -  1)  =  MNq\ 
und  setzt  man  g  =  fgh^  so  läfst  sich  dieselbe  nur  auf  folgende  vier 
Arten  zerlegen: 

p+l^fMg'^    fNg\    fMNg',    fg' 

p—l=fNh\    fMh\    fh^       ,    fMNV. 

Hieraus  folgen  die  vier  Gleichungen: 

j^  Mg^'-Nh^  , 
1=  Ng^  —  Mh^  , 
j^MNg'^V       , 

in  denen  man  nach  einander  /*«>  1  und  /*b=>  2  zu  setzen  hat.  Dies 
giebt  die  acht  Kombinationen: 

(1)  l^Mg^  —  Nh^    ,  (2)         2^Mg^  —  Nh^ 

(3)  l^Ng^-Mh^    ,  (4)         2  =  Ng'  ^  MV" 

(5)  —1=     K'  —  MNg^  (6)  -2—     V  -  MNg" 

(7)  1^     g^-MNh\  (8)         2—     g^—MNh\ 

Hierron  ist  die  siebente  auszuschliefsen,  da  nach  Voraussetzung  p 
und  9  die  kleinsten  der  Gleichung  p^  —  A^  «»  1  genügenden  Zahlen 
sein  sollen. 

Wir   geben   jetzt  zwei    der   hauptsächlichsten   Folgerungen, 
welche  man  aus  diesen  Zerlegungen  ziehen  kann. 

47. 
Erstens:  Wenn  die  Primzahlen  üf  und  ^  alle  beide, von 
der  Form  4n  -f-  3  sind,  so  kann  keine  der  Gleichungen  (2),  (4), 
6),  (8)  stattfinden.  Denn  mag  man  die  Zahlen  g  und  h  beliebig  als 
gerade  oder  ungerade  annehmen,  stets  wird  die  rechte  Seite  jener 
Gleichungen  von  einer  der  drei  Formen  4n,  4n-f~  l^  4n -|-  3  sein, 
wahrend  die  linke  Seite  +  2  ist.    Bei  derselben  Voraussetzung  kann 

6* 
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die  Gleichung  (5)  ebensowenig  stattfinden,  denn  wir  werden  später 
(No.  144)  beweisen,  dafs  keine  Zahl  von  der  Form  4n  -|-  3  ein  Teiler 
von  1  -f-  %^  sein  kann.  Mithin  mufs  von  den  beiden  übrigbleibenden 
Gleichungen  (1)  und  (3)  notwendigerweise  die  eine  stattfinden,  und 
daraus  ergiebt  sich  folgender  sehr  bemerkenswerte  Sats: 

Wenn  Jlf  und  JVzwei  beliebige  Primzahlen  von  der  Form 
4n -f~  3  sind,  so  ist  die  Gleichung 

Mx'  —  Ny^^  +  l, 

wenn  man  das  Vorzeichen  der  rechten  Seite  passend  be- 
stimmt, stets  möglich. 

48. 

Zweitens:  Wenn  die  Primzahlen  M  und  N  alle  beide 
von  der  Form  4n-f~l  sind,  so  erkennt  man  auf  gleiche  Weise, 
dafs  die  Gleichungen  (2),  (4),  (6),  (8)  ebenfalls  nicht  stattfinden 
können.  Dagegen  ist  die  Gleichung  (5)  nicht  mehr  auszuschliefsen, 
und  es  kann  somit  der  auf  diesen  Fall  bezügliche  Satz  folgender- 
mafsen  ausgesprochen  werden. 

Sind  M  und  N  zwei  Primzahlen  von  der  Form  4n  -|~  h 
so  kann  man  immer  entweder  der  Gleichung 

x^  —  MNy^  =  —  1 
oder  der  Gleichung 

Mx^  -  Ny^  =  ±  1, 

wenn  man  das  Vorzeichen  der  letzteren  passend  annimmt, 
Genüge  leisten. 

Da  man  übrigens  die  Zerlegung  der  ZahlgroCse  p^  —  1  in  zwei 
Faktoren  p  -{'  l  und  p  —  1,  welche  sich  von  einander  nur  um  zwei 
Einheiten  unterscheiden,  nur  auf  eine  einzige  Weise  vpmehmen  kann, 
so  ist  ersichtlich,  dafs  man  niemals  den  beiden  vorhergehenden 
Gleichungen  gleichzeitig,  sondern  nur  einer  von  ihnen  genügen  kann. 

49. 

Durch  ganz  ähnliche  Betrachtungen  gelangt  man  leicht  zu  einem 
noch  weit  allgemeineren  Satze,  nämlich  zu  dem  folgenden: 

Sind  ilf  und  JfcT  zwei  Primzahlen  von  der  Form  4n  +  3 
und  ^  eine  Primzahl  von  der  Form  An-}-!,  so  ist  es  stets 
möglich,  einer  der  sechs  Gleichungen: 

Mx^  -  M'Ny^  =  +  1 

Ma^  —  MNy^  =  +  1 
zu  genügen. 
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50. 

Diese  Sätze  und  andere  ähnlicher  Art  lassen  sich  auch  aus 
der  Betrachtung  des  mittleren  Quotienten,  welchen  die  Ent- 
wicklang von  y^  in  einen  Eettenbruch  darbietet ,  ableiten. 

Es  bezeichne  nämlich  stets  ^  den  einfachsten  Bruch,  welcher 

der  Gleichung 

p«  —  ^g«  =  1 

genügt;  femer  sei  a  die  gröfste  in  )/^  enthaltene  ganze  Zahl,  und 
es  mögen   aus   der   Entwicklung  von  YÄ  die   Quotienten   und   die 

Nähemngsbrüche  bis  zu  ^  folgendermafsen  entstehen: 

Quotienten:  a,    a  ,  ß  ",  k  ,   t ,    A,  •  •  •   ß,   a  ^  2a,  •  •  - 

Naherungsbrüche:  -^,  _,...,  X.^  ±.^  ^^ .. .     ^  |_.^  _J.^... 

Den  mittelsten  Quotienten  haben  wir  mit  d'  bezeichnet.  Ein  solcher 
mufs  notwendigerweise  existieren,  da  sonst  der  Bruch  —  von  ge- 
rader Ordnung  und  somit  gegen  die  Voraussetzung  p*  —  Aq*  =  —  1 
sein  würde.    Da  nun  die  Periode  a,  /},...  'd', ...  /),  a  symmetrisch 

ist,  so  mulis  der  Bruch  ^-  bei  seiner  Entwicklung  die  auf  t  folgen- 
den  Quotienten  A, . . .  /I,  a  ergeben  (No.  11).  Mithin  kann  man  mit 
Hülfe  des  Tollständigen  Quotienten  'd'  -f-  ~  unmittelbar  den  Bruch  -^ 

aus  den   beiden  aufeinanderfolgenden  Brüchen  -^,  -^  ableiten,  und 

9  »f 

zwar  in  folgender  Weise: 


P 


f(»  +  -f )  +  /■" 


Hieraus  folgt: 

p  -  f{»9  +  2<^) + {rg  -  m 

Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung: 

^-Af^l=^{fg-  ff)*, 
SO  ergiebt  sich: 

ir  -  Äf)  i»g  +  2/)  =  2f{ff  -  fg). 
Setzt  man: 

r-Ag'  =  {ff-rg)D, 
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SO  wird: 

nnd  hieraus  erkennt  man^  dafs  D  ein  Teiler  sein  mufs  von  2f. 

51. 

Ist  erstens  B  gerade  und  gleich  2Mj  so  mufs  f^^Mk  sein 
und  die  Gleichung 

geht  über  in: 

Jf  «A»  —  Ag"  =  ^Mifg'^  -  fg). 

Nun  kann  aber  g  mit  M  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben,  da 
es  sonst  auch  einen  solchen  mit  /*«»  Mh  haben  würde;  mithin  ist  M 
ein  Teiler  von  Ä. 

Ist  also  Ä  sa  MNj  so  erhält  man: 

MV  -Ng^~2  {fg^  -^9)  =  +  2. 
Demnach  ist  in  diesem  ersten  Falle  die  Gleichung 

möglich,  wobei  zu  beachten  ist,  dafs,  wenn  die  Zahlen  M  und  N 

alle  beide  ungerade  sind,  die  eine  von  der  Form  4n  -f-  1,  die  andere 

von  der  Form  4n  -f~  3  sein  mufs.     Denn  wären  sie  beide  von  der 

Form  4n  +  1  oder  beide  von  der  Form  4n  +  3 ,  so  würde  die  linke 

Seite   durch   4   teilbar   sein;   sie   konnte   sich   also   nicht   auf  +  2 

reducieren. 

Ist  zweitens  D  ungerade  und  gleich  My  so  mufs  man  f^^^Mh 

setzen.    Dies  giebt: 

3PA«  -  ^/  =  +  M. 

Somit  ist  A  ebenfalls  teilbar  durch  M^  und  man  erhält,  wenn  A  «=»  MN 

gesetzt  wird: 

Mh^  ^  Ng^  =  ±  1. 

Aus  diesen  beiden  Fällen  ergiebt  sich  der  folgende  Sats: 

Ist  eine  beliebige,  aber  nicht  quadratische  Zahl  A  ge- 
geben, so  ist  es  immer  möglich,  diese  Zahl  in  zwei  Fak- 
toren Jlf  und  ^von  der  Beschaffenheit  zu  zerlegen,  dafs  die 
eine  der  beiden  Gleichungen 

Mx^  -  iVy«  =  +  1 
Mx^  ^Ny^  =  ±2 

befriedigt  wird,  wenn  man  das  Zeichen  der   rechten  Seite 
passend  wählt 


§  7.  Sätze  über  die  Möglichkeit  der  Gleichungen  Mx^  —  Ny^  =  ±  1|  ±  2.    71 

Ferner  ist  noch  folgendes  zu  beachten: 

1)  Für  eine  und  dieselbe  Zahl  A  ■^=  MN  giebt  es  stets  nur  eine 
Art,  einer  dieser  Gleichungen  zu  genügen;  denn  es  ergiebt  sich  aus 

der  Entwicklung  von  Y^  ^  einen  Kettenbruch  nur  ein  mittelster 
Quotient. 

2)  Nimmt  man  Jf  «=  1,  wodurch  N '=^  Ä  wird,  so  muTs  man 
die  Gleichung  a^  —  Ay^  =»  1  ausscheiden,  da  man  ihr  durch  kleinere 
Zahlen,  wie  x  =^p  und  y  «»  ^  sind,  nicht  genügen  kann.  Es  bleiben 
daher  nur  die  drei  Gleichungen: 

a^  —  Ay^'^—ly    a;»  —  .ly«  =  2,    ä«  —  .ly«  =  -  2,      • 

und  diese  werden  sehr  häufig  unmöglich  sein,  z.  B.  die  erste,  wenn 
einer  der  Primfaktoren  von  A  von  der  Form  4n  -{-  3  ist,  die  zweite, 
wenn  einer  dieser  Faktoren  von  der  Form  8n  -f"  ^  o^^f  8n  -f-  3  ist, 
und  die  dritte,  wenn  ein  Faktor  von  der  Form  8n  -f~  ^  oder  8n  -f-  7 
existiert 

Ist  A  eine  Primzahl,  so  kann  man  keine  andere  Annahme 
machen,  als  Jf  >»  1  und  N^=^  A.  Alsdann  gelangt  man  durch  Dis- 
kussion der  Gleichungen  x*  —  Ay^  '*='  i  1  >  ^*  —  ^V^  =  +  2  zu  den- 
selben Sätzen  wie  oben  hinsichtlich  der  Primzahlen  Yoti  der  Form 
4n-t-l,  8n  +  3,  8«  +  7.  Ebenso  würde  man  diejenigen,  welche 
auf  die  bereits  behandelten  Formen  A  «>  MN,  A  «»  MM'N  Bezug 
haben,  erhalten. 

52. 
Ist  die  Gleichung 

a?  —  Ay^  =  —  1 

auflösbar  (dies  findet  statt  nicht  allein  in  dem  Falle,  wo  A  eine 
Primzahl  von  der  Form  4n  +  1  ist,  sondern  noch  in  unendlich  vielen 
andern  Fällen),  so  hat  man  2)  «s  1  und  &  =^2a.  Daraus  folgt,  dafs 
die  Quotienten  a,  /}, . . .  bis  X  eine  symmetrische  Reihe  bilden  (No.33). 
Ferner  mufs  eben  diese  Reihe,  da  alsdann  f^  —  Ag^  =»  —  1  ist,  aus 
einer  geraden  Anzahl  von  Gliedern   bestehen.    Hiernach   wird   sich 

die  Entwicklung  von  YA  in  einen  Eettenbruch  bis  zum  Näherungs- 
bmche  —  hin  folgendermafsen  darstellen: 

Quotienten:  a  ,    a  ,  /3, . . .    ft  ,    ft  , . . .  /),     a  ,  2a 

Naherungsbrüche:  ^y  -jy -^,    -  ,  • '  •  •,  -o",    ^  • 

Nun  kann  man  mit  Hülfe  der  beiden  aufeinanderfolgenden  Brüche 
-V  y  —  f  welche  den  mittleren  Quotienten  ft,  ft  entsprechen,  unmittel- 
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bar  den  Wert  von  —  erhalten,  nämlich: 


9 
f        -fö)  +  -^ 


mn  +  OT°n^ 


Hieraus  folgt: 

Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung: 

und  reduciert  man  diese,  so  erhält  man: 

A{n^  +  n^«)  =  iw«  +  m^^ 
oder: 

m«  —  ^n«  =  —  (w'^«  —  iln°0. 

Sind  ^^—^ —  und  ^  ^ —  die  den  Näherungsbrüchen  ^,  —  ent- 
sprechenden vollständigen  Quotienten,  so  hat  man  (No.  30): 

m*  —  Än^  =  (iwn^  —  fnf'n)D, 
und: 

^0«  _  ^/2 (^„0  _  ^0^)2)«. 

Mithin: 

1)^  =  0. 

Da  aber  allgemein 

2)2)0  +  j«  =  ^ 

ist,  so  folgt: 

^  =  2)*  +  eP. 

Allemal  also,  wenn  die  Gleichung  x^  —  Äy^  s=  —  l  auflösbar 
ist  (was  unter  andern  stets  dann  stattfindet,  wenn  Ä  eine  Primzahl 
von  der  Form  4n  -{-  1  ist),  läfst  sich  die  Zahl  A  in  zwei  Qua- 
drate zerlegen.     Diese  Zerlegung   wird   unmittelbar   durch 

den  vollständigen  Quotienten  - — ^ —  gegeben,  welcher  dem 

zweiten  der  mittleren  in  der  ersten  Periode  der  Entwick- 
lung von  yÄ  auftretenden  Quotienten  entspricht.  Sind  die 
Zahlen  J  und  D  auf  diese  Weise  bekannt,  so  erhält  man 
A  =  D^  +  J^. 

Dieser  Schlufs  enthält  einen  der  schönsten  S&tse  der  Zahlen- 
theorie, nämlich: 

„Jede  Primzahl  von  der  Form  4n -f- 1  ist  die  Summe 
zweier  Quadrate/' 
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Derselbe  giebt  zugleich  das  Mittel  an  die  Hand;  um  diese  Zer- 
legung auf  direktem  Wege  und  ohne  jedes  Probieren  auszuführen. 

§8. 

Znraekfahnmg  der  Formel  Ly*  -f-  ^y^  +  ^^  ^^^  ^^^  einfachsten 

Ausdruck. 

53. 

Die  Eoefficienten  L,  M,  N  ia  dieser  Formel  werden  als  gegebene 
Zahlen  (jedoch  von  der  Art,  dafs  sie  nicht  alle  drei  durch  eine  und 
dieselbe  Zahl  teilbar  sind)  angenommen;  die  Grofsen  y  und  0  dagegen 
sind  unbestimmte  Zahlen,  denen  man  alle  möglichen  positiven  oder 
negativen  ganzzahligen  Werte  unter  der  einzigen  Einschränkung,  dafs 
y  und  e  prim  zu  einander  sein  sollen,  beilegen  kann.  Es  wird  daher 
stets  unendlich  viele  Zahlen  geben,  welche  durch  dieselbe  Formel 
L^  -f-  Myg  -{-  Nu*  dargestellt  werden.  Im  Allgemeinen  aber  kann 
diese  Formel  verschiedene  Formen,  welche  alle  dieselben  Zahlen 
anter  sich  begreifen,  annehmen,  und  es  handelt  sich  nunmehr 
darum,  den  einfachsten  Ansdmok  aller  dieser  Formen  zu  be- 
stimmen. 

Wir  werden  zunächst  den  Fall  betrachten,  wo  Jlf  eine  gerade 
Zahl  ist,  .weil  dieser  die  meiste  Anwendung  findet;  sodann  werden 
wir  die  analogen  Resultate,  welche  gelten,  wenn  M  ungerade  ist, 
angeben. 

Ist  also  die  Formel 

pf^  +  2qy0  +  rg^ 

gegeben,  in  welcher  p,  q,  r  gegebene  Zahlen  sind,  und  will  man 
diese  Formel  in  eine  andere  umwandeln,  die  sich  von  ihr  nur  durch 
die  Koefficienten  unterscheidet,  so  mufs  man  setzen: 

y  =  /"y  +  w/ 

wobei  y  und  /  neue  unbestimmte  Zahlen  sind.  Hiernach  giebt  die 
Einsetzung  dieser  Werte  die  transformierte  Formel: 

deren  Koefficienten  sind: 

p~pr  +  2qf9  +  rg' 

q  =pfm  +  q{fn  +  gm)  +  rgn 

/  BS  pni?  +  ^9if^^  +  ^^^' 
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Damit  nun  die  Koefficienten  fj  g^  m,  n  den  Bereich  der  unbestimmten 

y  und  e  in  der  gegebenen  Formel  nicht  beschränken,  ist  erforderlich, 

dafs  die  Werte  von  y'  und  e',  ausgedrückt  durch  y  und  g,  nämlich 

f       ny  —  mz 
^        fn-^mg 


fn  —  mg  ' 

ganze  Zahlen  seien  ^  und  zwar  unabhängig  von  jedem  besonderen 
Werte  von  y  und  0.    Dazu  mufs  also  sein: 

/n  —  w^  «=»  +  1. 

Daraus  erkennt  man,  dafs  man  zwei  Eoefficienten,  etwa  f  und  gj 
willkürlich  annehmen  kann^  vorausgesetzt,  dafs  sie  prim  zu  einander 

m  f 

sind.    Nimmt  man  sodann  für  —  den  Näherungsbruch,  welcher  - 

in  der  Entwicklung  des  letzteren  Bruches  in  einen  Eettenbruch  Tor- 
hergeht,  so  ist  hierdurch  die  Bedingung  fn  —  mg  «=  +  1  erfüllt,  und 
man  kann  sicher  sein,  dafs  jede  Zahl,  welche  in  der  Formel 

enthalten  ist,  auch  in  ihrer  Transformation 

enthalten  ist  und  umgekehrt.  Da  ferner  y  und  z  nach  Voraussetzung 
prim  zu  einander  sind,  so  müssen  es  y  und  0'  ebenfalls  isein;  denn 
hätten  y'  und  /  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  '&,  so  würden  die 
Zahlen  y  und  0  ebenfalls  (den  Werten  y  ^^  fy'  -^  w/,  e  ^=^gy  -{-ns 
zufolge)  durch  ^  teilbar  sein,  was  im  Widerspruch  steht  mit  der 
Voraussetzung. 

Wir  bemerken  ferner,  dafs  die  für  p\  g',  r  gefundenen  Werte 
die  Gleichung  ergeben: 

1>V  —  g'»  =  (jpr  —  g«)  {fn  —  rngf  ^pr  —  q\ 

woraus  folgt^  dafs  „die  Gröfse  pr — 9'  und  die  ihr  entsprechende 
pr  — y*  in  der  transformierten  Formel  gleich  und  von 
gleichem  Zeichen  sind'^ 

Diese  Gröfse  jir  —  g*  bestimmt  die  besondere  Beschaffenheit 
der  Formel  py^ -{-  2qye -}- rg^  rücksichtlich  der  beiden  Faktoren 
^y  "^  ß^f  yy'\r^^9  c^üs  denen  man  sich  dieselbe  zusammengesetzt 
denken  kann.  Wenn  diese  Faktoren  imaginär  sind,  so  ist  die  Grölse 
pr  —  2*  positiv;  sind  dieselben  entweder  gleich  oder  rational,  so  ist 
die  Gröfse  pr  —  g*  gleich  0  bezw.  gleich  einer  negativen  Quadratzahl. 
Sind  sie  endlich   reell,   aber  irrational,   so  ist   die  Gröliie  pr  —  ^ 
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gleich  einer  negativen^  oichtquadratischen  Zahl.    Maü  erkennt  dies^ 
wenn  man  die  Formel  py^  +  2qya  +  rjer*  auf  die  Form  bringt: 

j[py  +  i^  +  ffV^  —  rp]   [py  +  qe-eYq^  —pr]. 

Wir  werden   diese  verschiedenen  Fälle  getrennt  von  einander 

imtersttchen.    Vor  allem  andern  aber  müssen  wir  folgende  allgemeine 

Auljsabe*)  lösen. 

54. 

Ist  die  unbestimmte  Formel  pj^  -f-  2qy0  -f-  rz^  gegeben^  in 
welcher  der  mittlere  Koefficient  2q  gröfser  ist  als  einer  der 
beiden  äufseren  Eoefficienten  p  und  r  oder  auch  gröfser  als 
alle  beide^  so  soll  man  diese  Formel  in  eine  andere  ähnliche  trans- 
formieren, in  welcher  der  mittlere  Koefficient  kleiner  als  jeder 
der  äufseren  oder  wenigstens  nicht  gröfser  als  der  kleinste  der 
beiden  letzteren  ist. 

Wir  setzen  2q>p  voraus ,  und  in  dem  Falle,  wo  zugleich  2q>p 
and  2q>r  ist,  sei  p  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  p  und  r,  ab- 
gesehen von  ihren  Vorzeichen.    Setzen  wir: 

y^y  —  fne, 
wo  m  ein  noch  unbestimmter  Koefficient  ist,   so  ergiebt   die  Sub- 
stitution dieses  Wertes  die  transformierte  Formel: 

jjy  «  —  {2pm  —  2q)y'i  +  (pm*  —  2qm  +  r)0\ 

Die  unbestimmte  Zahl  m  kann  man  derart  annehmen,  dafs  2pm  —  2q 
kleiner  als  p  oder  gleich  p  ist     Dazu  mufs  m  die  ganze  Zahl  sein, 

welche  dem  gegebenen  Bruche  -^ ,  sei  es  nach  oben  oder  unten  hin, 

am  nächsten  liegt    Setzt  man  sodann: 

pm  —  q^^  q'f    pwi*  —  2qm  •■{'  r  ^r, 

so  wird  die  transformierte  Formel: 

py^  —  2qyz-\-r0\ 
and  es  ist: 

pr'  —  g'*  =|>r  —  g*,  und  2q'  <jp, 

wobei  das  Zeichen  <  die  Gleichheit  nicht  ausschliefst 

Da  nun  gleichzeitig 

2q>p  und  2g'  <p 
ist,  80  folgt  daraus: 

ä  <  2- 

*)  Die  Lösung  dieser  An^be,  einer  der  wichtigsten  in  der  unbestimmten 
Analysis,  verdankt  man  Lagrange.  Siehe  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie 
Tom  Jahre  1778.  Anm.  d.  Verf. 
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Dies  ist  das  Hauptziel  dieser  ersten  Rechnung.  Wenn  jetzt  in  dieser 
transformierten  Formel  der  Koefficient  2q  obwohl  kleiner  als  p, 
noch  grofser  als  r  ist,  so  kann  man  ebenso  verfahren,  und  wird 
dadurch  eine  neue  transformierte  Formel  erhalten,  in  welcher  der 
mittlere  Koefficient,  welcher  2q"  heifsen  möge,  kleiner  als  2q  ist 
Nun  kann  eine  Reihe  abnehmender  ganzer  Zahlen  g,  q,  c[\  q'\ . . . 
nicht  ins  Unendliche  fortgehen;  setzt  man  demnach  dieselben  Rech- 
nungen weiter  fort,  so  gelangt  man  notwendig  zu  einer  transfor- 
mierten Formel,  bei  welcher  es  eine  weitere  Reduktion  nicht  mehr 
giebt,  und  die  demnach  so  beschafiPen  sein  wird,  dafs  der  mittlere 
EoefQcient  keinen  der  beiden  äufseren  übersteigt  Diese  transfor- 
mierte Formel  leistet  der  gestellten  Aufgabe  Genüge;  die  in  ihr  vor- 
kommenden unbestimmten  Zahlen  werden  ebenfalls  prim  zu  einander 
sein  und  die  jjr  —  g*  entsprechende  Gröfse  wird  denselben  Wert  und 
dasselbe  Vorzeichen  besitzen,  wie  in  der  gegebenen  Formel.  Dann 
diese  beiden  Bedingungen  sind,  wie  wir  gezeigt  haben,  beim  Über- 
gange von  einer  transformierten  Formel  zur  andern  immer  erfüllt. 
Wir  wollen  als  Beispiel  die  Formel 

35y*+  172yjEr+210j5« 

betrachten.   Da  die  dem  Bruche  -^  «=  -»^  am  nächsten  liegende  ganze 
Zahl  2  ist,  so  setze  man: 

y  =  J^  —  2^. 

Dies  giebt  die  transformierte  Formel: 

35y  *  —  1401  y';»  +  140 U«  =  35y  «  +  %2y  z  +  6^«. 

+  172]   —  344 

+  210. 

Da  in  dieser  der  mittlere  Koefficient  32  grofser  ist  als  der  aufsere 
Koefficient  6,  so  mufs  man  in  derselben  Weise  zu  einer  neuen  trans- 

16 

formierten  Formel  übergehen.    Nimmt  man  also  die  dem  Bruche  -r- 
am  nächsten  liegende  ganze  Zahl,  welche  3  ist,  und  setzt  man: 

z  =  z  —  3y , 

so  wird  die  neue  transformierte  Formel: 


6/«  -  361/y  +  54] 
+  32J       —  96 
+  35J 


y'«  =  6/«  -  4/y'  -  ly\ 
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Diese  letztere  erfüllt  die  verlangten  Bedingungen,  da  der  mittlere 
EoefiBcient  4  kleiner  ist  als  jeder  der  äufseren  6  und  7.  Zugleich 
sieht  man,  dafs  die  Grofse  pr  —  q^  in  der  gegebenen  Formel  ebenso 
wie  in  der  transformierten  gleich  —  46  ist.  Was  die  Beziehung 
zwischen  den  ersten  Yeränderlichen  y  und  is  und  den  neuen  y  und  / 
anlangt,  so  findet  man,  dafs  dieselbe  durch  die  Gleichungen 

y  =  7j/-2/ 

e^z'    —Sy 
gegeben  ist 

Wir  untersuchen  jetzt  die  drei  allgemeinen  Fälle,  deren 

wir  oben  (No.  53)  Erwähnung  gethan. 

55. 
Ist  erstens  pr  —  ^  gleich  einer  negativen  Zahl  —  A,  so 
können  wir  annehmen,  dafs  die  Formel  py^  -j"  ^itf^  -f-  ^^^  ^^f  die 
einfachste  Form  gebracht  sei,  so  dafs  2q  weder  p  noch  r  übersteigt 
Alsdann  aber  behaupte  ich,  dafs  die  Zahlen  p  und  r  von  verschie- 
denen Vorzeichen  sind.  Denn  hätten  sie  dasselbe  Zeichen,  so  würde 
pr  positiv  und  >  4g^,  demnach  pr  —  g*  positiv  und  >  3}*  sein,  und 
diese  Grofse  könnte  somit  nicht  gleich  —  A  sein.  Wir  können  daher 
Toraussetzen,  dafs  die  in  "Rede  stehende  Formel  die  folgende  sei: 

ay*  +  2hye  —  cz\ 

wo  a  and  c  positiv  und  ac  -^  V  ^^  A  ist.  Femer  aber  hat  man 
stets  26  <  a  und  26  <  c,  folglich  ac  +  6*  >  56*,  und  daher  56*  <  A, 
oder 


»<n 


Zu  gleicher  Zeit  sind  die  Grenzen  von  ac: 

4 

ac<,A.    ac>~  A. 

'  o 

Bemerkung.  Es  kann  vorkommen,  dafs  verschiedene  der- 
artige Formeln  wie  ay*  +  26yjer  —  ce'  einem  und  demselben 
Werte  von  A  zugehoren  und  zugleich  der  Bedingung  26  <a  und 
2h<,c  genügen,  ohne  dafs  sie  jedoch  wesentlich  von  einander 
verschieden  wären.    So  geben  z.B.  die  beiden  Formeln: 

und: 

2y«  +  2y^  —  3«* 

in  gleicher  Weise  ac  +  6*  «=  7  und  26  <  a  und  <  c.     Setzt  man 
indessen: 
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y  =B  2<  —  5u,    xr  =*  3m  —  1^, 

so  geht  die  Formel  2y*  +  2ye  —  3z*  in  ^*  —  7w*  über,  und  setzt 
man  umgekehrt  in  dieser  letzteren: 

'  =  3y  +  5jer,    ti  «=  y  +  2jef, 

so  verwandelt  sie  sich  in  die  erstere  2y*  +  ^tf^  —  Sjb?.  Daraus  er- 
kennt man,  dafs  diese  beiden  Formeln  in  Wirklichkeit  nur  zwei  ver- 
schiedene Ausdrücke  einer  und  derselben  Formel  sind,  und  dafs  es 
keine  in  der  einen  von  ihnen  enthaltene  Zahl  giebt,  die  nicht  auch 
mit  demselben  Werte  und  demselben  Zeichen  in  der  andern  ent- 
halten wäre. 

Ist  die  Zahl  Ä  gegeben,  so  kann  man  leicht  alle  Formeln 
ay*  +  2Jyi?  —  ce*  finden,  welche  den  Bedingungen  6*  +  ac  =  -4, 
2&  <  a  und  <  c  genügen,  und  es  ist  klar,  dafs  die  AnwtM  dieser 
Formeln    notwendig   besohr&nkt    ist,    da    a   und   e    positiv   und 

6  <  l/y  sein  mufs.  Nachdem  man  aber  diese  verschiedenen  For- 
meln gefunden  hat,  hat  man  noch  diejenigen  abzuscheiden,  welche 
nicht  wesentlich  von  einander  verschieden  sind,  um  die  Gesamtheit 
auf  die  kleinstmögliche  Anzahl  reducieren  zu  können.  Diese  Unter- 
suchung wird  uns  im  §  13  beschäfb'gen. 

Ist  zweitens  unter  der  beständigen  Voraussetzung,  dafs 

pr  —  g*  =  —  Ä 

sei,  Ä  ein  voUständigOB  Qxiadraty  so  ist  die  gegebene  Formel 

PU^  +  2ffyjef  +  r^ 

in  zwei  rationale  Faktoren  {ay  -f-  ß^)  {ytf  -f*  Sz)  zerlegbar.  Hat  man 
ferner  pr  —  g^  »=  0,  so  sind  diese  beiden  Faktoren  einander  gleich. 
Diese  Fälle  bedürfen  keiner  weiteren  Auseinandersetzung,  und  man 
erkennt  leicht,  welches  alsdann  der  einfachste  Ausdruck  der  gegebenen 
Formel  ist. 

Ist  daher  drittens  pr  —  q*  gleich  einer  positiven  Zahl  Af 
und  setzen  wir  wiederum  voraus,  dafs  die  Formel  py*  +  2qyß-{'  rr 
auf  ihren  einfachsten  Ausdruck  gebracht  sei,  so  dafs  2q  weder  f 
noch  r  übersteigt,  so  hat  man  pr  >  4j*  und  3g*  <  A  oder: 

1  <  Vi 

Zugleich  sieht  man,  dafs  pr  stets  zwischen  den  Grenzen  A  und 
yA  enthalten  ist. 

Ist   die  Zahl  A   gegeben,   so   kann   man  leicht  alle  Formeln 
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p^  +  2qy0'\'rj8^  finden,  welche  den  Bedingungen  j9r  —  q^  =  A 
und  2q<ip  und  <r  genügen.  Man  kann  ferner  beweisen,  dafs 
alle  diese  Formeln  wesentlich  von  einander  verschieden  sind 
und  sich  nicht  auf  eine  geringere  Anzahl  redacieren  lassen. 
Dies  wird  durch  die  beiden  folgenden  Sätze  geschehen. 

56. 

Sats.  Wenn  die  unbestimmte  Formel  py^  -{'  2qyz  -}-  rz^ 
80  beschaffen  ist,  dafs  2g  weder  p  noch  r  übersteigt,  und 
wenn  zugleich  j}r  —  g*  gleich  einer  positiven  Zahl  Ä  ist,  so 
behaupte  ich,  dafs  die  beiden  kleinsten  in  dieser  Formel  ent- 
haltenen Zahlen  |>  und  r  sind. 

Man  beachte  zuerst,  dafs  die  Formel  py^  +  2qyz  +  rz^y  ana- 
lytisch betrachtet,  dieselbe  ist  wie  py*  —  2qyz  +  rz^,  da  man  nach 

Belieben  die  Unbestimmten  y  und  z  positiv  oder  negativ  nehmen 
kann.  Nun  ist,  unter  übrigens  gleichen  Umständen, 

l>y*  +  2qyz  +  rz^, 

worin  wir  die  drei  Glieder  positiv  annehmen,  grofser  als 

py^  —  2qyz  +  ri^] 

mithin  kann  nur  in  Bezug  auf  diese  letztere  das  Minimum  stattfinden. 

Es  sei  also  P  =  py^  —  2qyz  +  rs^  und  y>  z.   Setzen  wir  y  —  1 

an  die  Stelle  von  y  und  nehmen  wir  an,  dafs  P  in  P'  übergehe,  so 

erhalten  wir: 

F  —  P''2py+p  +  2qz 
oder* 

P'  =  P-2q(jf-z)^y(p-2q)^p(f,-l). 

Wegen  p>2q  und  y  >  j9  ist  aber  offenbar  P'  kleiner  als  P,  selbst 
wenn,  wie  wir  immer  voraussetzen,  das  Zeichen  >  auch  die  Gleich- 
heit mit  einschliefst. 

Man  konnte  einwerfen,  daCs,  wenn  auch  P'  ^^a  p  —  Q^  wo  Q  eine 
positive  GrolBC  ist,  doch,  im  Falle  Q  selbst  gröfser  als  P  wäre,  P' 
einen  negativen  Wert  haben  konnte,  der  grofser  als  P  wäre.  Dieser 
Einwarf  ßUt  von  selbst,  wenn  man  beachtet,  dafs  es  keinen  Wert 
Ton  y  und  z  giebt,  für  welchen  die  Formel  py^  —  2qyz  +  rz^  negativ 
würde,  da  seine  Faktoren  imaginär  sind. 

Es  folgt  hieraus,  dafs  man,  welches  auch  die  Werte  von  y  und  z^ 
die  das  Resultat  P  geben,  sein  mögen,  ein  kleineres  Resultat  findet, 
wenn  man  die  grofste  der  beiden  Zahlgröfsen  y  und  z  oder,  im  Falle 
sie  gleich,  die  eine  von  ihnen  um  eine  Einheit  vermindert.  Der  von 
ans  gemachte  Schlufs  würde  nämlich  ebenfalls  gelten,  wenn  y  =^  z 
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wäre.  Verkleinert  man  aber  die  Unbestimmten  y  und  g  in  derselben 

Weise  weiter^  so  gelangt  man  notwendig  zu  den  Werten  y  =  \  und 

jBf  s=s»  1.    Mithin  ist  die  Gröfse  F ^^p  —  2q-{'  r^  welche  den  Werten 

y^^ly  £1  s==  1  entspricht^  kleiner  als  alle  diejenigen^  welche  zu  grofseren 

Werten  dieser  Veränderlichen  gehören. 

Andrerseits  aber  ist  die  Zahlgröfse  p  —  2^  +  r,  da  2^  <jp  und 

<  r  ist,  grofser  oder  mindestens  gleich  der  grofsten  der  beiden  Zahlen 

p  und  r.     Folglich  sind  die  beiden  Zahlen  p  und  r  die  kleinsten  in 

der  gegebenen  Formel  enthaltenen  Zahlen,  und  nächst  diesen  ist* die 

kleinste:  p  —  2^  +  r. 

57. 

Satz.  Wenn  zwei  unbestimmte  Formeln  jpy*  +  2gyjEr-{-r/ 
und  py^  -{-iqyz  '\'  r  z^  beide  so  beschaffen  sind,  dafs  der 
Eoefficient  des  mittleren  Gliedes  keinen  der  äurseren.Eoef- 
ficienten  übersteigt,  und  wenn  zugleich  die  Grofsen^r  — g* 
und  p'r  —  g*  einer  und  derselben  positiven  Zahl  A  gleich 
sind,  so  behaupte  ich,  dafs  diese  beiden  Formeln  wesentlich 
von  einander  versohieden  sind  und  sich  nicht  auf  eine  und 
dieselbe  Formel  reducieren  lassen. 

Denn  wenn  es  möglich  wäre,  die  eine  von  diesen  Formeln  in  die 
andere  zu  transformieren,  so  müfste  die  eine  von  beiden  mindestens  eine 
Zahl  in  sich  enthalten,  welche  kleiner  als  einer  ihrer  äufseren  Eoeffi- 
cienten  wäre.    Dies  verstöfst  aber  gegen  den  vorhergehenden  Satz. 

58. 
Bisher  haben  wir  die  Formel  iy*  +  Mye  +  Nz^  nur  für  den 
Fall  betrachtet,  wo  der  mittlere  Eoefficient  M  eine  gerade  Zahl  ist 
Setzen  wir  jetzt  voraus,  dafs  dieser  Eoefficient  eine  nn* 
gerade  Zahl  sei,  so  findet  man  durch  ähnliche  Betrachtungen  die 
folgenden  Resultate,  die  wir  uns  begnügen  anzuf&hren: 

1)  Jede  unbestimmte  Formel  Ly^  +  Myz  +  Ni^,  in  wel- 
cher Jf  >  2Z  ist,  läfst  sich  auf  eine  ähnliche  Formel  zurück- 
führen, in  welcher  der  mittlere  Eoefficient  kleiner  als  2L 
ist,  und  in  welcher  die  zu  AiLN  ^  IP  analoge  Grofse  den- 
selben Wert  und  dasselbe  Zeichen  besitzt  wie  diese.  Dazu 
mufs    man   y  ■»  y'  —  mz  setzen   und   für  m  die  ganze   Zahl 

nehmen,  welche  -^  am  nächsten  liegt. 

2)  Mithin  kann  man  mittelst  einer  oder  mehrerer  der- 
artiger Transformationen  die  gegebene  Formel  in  eine  ähn- 
liche umwandeln,  in  welcher  der  Eoefficient  des  mittleren 
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Gliedes  keinen  der  änfseren  übersteigt^  und  in  welcher  die 
Gröfse  ALN  —  HP  denselben  Wert  und  dasselbe  Zeichen, 
wie  in  der  gegebenen,  besitzt. 

3)  Wenn  4iLN — M^  gleich  einer  negativen  Zahl  —  B 
ist;  80  ist  die  transformierte  Formel,  welche  den  vorher- 
gehenden Bedingungen  genügt,  von  der  Form  ay^-^hyg  —  cz^^ 

wobei  J?  ==  J*  -f-  4ac,  J  <  a  und  <  c  und  folglich  h  <  l/-g-  isi 

Ist  die  Zahl  B  gegeben,  so  kann  man  leicht  alle  Formeln 
af-\''byg  —  CS?  finden,  welche  den  Bedingungen  6*  +  4ac  =  J?, 
i<a  und  <c  Genüge  leisten.  Jedoch  können  mehrere  von 
diesen  Formeln  identisch  oder  in  einander  transformierbai*  sein. 
Dies  soll  im  §  13  näher  untersucht  werden. 

4)  Wenn  4iLN — M}  gleich  einer  positiven  Zahl  B  ist, 
80  ist  die  transformierte  Formel  ay*  +  Jyje?  +  Cje?*,  welche 
den  vorerwähnten  Bedingungen  4ac  —  h^  ^^  B,  6<a  und  <c 

und  somit  ^  <  1/*ö~  g^^^gt,  von  der  Beschaffenheit,  dafs  a 

and  €  die  beiden  ,kleinsten  darin  enthaltenen  Zahlen  sind. 
Mithin  sind  alle  Formeln  dieser  Art,  welche  einer  und 
derselben  gegebenen  Zahl  JS  zugehoren,  wesentlich  von  ein- 
ander verschieden,  und  sie  lassen  sich  nicht  auf  eine  ge- 
ringere Anzahl  reducieren. 

§?. 

Entwicklung  der  Wurzel  einer  Gleichung  zweiten  Grades  in  einen 

Eettenbruch. 

59. 
Ist  die  Gleichung 

fa?  +  gx  +  h^O 

gegeben,  in  welcher  die  Eoefficienten  ganze  Zahlen  und  die 
Wurzeln  reell  sind,  so  soll  die  eine  dieser  Wurzeln,  die  wir  der 
Einfachheit  halber  als  positiv  betrachten  (wäre  sie  negativ,  so  konnte 
man  —  o;  an  Stelle  von  x  setzen  und  dem  Resultat  das  Zeichen  — 
TOTsetzen),  in  einen  Eettenbruch  entwickelt  werden. 

Nachdem  man  anfangs  nach  der  allgemeinen  Methode  gerechnet 
hat,  nehme   man   an,    dafs   man   bis   zu   den   aufeinanderfolgenden 

Näherungsbrüchen  ^ ,  ~  gelangt  sei.   Ist  is  der  diesem  letzteren  ent- 

sprechende  vollständige  Quotient,  so  erhält  man: 

Legend ro,  Z»hleiitheorie  I.  6 
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pz  +  p^ 


x  = 


qz  +  q^' 
und  folglich: 


q^x  —  p^ 


p  —  qx 

Setzt  man  fQr  x  seinen  Wert 


X 27 

ein,  so  ergiebt  sich:  

und  dieser  Ausdruck  geht  dadurch,  dafs  man  den  Nenner  rational 
macht^  über  in: 

Stellt  man  diesen  Wert  zur  Abkürzung  durch  die  Formel 

Va  +  j 

^ 5 — 

dar,  so  werden  die  Gröfsen  A^  cT*,  D  folgendermafsen  sich  ausdrücken : 

(pgP  -  p^q)J fppo  -  ^g(p^  +  p'^q)  -  hqg^ 

(|,gO  -jfq)D^  f^  +  gpq  +  Äg«, 

woraus  man  erkennt,  dafs  wegen  pq^ — jj^j  =  +  1  die  Zahl  D 
stets  eine  ganze  Zahl  ist.  Was  die  Zahl  J  betrifft,  so  wird  sie 
eine  ganze  Zahl  sein,  wenn  g  gerade  ist;  sie  wird  dagegen  stets  den 

Bruch  -T-  enthalten,  wenn  g  ungerade  ist. 

60. 

Wie  weit  man  auch  die  Entwicklung  von  x  in  einen  Ketten- 
brach  fortgesetzt  haben  möge,  der  vollständige  Quotient  g  drückt  sich, 
wie  man  sieht,   leicht  mittelst  der  beiden  letzten  Näherungsbrüche 

^,  —  aus.     Dies  könnte  dazu  dienen,  die  Entwicklung  noch  weiter 

fortzusetzen.  Indessen  kann  man  unabhängig  von  den  Nähe- 
rungsbrüchen das  Fortschreitungsgesetz  der  vollständigen 
Quotienten  erhalten.     Es  seien  nämlich 

VA  +  J^        VÄ  +  J        Vä  +J' 
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drei  von  diesen  aufeinanderfolgenden  Quotienten  und 

¥^      P_      £_ 

die  ihnen  entsprechenden  Näherung^brüche.   Setzt  man  zur  Abkürzung: 
so  erhält  man,  wie  eben  gefunden  wurde: 

»-0=  ■    /i)*    +  9pq  +  hq^. 

Geht  man  von  hier  aus  zu  den  folgenden  Werten  über,  und  beachtet 
man  dabei,  dafs  aldann  i  sein  Zeichen  ändert,  da 

p'q  —pq'=-(pg^-.  pOq) 

ist,  so  werden  diese  Formeln: 

—  »•  J*  =  —  fp'p  —  —g(p'q  +  pq')  —  hq'q 

-iiy=       fp"  +  9P  q' -\- hq'^ . 
Nennt    man   nun   wie    gewohnlich  fi   den  Quotienten;   welcher  dem 
Brache  —  entspricht^  so  hat  man: 

und  diese  Werte  geben  in  die  erste  Gleichung  eingesetzt: 

iJ-  =  fi(/]p«  +  gpq  +  h^)  +  fpp^  +  I^OgO  +  p^q)  +  hqq^ 

oder: 

iJ'  =  fiiD  —  iJ, 

so  dafs  man  ohne  jede  Mehrdeutigkeit  erhält: 

J'  =  fiD-  J. 

Führt  man  dieselben  Substitutionen  in  der  Gleichung  fQr  D'  aus,  so 
erhält  man  in  gleicher  Weise: 

-  irr  =  ^«(/p»  +  gpq  +  hq*)  +  ii{2fpp'>  +  gpOq  +  gpq^  +  2hq^) 

+  fp"'  +  9P'q'  +  Aff"S 

und   da  die  rechte  Seite  sich  auf  fi^iD  —  2fiiJ  —  iB^  reduciert,  so 
ergiebt  sich  ebenfalls  ohne  Mehrdeutigkeit: 

oder: 

D'  =  Do  +  ^(j_  J-). 

Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  zwei  aufeinanderfolgende  vollständige  Quo- 
tienten • 

6* 
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^^  +  '^°_uO    I 
2)0       —  r   T^ 

gegeben  sind,  der  nächstfolgende         J —  sich  sehr  einfach   durch 

die  Werte 

J"  >^fiD  —  J 

D'  ^iy^  +  [i(J—  J') 

bestimmt  Es  ist  dies  dasselbe-  Gesetz ,  welches  -wir  bei  der  Ent- 
wicklung der  Quadratwurzeln  (No.  29)  gefunden  hatten. 

61. 

Eliminiert  man  fi  aus  den  beiden  vorhergehenden  Formeln,   so 
erhält  man: 

Nun  enthält  aber  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  dieselbeu  Grofsen 
wie  die  rechte,  mit  dem  einzigen  Unterschiede^  dafs  erstere  von  einer 
um  eine  Einheit  höheren  Ordnung  sind.  Mithin  muTs  jede  Seite  eine 
konstante  Grofse  sein.  Um  diese  GrÖfse  als  Funktion  der  Eoefficienten 
der  gegebenen  Gleichung  zu  bestimmen ,  sei  mit  Tc  die  gröfste  in  x 
enthaltene  ganze  Zahl  bezeichnet.  Dann  beginnt  die  Entwicklung 
des  Wertes  von  x  in  folgender  Weise: 

X  = j ^  =  *  H j 

f  VÄ  +  ^g  +  fk 

=  u.  s.  w. 


Demnach  kann  man  mit  Rücksicht  auf  die  beiden  ersten  vollstän- 
digen Quotienten 

setzen.    Dies  giebt: 

irD  +  J^  =  j^g^--fh  =  A. 

Welches  also  auch  die  Ordnung  des  vollständigen  Quotienten  ^—^—- 
sein  möge,  es  ist  allgemein: 
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Es  kann  vorkommen,  dafs  die  ersten  Werte  von  D  abwechselnd 
positiv  und  negativ  sind.    Denn  obwohl  x  immer  zwischen  zwei  aof- 

einanderfolgenden  Naherungsbrüchen  -^,  ^  liegt,  so  ist  doch  leicht 

zu  sehen,  dals,  wenn  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

weniger  von  einander  verschieden  sind,  als  diese  beiden  Näherungs- 
brache von  einander,  die  beiden  Resultate 

/jp*  4-  gpg.  +  *«*, 

welche  man  erhält,  indem  man  in  der  linken  Seite  der  Gleichung  ^ 

and  —  an   die  Stelle  von  x  setzt,  notwendigerweise  von  demselben 

Zeichen  and  somit  Ifi  und  D  von  verschiedenen  Zeichen  sind.  Da 
jedoch  die  Annäherung  mit  Hülfe  der  Eettenbrüche  sehr  schnell  zu- 
nimmt, so  kann  diese  Abwechslung  der  Zeichen  nur  bei  einer  kleinen 
Anzahl  der  ersten  Glieder  stattfinden,  und  es  werden  bald  die  Gröüsen 
D  beständig  dasselbe  Vorzeichen  besitzen. 

Rechnet  man  von  diesem  Punkte  aus,  wo  die  Reihe  der  voll- 
standigen  Quotienten  eine  regelmäfsigere  Form  annimmt,  so  erhält 
man,  da  die  Grolse  Dlfi  immer  positiv  ist,  zu  gleicher  Zeit: 

J<yÄ  und  B<2yÄ. 

Da  somit  die  Werte  von  J  und  D  in  dieser  Weise  beschränkt  und 
da  femer  2J  und  D  stets  ganze  Zahlen  sind,  so  kann  der  voll- 
ständige Quotient  - — ^ —  nur  eine  bestimmte  Anzahl  von 

verschiedenen  Werten  haben.    Mithin  mufis  man  nach  einer  mehr 

oder  minder  groüsen  Anzahl  von  Gliedern,  die  jedoch  V^X^V^ 
nicht  übersteigen  kann,  notwendig  auf  einen  bereits  gefundenen  voll- 
standigen  Quotienten  stofsen,  so  dafs  hiernach  der  Rest  des  Ketten- 
braches  nur  noch  aus  derselben  Reihe  oder  Periode  von  bereits  ge- 
fundenen Quotienten,  die  sich  bis  ins  Unendliche  wiederholt,  besteht. 

62. 
Es   giebt  somit  nnendlioh   viele   Näherungsbrüche   — ,  — , 

I  *  *  '7  welche  in   den   aufeinanderfolgenden  Perioden   einem  und 
demselben    vollständigen   Quotienten   ^^—^ —   entsprechen, 
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und  es  ist  von  um  so  gröfserer  Wichtigkeit;  den  allgemeinezi. 
draok  dieser  Brüche  zu  suchen^  da  sie  dazu  dienen,  unendlich 
viele  Auflösungen  der  Gleichungen  von  der  Form 

fy^  +  gyz  +  he^^  +  D 

zu  liefern. 

Es  sei  also  ft,  ft',  ft",  ...  oi  die  Periode  der  Quotienten,  i^-elche 

unendlich   oftmal   wiederholt   die   Entwicklung   von         ^- —    bildet. 

Mittelst  dieser  Quotienten  setze  man  die  Berechnung  der  Näherangs- 
brüche  von  x  in  folgender  Weise  fort: 

Quotienten:  fi ,   f^S  *  *  •     ^  j   (^  f  (^'7' ' '     ^7    f^  7  f^'  *  *  - 

NSherungsbrüche:  £.;,  |,  ^,  ...  V,  ^,    ....    ^,  J,    ...  . 

Femer  bezeichne  man  mit  -3-  den  Wert  des  Eettenbruches: 

P 

fi    -\ 

und  zwar  berechnet  bis  zum  Gliede  a>  einschliefslich.    Da  man   nnn, 
welches  auch  der  Wert  von  fi  sei, 

p'  ^  Pft  +  P^ 

hat,  so  ist  ebenso,  wenn  man  -g  an  Stelle  von  fi  setzt: 

p 

P.  _*?+*"   _  pa+p'ß 


Dies  giebt: 


«.  ,«+^  ««  +  9'<»- 


«i  =  ««  +  3V- 
Setzte  man        J —  an  die  Stelle  fi,  so  würde  man  ebenso  erhalten 


X  =        — 


C%^0 + «■ 


qVÄ  +  qJ+q^D 


Diese  Gleichung  würde  dieselben  Werte  von  J  und  D  geben,    die 
wir  oben  gefunden  haben.     Man  erhält  femer  daraus  unmittelbar: 
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« 

SeisEt  man  diese  Werte  in  die  Werte  von  Pi  und  qi  ein,  so  folgt: 

q,^q{a--^J+  ^  •  y  </)  +  ^fp. 

In   analoger  Weise  erhält  man  demnach,  wegen  der  Gleichheit  der 
Perioden: 

Setst  man  zur  Abkürzung: 

ß  ß 

so  ergiebt  sich  aus  diesen  Gleichungen: 

Hieraus  folgt;  dafs  die  Zähler  p,  p^y  p^^  ...  eine  rekurrente 
Reilie  bilden,  deren  Beziehungsskala  2q>,  —  s  ist.  Dasselbe 
ist    der  Fall   bei   der  Reihe   der  Nenner  q^  q^j  q^^  ...    Dieses 

Resultat  irilt  nicht  nur  ftlr  die  drei  ersten  Glieder  —,—,—,  son- 

dem  auch  fär  drei  beliebige  andere^  wofern  dieselben  unmittelbar 
aufeinanderfolgen. 

Nun  erg^ebt  sich  aus  der  bekannten  Theorie  dieser  Reihen,  dafs, 
wenn  man 

(9  +  *1/I)"  =  <t>  +  V /i 
setzt,  wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist,  das  verlangte  allgemeine 

P 
Glied  —  durch  die  Formeln  gegeben  wird: 

g,  =  a'<t)  +  6"V, 

worin  nur  noch  die  Eoefficienten  a ,  h\  a\  h"  zu  bestimmen  sind. 
Setzt  inan  hierzu  n  =«  0  und  folglich  0  =a  l^  ^l'  =s  0,  so  kann  man 
p«  sssp^  g,  SS  g  setzen,  und  erhält  dadurch: 

a'  =1?,  a"  =  q. 
Ist  sodann  n  »»  1,  so  mufs  sein: 

Ji  =  29  +  &'>• 
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Hieraus  und  aus  den  bekannten  Werten  von  p^  und  q^  folgt: 

6'  =  —  ^9P  —  hq 


2 
2 


&"=     igü  +  fP' 


Mithin  wird  schlieüslich  das  allgemeine  Olied  -^  durch  die  For- 
mein  bestimmt: 


P'i>  -  (i  9P -\- hq)  ^ 

i<i^  +  (i  gq  +  fp)  "V . 


Wir  werden  jetzt  zeigen^  dafs,  obwohl  die  Werte  von  g)  und  ^ 
und  folglich  auch  die  von  0  und  ^  dem  Anschein  nach  unter  Bruch- 
form sich  darstellen,  nichtsdestoweniger  diese  Zahlgro&en  höchstens 

nur  den  Bruch  y  enthalten  können,  was  jedoch  nicht  hindert,   dafs 

die  Werte  von  pn  und  g«  stets  ganze  Zahlen  sind. 

63. 

Wir  betrachten  den  Eettenbruch,  welcher  aus  dem  vollständigen 

Quotienten 

V2  +  J 

hervorgeht,   und  der  sich,   wie  bereits  erwähnt,  aus  der  unendlich 
oftmal  wiederholten  Periode  fi,  fi',  (i\  . . .  oi  zusammensetzt.     Be- 
rechnet man  die  "Näherungsbrüche  von  is.  nach  der  gewöhnlichen  Vor- 
schrift: 
Quotienten:  ft,     fi',    (t!'  . . .    o ,      ft,    ft',  (i\  ...  o,  ... 

Näherungsbrüche:  -q-?     y?      '    '"    Wf     T'      ' ' 

so  erhält  man  nach  der  ersten  Periode: 

_   az  +  a^ 
^~  ße  +  ß^' 

oder: 

Setzt  man  für  z  seinen  Wert  ^^  ^^  ™^  s®***  sodann  die  gleich- 
artigen Glieder  einander  gleich,  so  ergeben  sich  die  beiden  Gleichungen : 

P"Si  "• D "• 
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Hieraus  folgt: 

D    ~  2 


Non  geben  die  Werte  von  q>  und  f: 

and  Iderin  reduciert  sich  zonächst  wegen  A  —  tP  =  DD^  die  rechte 
Seite  auf: 

oj  ßB^ 

Setzt    man  sodann  die  gefundenen  Werte  von  ^  und  ^-^  ein,  so 
geht  sie  über  in: 

«»  -  2a  ('^)  -  ßa\ 
oder  in: 

so  dals  man  erhält: 

Nach  diesem  Resultate  scheint  es,  als  ob  die  Gröfsen  9  und  ^ 
dieselben  blieben,  mag  man  die  Periode  fi,  fi',  fi',  . . .  o  mit  .dem 
Quotienten  fi  oder  mit  jedem  andern  Gliede  fi\  (i%  . . .  beginnen, 
iprofem  dieselbe  nur  aus  denselben  Quotienten  besteht  und  letztere 
in  derselben  Reihenfolge  wie  in  der  Periode  geordnet  sind.  Hierüber 
kann  man  sich  übrigens  leicht  Gemfsheit  verscha£fen,   indem  man 

cT*  und  jy  an  Stelle  von  J  und  D  nimmt  und  einen  Wert  von  ^ 

P 

berechnet)  welcher  den  Quotienten  11,  (i"  , .,  ca,  [i  entspricht.  Man 
wird  in  der  That  genau  dieselben  Werte  für  die  Zahlen  <p  und  ^ 
erhalten. 

Da  femer  9  «=  a  —  i  eT"  =  "  "t  ^    ist,  so  ist  klar,  dafs  tp  eine 

ganze  Zahl  ist  oder  höchstens  den  Bruch  ^  enthält.    Von  der  andern 

ß 
Zahl  ^  *°  -g-  aber  behaupte  ich,  dafs  sie  stets  eine  ^anze  Zahl  ist. 

64. 
Wäre  nämlich  ^  keine  ganze  Zahl,  so  sei  -~  der  einfachste 
Ausdrack  f&r  sie,  so  dafs  man  erhielte: 
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Nan  hatten  wir  gefanden: 

<  =  A_JL. 

man  könnte  also  auch  setzen: 

aO  =  Ay,    Dö  =  A*. 


Ferner  ist: 


ßj yj tf  —  pQ  _ 


folglich  mufs  -^^ —  eine  ganze  Zahl  sein^  und  demnach  kann    man 

setzen: 

Werden  diese.  Werte  in   die  Gleichung  DD®  -\-  tP  =  Ä  eingesetzt, 

so  erhält  man: 

(4ö'A  +  H^d^^4:A=g*  —  Afh. 

Wenn  also  die  Zahl  g^  —  Afh  keinen  quadratischen  Teiler  hat,    so 

ist  notwendig  d  «=  1,  und  alsdann  ist  bewiesen,  dals  -g^  eine  ganze 

Zahl  ist.    Besitzt  dagegen  g* — 4/%  einen  quadratischen  Faktor  ö^,  so 
kann  die  vorhergehende  Gleichung  stattfinden,  und  wir  müssen  demnacli 
die  weiteren  Folgerungen  untersuchen,  die  man  aus  ihr  ziehen  kann. 
'Nun  hat  man: 

J=^^iy'  —  J\    oder  /®  =  ftOD®-/=^n(J-  ^*. 

Folglich  ist  J®  durch  d  teilbar.    Man  hat  femer: 

D  =  D«^  +  ft«(/o  — J), 
und  hieraus  ergiebt  sich: 

Da  die  rechte  Seite  ebenfalls  durch  d  teilbar  ist,  so  mufs  es  auch 
die  linke  D^  und  ebenso  J^,  dessen  Wert  ft^D*^  —  J®  ist,  sein. 
Man  sieht  hieraus,  dafs  nicht  nur  die  drei  Glieder  des  voUstöiidigen 

Quotienten  J" —  durch  d  teilbar  sind,  sondern  dafs  dasselbe  der 
Fall  bei  den  drei  Gliedern  eines  jeden  der  vorhergehenden  vollstan- 

digen  Quotienten  - — J^ — ,  - — -^^ —  u.  s.  w.   Geht  man  also  bis  auf 

den  ursprünglichen  Wert  von  x  zurück,  so  sieht  man,  dafs  d  nur  ein 
Faktor  sein  kann,  der  ohne  irgend  welchen  Zweck  in  den  drei  Glie- 

-^g  +  YA 

dem  der  Grofse ^ enthalten  ist,  und  da  man  voraussetzen 
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kann,   dafs  ein  solcher  Faktor  nicht  existiert,  oder  dafs  derselbe  durch 
Diriaion    fortgeschafft   sei,    so   muTs   notwendigerweise   d  «=  1   sein. 

Mithin  ist  -&-  oder  ^  stets  eine  ganze  Zahl. 

65. 

Ist  g  eine  gerade  Zahl,  so  ist  A  ebenso  wie  J  eine  ganze  Zahl; 
alsdann  muTs  aber  auch  9  eine  ganze  Zahl  sein,  da  9*  —  Ailf^^===  +  \ 
ist.  Ist  g  dagegen  ungerade,  so  sind  A  und  J  BrQche,  welche  resp. 
4  und  2  zu  Nennern  haben.  Jedoch  kann  es  auch  in  diesem  Falle 
gesdiehen,  dafs  ^  eine  gerade  Zahl  wird;  alsdann  ist  9  ebenfalls  eine 
ganze  Zahl  zufolge  der  Gleichung  9*  —  -4.^*  =  +  1- 

Sind  endlich  g  und  if  gleichzeitig  ungerade,  so  enthält  9'  den 

Bruch  —  und  setzt  man: 

9  — yo,    yZ=Y|/a, 
so  wird: 

9  + ^1/2=  --(D  +  Y^Va. 

Ich  behaupte  nun,  daCs  eine  beliebige  ganze  Potenz  von 

höchstens  den  Bruch  —  enthalten  kann.    Wegen  ©*  — .  a^'  =  +  4 
hat  man  nämlich: 

Hieraus  erkennt  man,  dals  die  zweite  Potenz  nur  allein  den  Bruch  -r-, 

die  dritte  Potenz  aber  gar  keinen  Bruch  enthält,  da  a>  ungerade  ist, 

und  somit       "^ — —  und  — —■ —  ganze  Zahlen  werden  müssen.    Nun 

ist  der  Exponent  n,  welchen  Wert  er  auch  haben  möge,  stets  von 
einer  der  Formen:  3Ä,  3Ä+  1,  34+2;  mithin  kann,  da  die  3***" 

Potenz  keinen  Bruch  enthält,  die  n^  Potenz  höchstens  den  Bruch  — 

enthalten.    Femer  kann  diese  Potenz  durch 

<t)  + V/l  oder  <t)+YV|/ä 

dargestellt  werden;  folglich  werden  20  und  V  stets  ganze  Zahlen 
seiiL    Zwischen  diesen  ganzen  Zahlen  besteht  die  Relation: 

40«  -  4^V«  =  +  4. 
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66. 


Wir  kehren  zurück  zur  Betrachtung  der  Brüche  — ,  — ,  ^-,  -•-, 
welche  in  den  aufeinanderfolgenden  Perioden  einem  und  demselben 

vollständigen  Quotienten        ß"      entsprechen.    Bezeichnen  wir    mit 

P 

-Q  den  allgemeinen  Ausdruck  dieser  Brüche  (derselbe  war  oben 

Pn 

mit  —  bezeichnet),  so  muTs  sein: 

wobei  das  Zeichen  -f-  gilt^  wenn  der  Bruch  -^-  unter  den  Näheran^- 

brüchen  von  ungerader  Ordnung  ist,  das  Zeichen  —  dagegen ,  ^veenn 
er  von  gerader  Ordnung  ist. 

Substituiert  man  nun  in  die  linke  Seite  die  für  P  und  Q    ge> 
fundenen  Werte,  nämlich: 

e  =f  «?<»>  +  (igi  +  fp)  v, 
so  findet  man: 

/•P«  +  gPQ  +  hQ>  =  ifp'  +  gpq  +  hg^)  (O*  -  A^). 

Mithin  mufs  sich,  da  schon 

war,  0*  —  A^  auf  +  1  reducieren,  und  dies  steht  im  Einklang  mit 
dem  bereits  Bewiesenen  (No.  63). 

Dieser  nachträgliche  Beweis  der  Richtigkeit  unserer  Formel 
giebt  uns  femer  zu  einer  sehr  wichtigen  Bemerkung  AnlaXb, 
nämlich  dafs  man  in  den  Werten  von  P  und  Q  das  Zeichen  ron 
V  äudern  kann,  und  dafs  die  dadurch  entstehenden  neuen  Werte 
von  P  und  Q  ebenfalls  der  Gleichung 

genügen.     Untersucht  man  nun  diese  zweiten  Werte 

P^p<i>  +  (~gp  +  hq)^ 


Q^q<t>-(^gq  +  fp)^ 


näher  und  vergleicht  sie  mit  den  ersten,  in  denen  V  das  entgegengesetzte 
Zeichen  hat,  so  findet  man,  dafs  dieselben  nicht  in  diesen  letzteren 
enthalten   sind,   oder  wenigstens  dafs  sie  nur  dann  darin  enthalten 
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sind,  wenn  man  den  Exponenten  n  negativ  annimmt  (wir  werden 
dies  später  näher  entwickeln).  Es  müssen  daher  diese  neuen  Werte 
von  IP  und  Q  notwendigerweise  aus  der  Entwicklung  der 
wreftem  Wurzel  derselben  Gleichung  /a:*  +  ^a;4-*  =  0  ent- 
springen. 

67. 

Mithin  braucht  man  nur,  um  die  gegebene  Gleichung 

falls  2)  nicht  grofser  ist  als  y  -t9^  —  A»  aufzulösen,  eine  einzige 
Wurzel  der  Gleichung 

in  einen  Eettenbruch  zu  entwickeln.    Die  Lösung,  welche  man 

mit  Hülfe  der  dem  vollständigen  Quotienten  '— J- —  entsprechenden 

Näherangsbrüche  erhält,  wird  dann  gleichfalls  durch  blofse  Zeichen- 
änderung diejenige  Losung  in  sich  schliefsen,  welche  aus  der  Ent- 
wicklung der  anderen  Wurzel  entstehen  würde.  Diese  beiden  Lösungen 
sind  in  die  allgemeinen  Formeln  zusammengefafst: 

Tritt  der  Fall  ein,  dafs  die  gegebene  Zahl  D  sich  nicht  unter  den 
Nennern  der  vollständigen  Quoti^ten  in  der  Entwicklung  der  einen 
Wurzel  findet^  so  ist  es  überflüssig,  dieselbe  Zahl  in  der  Entwicklung 
der  andern  Wurzel  zu  suchen,  und  man  kann  dann  sicher  sein,  dafs 
die  in  Rede  stehende  Gleichung  nicht  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist. 
um  jede  Schwierigkeit  hinsichtlich  der  Vorzeichen  bei  der  An- 
wendung der  vorhergehenden  Formeln  zu  vermeiden,  wollen  wir 

setzen,  wo  i  je  nach  den  verschiedenen  Fällen  -|-  1  oder  —  1  sein 
kann.     Dann  ist  zunächst: 

fP^  +  9PQ.  +  Ä2*  =  *-D. 

Sodann  mufs  man  auf  die  Anzahl  der  Glieder  der  Periode 
fr,  fft'y  .  •  .  a>  achten.    Ist   diese  Anzahl  gerade,   so  werden  die 

verschiedenen  Näherungsbrüche    -,  ^,  —  ,  ••.  gleichartige  Stellen 
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eiDnehmen^  d.  h.  sie  werden  entweder  sämtlich  von  gerader  Ordnung 
oder  sämtlich  von  ungerader  Ordnung  sein.  Folglich  wird  die 
Gleichung 

/V*  +  gy^  +  *^*  —  *-D 

aufgelöst  durch  die  Formeln: 

«-«<«>  +  (Y9i  +  fp)  V, 
wobei 

ist. 

In  diesem  Falle  läfst  sich  die  Gleichung 

/y*  +  i^y«  4-  A*^  =  —  il> 
nicht  in  ganzen  Zahlen  auflösen,  jedenfalls  nicht  mittelst   des 

Näherungsbruches  ^• 

Ist  dagegen  die  Anzahl  der  Glieder  der  Periode  un- 
gerade, so  kann  man  mittelst  eben  derselben  Formeln  gleich- 
zeitig  die  Gleichung 

fy^  +  Siyff  +  h0^~  +  iB 
und  die  Gleichung 

/y*  +  gyf^  +  hB^  =  —  iD 

auflösen,  und  zwar  erstere,  indem  man  n  <»  2&,   letztere,   indem 

man  n  *»  2Ä;  -^  1  setzt. 

68. 

Da  der  Fall  D<»  1  sehr  häufige  Anwendung  finden  wird,  so 
wird  es  angemessen  sein,  ihn  besonders  zu  untersuchen.  Man 
hat  alsdann  (No.  62): 

Nun  ist  aber  y^  +  /"•  —  ein  sehr  nahe  bei  ]/-4.  oder  ^V^* — 4/7* 
liegender  Wert.   Bezeichnet  man  daher,  im  Falle  g  ungerade  ist,  mit 

m  die  gröfste  in  "J/jf*  —  4:fh  enthaltene  ungerade  Zahl,  und  im  Falle 
g  gerade  ist,  mit  m  die  gröfste  in  eben  dieser  Quadratwurzel  ent- 

haltene  gerade  Zahl,  so  erhält  man  (da  —  kleiner  als  1  ist)  in 
beiden  Fällen: 
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Zu  gleicher  Zeit  geht  der  yollstandige  Quotient     ^    über  in  }/3^+ ^> 

und  daher  ist  die  gröfste  darin  enthaltene  ganze  Zahl  ft  »>  m.  Dies 
ist  der  Wert  des  Quotienten,  welcher  in  den  aufeinanderfolgenden 
Perioden  dem  Werte  2)  «»  1  entspricht. 

Ist  stets  (if  II  y  (i\ . . .  a>  die  Periode  der  Quotienten  und  -j  der 
daraus  entstehende  Bruch,  so  haben  wir  oben  gefunden: 

2ßJ 


D 


a-/JO. 


__  4M 

Wenn  also  D  «=  1  und  J^^  —  ist,  so  erhält  man: 

Man  erkennt  hieraus,  dafs  die  Quotienten  fi',  fi", . . .  o  eine  sym- 
metrische Reihe  bilden  (No.  32),  und  demnach  ist  die  sich  unendlich 
oft  iviederholende  Periode  yon  der  Form  tn,  ii,  ii\  . . .  (i',  fi'.   Endlich 

ergebt  sich  in  dem  nämlichen  Falle  (p  ^^  a  —  -f^ß)  i^  '==  ß- 

69. 

Die  allgemeinen  Formeln  lassen  sich,  falls  g  eine  gerade 
Zahl  ist,  mag  die  Zahl  D  sein,  welche  sie  wolle,  vereinfachen 
und  Yon  den  BrQchen  befreien.    Soll  dann  die  Gleichung: 

ay"  +  2by0  +  cj?*  =  ±  D, 
welche 

f^r^Gf    gr  ■»  2J,    Äa=c,    J.  =  &*  —  ac 

giebt,  aufgelöst  werden,  so  bezeichne  man,  wie  immer,  mit  ft,  fi', 
§i\ .  . .  o  die  Periode,  welche  unendlich  oft  wiederholt  die  Entwick- 
lung des  vollständigen  Quotienten  J" —  bildet,  und  berechne  mit 
Hülfe  dieser  Periode  den  Bruch  -^,  wie  folgt: 

Quotienten:  fi  ,  ii,  (i\  •  •  •  o 

Naherungsbrüche:   q->  y ^'  "Ö" 

Alsdann  erhält  man: 

9>  =  — 2 —  =  a  — -^c/ 

und  diese  Werte  werden  stets  ganze  Zahlen  sein.    Setzt  man  sodann : 
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(9?  +  i>yÄY  =  0  +  V]/Z 

so  ergiebt  sich: 

ay^  +  2hy»  +  c^  =  ±D, 

und  was  das  doppelte  Vorzeichen  anlangt,  so  wird  dasselbe  bestimmt 
durch  die  Formel: 

ay»  +  2hye  +  c^  =  (9*  —  Aii'y  {pcf"  —  p^q)B, 

worin   bekanntlich   9*  —  Äip*  ebenso   wie  pgf^ — p^q  nur   ent^v^eder 
gleich  4"  1  oder  gleich  —  1  sein  kann. 

Die  Zahlen  9  und  ^,  die  man  in  der  eben  angegebenen  W^eise 
durch  Berechnung  einer  Periode  gefunden  hat;  sind  stets  die  ein- 
fachsten von  allen  denen ,  welche  der  Gleichung  9*  —  J.^«  =  -f-  l 
genügen.  Denn  wären  sie  es  nicht,  so  müfste  man  annehmen,  ent- 
weder dafs  die  betreffende  Periode  aus  mehreren  kürzeren  Perioden 
zusammengesetzt  ist,  oder  dafs  es  Losungen  der  gegebenen  Gleichung 
giebt,  die  nicht  unter  den  Näherungsbrüchen  enthalten  sind.  Der 
erste  Fall  kann  wegen  unserer  Voraussetzung  nicht  stattfinden,  und 
der  zweite  ist  unmöglich,  wie  im  §  12  bewiesen  werden  wird.  Mit- 
hin hängen  die  Zahlen  0  und  V  nur  yon  der  einen  Zahl  A  ab. 

Es  ist  überflüssig  hinzuzufügen^  dafs,  wenn  die  Zahl  D  sich 
mehrere  Mal  innerhalb  einer  Periode  yorfindet,  daraus  eine  gleiche 
Anzahl  verschiedener  Losungen  der  gegebenen  Gleichung  abgeleitet 
werden  kann. 

§  10. 

Vergleichung  der  aus  der  Entwicklung  der  beiden  Wurzeln  einer  nnd 
derselben  Oleichnng  zweiten  Orades  hervorgehenden  Eettenbruche. 

70. 

Wir  haben  bereits  bemerkt  (No.  66),  dafs  die  beiden  Wurzeln 
einer  und  derselben  Gleichung  zweiten  Grades 

in  einen  Eettenbruch  verwandelt,  in  gleicher  Weise  zur  Auflosung 
der  Gleichung 

fy'  +  gyg  +  hg'^  +  D 

beitragen,  so  dafs  sich  in  den  beiden  Reihen  vollständiger  Quotienten, 
welche  aus  der  Entwicklung  dieser  Wurzeln  entspringen,  notwendiger- 
weise dieselben  Werte  von  D  vorfinden  müssen.  Wir  wollen  jetzt 
diese  Eigenschaft  in  ihr  volles  Licht  setzen  und  allgemein  zeigen^ 
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« 

dalS|  wenn  die  Reihe  der  vollständigen  Quotienten,  nachdem  sie 
regalär  geworden,  in  der  Entwicklung  der  einen  Wurzel  folgender* 
mafsen  fortschreitet: 


D' 


=  li^  + 


VÄ+  j'       ,  . 

U.   8.   W., 

die  Elntwicklung  der  zweiten  Wurzel,  wenigstens  nach  einigen  am 
Anfang  abweichenden  Gliedern,  diese  andere  Reihe  in  umgekehrter 
Reihenfolge  liefern  wird: 

VÄ+j 


JD' 


=  ^«  + 


2)00  P     1^ 

u.  s.  w., 

welche  notwendig  auf  das  erste  Glied  -     J^- —  zurückkommt  und  bis 

ins  Unendliche  immer  von  neuem  wieder  ebenso  beginnt. 

Wir  betrachten  wiederum  die  Eettenbruchentwicklung  der  Wurzel 

^       f    ' 

und  bezeichnen  mit  -^j  —  y  ^  drei  aufeinanderfolgende  Näherungs- 
brüche, welche  aus  der  ersten  Periode  der  Quotienten*),  nachdem 
jede  ünregelmäfsigkeit  aufgehört,  und  man  sich  überzeugt  hat,  dafs 
diese  nämliche  Periode  sich  bis  ins  Unendliche  immer  wiederholen 
muls,  entnommen  sind.     Wie  gewöhnlich,  stellen  wir  die  drei  ent- 

sprechenden    vollständigen    Quotienten    durch  3 — ,  — — ~- — , 

-~ —  und  die  gröfsten  in  ihnen  enthaltenen  ganzen  Zahlen  durch 
yfj  fi,  fi  dar.    Was  die  Periode  der  Quotienten  angeht,  so  ist  die- 


*)  Diese  Periode  könnte  weniger  ab  drei  Glieder  enthalten;  alsdann  aber 
wurde  man,  mn  für  diesen  besonderen  Fall  keine  Ausnahme  zu  machen,  mehrere 
Perioden  zusammenfassen.  Anm.  d.  Verf. 

Legen  dre,  Zahlentheorie  I.  7 
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selbe  fif  (i,  ^'\  •  •  •  f(^y  wenn  man  sie  mit  dem  Gliede  fi  beginnen 
läfst;  sie  würde  in  gleicher  Weise  ^i^  ii\ . . . .  ft^,  fi  sein^  wenn  man 
sie  mit  dem  Gliede  ft'  beginnen  liefse,  und  so  je  nach  Belieben; 
allgemein  kann  man  die  betreffende  Periode  anfangen  lassen^  bei 
welchem  Gliede  man  will,  sie  mufs  jedoch  aus  denselben  Gliedern  in 
derselben  Reihenfolge  bestehen. 

Sucht  man  nun  die  verschiedenen  Näherungsbrüche  — ,    ~;  — ,-"7 
welche   in    den   aufeinanderfolgenden   Perioden    dieselbe   Stelle    ein- 

nehmen;  oder  welche  demselben  vollständigen  Quotienten  - — ^— 
entsprechen ;   so  wird;  wie  wir   in  No.  62  gesehen  haben,   der  all- 

Pn 

gemeine  Ausdruck  dieser  Brüche  —  durch  die  Formeln  gegeben: 


wobei 

<t>  +  V]/Z  =  (g)  +  i^V^y 

und 

ist. 

Man  hat  also  nur  n  der  Reihe  nach  die  Werte  0,  1;  2,  3,... 
zu  geben  und  die  sich  dadurch  ergebenden  Werte  von  <t>  und  ¥  ein- 
zusetzen; um  nach  und  nach  alle  in  Rede  stehenden  Naherungsbrüche 

--,  — ,  —  •••  zu  erhalten.    Es  bleibt  nur  noch  zu  untersuchen, 

was  geschieht;  wenn  man  n  negative  Werte  —  1,  —  2,  —  3, . . . 
giebi 

71 
Nun  hat  man: 

(9>  +  ^>/l)-»  =  (g)*—  Ail;^)—  (g)  —  tyjy  =  (+  1)"  (<D  -  MVI). 

Mithin  kommt  die  Annahme  eines  negativen  n  einfach 
darauf  zurück;  dafs  Y  sein  Zeichen  ändert;  und  dafs  die 
Werte  von  <t>  und  V  mit  einem  und  demselben  Faktor  (+  1)*  multi- 
pliciert  werden;  wobei  diese  ambige  Grofse  +  1  von  q>^  —  J.^, 
welches  in  der  That  +  1  o^^er  —  1  sein  kanU;  herrührt.  Da  jedoch 

der  Bruch  — •  von ^  nicht  verschieden  ist,  so  kann  man  von  dem 

Faktor  (+  1)**  absehen.  Demnach  werden  negative  Werte  von  n  neuen 
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p 

Werten  von  — ^  entsprechen,  welche  durch  die  Formeln 

2« 


gegeben  werden.    Man  könnte  zunächst  glauben^  dafs  sich  diese  For- 
meln von  den  ersten  nur  durch  die  Foifm  unterscheiden  ^  und  dafs 

sie  in  Wirklichkeit  zu  denselben  Werten  yon.~^  führen.    Dazu  müfsten 
zwei  solche  Brüche  wie 

p0  -  (igp  +  Ä«)V         p0'  +  {4,gp  +  hq)r 


q^  +  (igq  +  /i>) V  '     q0'  -  dgq  +  fp)r 

einander  gleich  sein  können.    Dies  kann  jedoch  niemals  stattfinden; 

denn  bringt  man  sie  auf  denselben  Nenner,  so  findet  man  die  Differenz 

der  fehler  gleich  (/p*  +  gpq  +  hq^  (0'V  +  <t>r),  eine  Gröfse,  die 

niemals  0  sein  kann. 

p 

Mithin  ist  sicher,  dafs  die  Formeln  (b)  Werte  von  — ^  geben, 

2« 

welche  verschieden  sind  von  denen,  welche  die  Formeln  (a)  liefern. 

Setzt  man  aber,  sei  es  in  den  Formeln  (6),  sei  es  in  den  Formeln  (a), 

p,  8  y^  9ii "»  ify  so  genügen  die  allgemeinen  Werte  von  y  und  is  der 

Gleichung: 

fy'  +  gyis  +  hg'^  +  D. 

Andrerseits  kann  man,  da  D  kleiner  als  j/j.  vorausgesetzt  ist,  be- 
weisen, dafs  jeder  Bruch  ^y  welcher  dieser  Gleichung  genügt,  unter 

SS 

den  Näherungsbrüchen  einer  Wurzel  der  Gleichung 

f^  +  gx  +  h'^O 
enthalten  ist.    Wenn   denmach   die  Formeln  (b)  Brüche  — ^  geben, 

welche  nicht  unter  den  Näherungsbrüchen  der  Wurzel  x  «=     /  ^  -^ 

P 
enthalten  sind,  so  müssen  eben  diese  Brüche  — ^  unter  den  Näherungs- 

brachen  der  andern  Wurzel  x  =  ""     ^^        enthalten  sein. 

Man   darf  nicht  vergessen,   dafs   unter  den  Näherungsbrüchen, 

welche  dem  vollständigen  Quotienten    *^    J —  entsprechen,  —  der 
Annahme  nach  der  einfachste  oder  derjenige  sein  soll,  vjrelcher  in 
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der  ersten  Periode  enthalten  ist.  Setzt  man  in  den  Formeln  (a) 
n  *»  —  1,  oder  in  den  Formeln  (b)  n  <»  1,  so  kann  der  dadurch 
entstehende  Bruch  zu  dem  irregulären  Teile  der  Entwicklung  der 
einen  oder  andern  Wurzel  gehören  oder  sogar  in  keiner  Entwicklung 
vorkommen,  und  zwar  aus  Gründen,  die  wir  anderwärts  auseinander- 
setzen werden.  Setzt  man  aber  in  den  Formeln  (b)  n>  1,  so  wird 
der  dadurch  entstehende  Bruch  sicher  einer  der  Näherungsbrüche  der 

Wurzel  X  =  ^     /•""        ®®^°' 

72. 
Ist  also  unter  der  Voraussetzung,  dafs  n  >  1  sei, 

und: 

80  ist  ^   einer  der  Näherungsbrüche  der  Wurzel: 

f 
Setzt  man  aber  in  analoger  Weise: 

P'''-p'<i>-{l9P'  +  hq)w 
(y  =  -q'it»  +  {^gq+fp')v 
F  -=  -j)»<D  -  (jgp'>-\-hgf)'V 
<jf  ^  -  gf><t>  +  {[- gq' +  fp'>)v , 

po        p» 

80  sind  -^,  -^  offenbar  ebenfjEdlsNähenmgsbrüche  derselben  Wurzel. 
Es    handelt    sich   jetzt    darum,    zu    zeigen,    dafs    die    drei 

po         p        jy 

Näherungsbrüche -^,  -^,  -rrr  unmittelbar  in  der  Reihenfolge, 

wie  sie  hingeschrieben  sind,  aufeinanderfolgen. 
Zunächst  geben  die  Torhergehenden  Werte: 

P(go  _  po^  _  (p'q-pq')  (0«  -  AV^)  ==  ±  1 
und: 

Bedingungen,  die  alle  beide  zu  dem  Zwecke,  den  wir  im  Auge  haben 
notwendig  sind.    Indessen  sind  dieselben  noch  nicht  hinreichend. 
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Man  kann,  um  eine  beatimmte  Vor  stellang  zu  haben,  annehmen^ 
dafs  der  Wert  von  n  ein  ziemlich  grofser  ist,  so  dafs  der  Näherangs- 

brach  -^  einer  ziemlich  weit  vom  Anfang  der  Reihe  entfernten  Periode 

entspricht  Da  alle  Perioden  gleich  sind,  so  that  es  wenig  zar  Sache, 
welche  Periode  wir  betrachten;  und  die  Form,  die  wir  für  eine  ent- 
fernte Periode  finden,  kommt  in  gleicherweise  allen  andern  Perioden 
zu.  Ist  aber  n  eine  ziemlich  grofse  Zahl,  so  sind  die  Zahlen  <t> 
und  Y  sehr  betrachtlich,  und  da  stets  <t>*  —  A^  =  (+  1)"  =  ±  1 

ist,  so  folgt  daraus,  dafs  alsdann  sehr  nahe  <t>B=yj/^  ^s^*  S^^* 
stituiert  man  diesen  Wert  in  den  Wert  yon  P,  so  erhält  man: 

p=  V  (pVÄ+^gp  +  hq)  =  V  (VA  +l-g)(p-^  qx), 

wo  X  die  erste  Wurzel  ^ — T^^^  ,  von  welcher  —  ein  Näherungswert 

ist,  bezeichnet. 

Ahnliche  Werte  findet  man  für  P^  und  P,  und  setzt  man  zur 

Abkürzung  den  konstanten  Faktor  ^{YÄ  +  ^9)  '^  ^f  ^^  erhält  man: 

P^  =  ^  B(p  —  qx) 
P  =       R(jp  —qx) 

P'  ^  —  R{p^—^x). 

Ist  s  der  vollständige  Quotient,  welcher  dem  Näherungsbruche  — 
in  der  Entwicklung  des  Wertes  von  x  entspricht,  so  ist: 

X  =  ^ -+  ?' 

qz  +  S^ 
oder: 

p  —  qx 

Nun  mufs  aber  z  positiv  und  grofser  als  1  sein;  mithin  ist  — (jf  —  q^x) 
grofser  als  p  —  qx  und  gleichen  Zeichens  mit  diesem.  Aus  dem- 
selben Grunde  ist  p  —  qx  gleichen  Zeichens  mit  —  (p  —  q'x)  und 
grofser  wie  dieses.  Folglich  besitzen  die  drei  Zahlen  P^,  P,  P'  das- 
selbe Zeichen  und  folgen  der  Oröfse  nach  derart  aufeinander,  dafs 
P < P,  P <P  ist.  Dasselbe  kann  man  von  den  drei  Zahlen 
^}  Qi  Qf  beweisen.   Wenn  nun,  nachdem  dieses  feststeht,  die  beiden 

po         p 

Nähernngsbrüche  -gö~;  -q    nicht  unmittelbar   aufeinanderfolgen,   so 

p po 

kann  man  zwischen  ihnen  höchstens  nur  noch  den  Bruch  ->r__  qq 
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annehmen.  Denn  da  bereits  P©^  —  P^Q  «=  +  1  ist  und  da,  -wenn 
man  den  -^  unmittelbar  yorbergehenden  Näherungsbrucb  durch  -^^ 
darstellt;  auch  PN —  MQ  =  +  ^  ^^^^  mufs,  so  ergiebt  sich  daraus: 

wo  k  eine  unbestimmte  Zahl  ist.  Nun  ergiebt  aber  die  Bedingung, 
dafs  M  zwischen  P  und  P^  enthalten  sein  solle,  k^^^l,  und: 

jif  =  p-p^  N^Q-  <y. 

Mithin   kann   man   sicher  sein,   dafs    dem  Näherungsbruche  -^  der 

po  p po 

Bruch  -gö-  oder  wenigstens  der  Bruch  q^^^qt  vorhergeht. 

73. 

Diese  Ungewifsheit  wird   bald   aufgeklärt  sein,  wenn   wir    den 

p 
▼oUstandigen  Quotienten,   welcher   dem   Bruche  -^    entspricht,     be- 
stimmen.  Ist  z  dieser  vollstöndige  Quotient  unter  der  Annahme,   dafs 
p*  p 

-gö"  unmittelbar  -g-  vorhergeht,  so  würde  der  vollständige  Wert  des 

Eettenbruches 

sein.    Ist  dagegen  y  der  vollständige  Quotient  unter  der  Annalinie^ 

p po  ^  p      * 

dafs  -g  _  QQ  unmittelbar  -g-  vorausgeht,  so  würde  man  als  voll- 
ständigen Wert  des  Kettenbruches  erhalten: 

Ty+P^T^         -.  P(y  +  1)  +  P^ 

Qy  +  Q-Q'  ^  -  Q(y  +  i)  +  «*» ' 

Nun  ist  o£fenbar  diese  zweite  Annahme  in  der  ersten  enthalten,  iv^enn 
man  z  '^  —  (y  ~h  1)  setzt  Geht  man  demnach  von  der  ersten  An- 
nahme aus,  und  findet  man  einen  positiven  Wert  von  z^  so  ist  dies 
ein  Beweis  dafQr,  dafs  diese  Annahme  die  richtige  ist,  und  dafs   in 

po       p  ^ 

der  That  -g^p,    g   aufeinanderfolgende  Näherungsbrüche  sind.     Giebt 

daf^egen  die  Rechnung  einen  negativen  Wert  für  Zy  so  folgt  daraus 
die  Richtigkeit  der  zweiten  Annahme. 

Ich  behaupte  nun,   dafs   der  Wert  von  z  nicht  allein  positir^ 

sondern  auch  im  Allgemeinen  -—^ —  ist,  und  femer,  dals  die  grofste 

in  diesem  Ausdrucke  enthaltene  ganze  Zahl  fi  ist.  Ist  das  letztere 
richtig,  so  mufs  man  also  haben: 
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und  dies  bestatigi  sich  unmittelbar  mit  Hülfe  der  Werte  von  P,  Q, 
F^y  Q^  u,  8.  w.,  da  stets  !>'"=»  f*l>  +  p^,  ä'  =  f^9!  "+*  Ü^'  I^^r  zweite 
Teü  kann  übrigens  auch  allgemein  folgendermafsen  bewiesen  werden. 

Zunächst  ist: 

J'^^B  —  J. 
Dies  giebt: 

ZJT ^  H B—  ' 

Femer  folgt  aus  dem  in  No.  62  für  g°  gefundenen  Werte: 

und  da  —  bereits  ein  sehr  angenäherter  Wert  von  — — ^T-^  ist,  so 
hat  man  ziemlich  nahe: 

_?!  =  i^  T^  -L  _/■     V"^  -  ^9  _  VA^J 

q         ~     D        "^  ß  '  f  D        ' 

Daraus  ersieht  man,  dafs         ~ — ,  welches  sehr  nahe  gleich  —  ist, 

stets  kleiner  als  die  Einheit  ist;  mithin  erhält  man  in  unserer  ge- 
wohnten Bezeichnung: 

Wir  kommen  jetzt  zum  ersten  Teile  unserer  Behauptung.    Ist 

T-  -  der  vollständige  Quotient,  welcher  dem  Näherungsbruche  -^ 

eatsprichty  und  folgt  letzterer  unmittelbar  auf  -7^ ,  so  mufs  der  Wert 
der  zweiten  Wurzel  x  der  Gleichung  /i*  +  <7^  +  Ä  —  0  gleich 

^. ^  P(V2  +  j;i+p^jD_ 
Q(yA  +  r)  +  Q'B 

sein.  Setzt  man  für  J'  seinen  Wert  ftD  —  ef,  und  beachtet  man,  dafs 

HP+F^~^P\    ^ö  +  ^  =  ^ 
ist,  so  geht  diese  Gleichung  über  in: 

Substituiert  man  hierin  femer  für  Py  Q,  P',  Qf  ihre  Werte  und  setzt 
sodann  im  Resultat  die  in  No.  62  für  p^  und  ^  gefundenen  Werte 
ein,  so  folgt: 

0(pV2  +  \gp  +  A3)  +  V  (igpVÄ  +  hqVA  +  Äp) 


X 


^iAVÄ--\gq-fp)^^{\gqYÄ  +  fp]/A-Aq)   ' 
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und  dieser  Ausdruck  läXst  sich  auf  die  Form  bringen: 


X 


{ct)  +  vi/3)toy^~ii^ff-/"p) 

Unterdrückt  man  also  den  gemeinsamen  Faktor  im  Zählqr  und  Nenner, 

so  erhält  man: 

pVÄ  +  igp  +  hq 


X  = 


qVA  -  igq  -  fp 

Wegen  Ä  =  -j^g^  —  fh  ist  aber: 

,  _  Hg  +  VA)  {y  -  VÄ) 

und  daher: 

pV'Ä  +  ^gp  +  hq='^p^  ifp-{-^gq-qVI). 

Mithin  reduciert  sich  sohliefslich  der  Wert  von  x'  auf: 

und  dieses  ist  die  zweite  Wurzel  der  Gleichung  fa^  +  gx  -^  h  =  0. 

74. 

Dieses  Resultat  bestätigt  vollkommen  die  verschiedenen,  von  uns 
aufgestellten  Behauptungen.    Als  hauptsächliche  Folgerung  er- 

giebt  sich  daraus,  dafs  -'- — ~ —  der  vollständige  Quotient 
ist,  welcher  in  der  Entwicklung  der  zweiten  Wurzel  x'  dem 
Näherungsbruche  -yr  entspricht.    Aus  demselben  Grunde  ist  der 

dem  folgenden  Bruche  -^  entsprechende  vollständige  Quotient  ^— /jj— i 

und  der,  welcher  unmittelbar  darauf  kommt,         yJ^ u.  s.  w.    Man 

erkennt  daraus,  dafs  die  Nenner  D,  D®,  2>^, . . .  in  umgekehrter 
Reihenfolge,  wie  diejenige  ist,  ^n  der  sie  in  der  Entwick- 
lung der  ersten  Wurzel  vorkommen,  aufeinanderfolgen. 

Übrigens  genügt  die  Existenz  des  vollständigen  Quotienten      ^    , 

um  die  der  folgenden  Quotienten  zu  beweisen,  und  zwar  erhält  man 
letztere  durch  das  gewöhnliche  Verfahren  der  Entwicklung  in  einen 
Eettenbruch.    Denn  wie  wir  bereits  gesehen  haben,  ist  die  grofste  in 

- — ~ —  enthaltene  ganze  Zahl  ft.    Hieraus  und  aus  den  bereits  durch 
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die  Entwicklung  der  ersten  Wurzel  bekannten  Relationen  leitet  man 
die  Reihe  ab: 


D»    _  yi  +  J»  _  ..00 


r+ 


B 

J« 

1/i- 

JOO 

YÄ  -  jo  2)00  r      I         2)<»o 

u.  s.  w. 

Die  Beihe  der  Quotienten  (ly  /t^,  ft^^ . . .  moTs  notwendig  wieder  auf 
den  Quotienten  jii  zurückkommen;  mithin  besteht  die  Periode^  welche 
in  der  Entwicklung  der  zweiten  Wurzel  auftritt^  aus  denselben 
Gliedern,  wie  die  Periode  der  ersten  Wurzel,  nur  mit  dem  einen 
Unterschiede,  dafs  die  Glieder  in  der  umgekehrten  Reihenfolge  ge- 
ordnet sind. 

Wenn  der  Fall  einträte,  dafs  die  in  der  Entwicklung  der  einen 
Wurzel  vorkommende  Periode  von  der  Form  fi,  ft',  fi", . . .  ft",  (i,  fi^  k 
wäre,  d.  h.  aus  einem  symmetrischen  Teile  bestände,  dem  ein  einzelnes 
Glied  k  vorausgeht  oder  nachfolgt,  so  wfirde  die  Umkehrung  stets  die- 
selbe Periode  ergeben,  und  letztere  würde  somit  den  beiden  Wurzeln  der 
Gleichung  gemeinsam  sein«  Dies  kann  man  bei  einer  grofsen  Anzahl 
von  Fallen  beobachten.  Alsdann  kommen  auch  in  der  Entwicklung 
der  beiden  Wurzeln  dieselben  vollständigen  Quotienten  vor  und  folgen 
in  derselben  Ordnung  aufeinander. 

§  11. 
Auflösung  der  Oleiclmng  Ly^ -f  Mya -f  Nz*  =»  +  ITln  ganzen  Zahlen. 

76. 

Je  nachdem  y  und  0  zu  einander  prim  sind  oder  nicht,  mufs 
man  zwei  Fälle  unterscheiden.  Um  den  zweiten  Fall  auf  den  ersten 
zurückzufübren,  bezeichnen  wir  mit  d"  das  grofste  gemeinschaftliche 
Mafs  von  y  und  j9,  und  es  sei  y  =»  &y\  z «»  &z\  Da  alsdann  die 
linke  Seite  durch  «8^  teilbar  ist,  mufs  auch  H  durch  ^  teilbar  sein. 
Ist  also  J?«»  d'ir,  so  erhält  man: 

iy  «  -j-  Myz  -f.  Nz'^  =  +  H% 

eine  Gleichung,  in  der  nunmehr  y  und  z'  prim  zu  einander  sind. 
So  oft  es  also  Quadratzahlen  ^^  welche  H  teilen,  giebt,  hat  man 
stets  der  vorhergehenden  ähnliche  Gleichungen  aufzulösen,  in  denen 
die  unbestimmten  Zahlen  relative  Primzahlen  sind. 
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Man  kann  voraussetzen,  dafs  diese  Art  der  Zerlegung  durch. eine 
vorbereitende  Rechnung  bereits  ausgeführt  ist;  mithin  können  wir  die 
gegebene  Gleichung 

Ly^  +  Myß  +  Nz^  =  ±H 

als  eine  von  denen  ansehen,  in  welchen  die  unbestimmten  Zahlen 
y  und  0  prim  zu  einander  sein  sollen. 

Nachdem  wir  dies  vorausgeschickt  haben,  unterscheiden  wir  noch 
den  Fall,  wo  0  und  H  zu  einander  prim  sind,  und  den,  in  welchem 
sie  einen  gemeinsamen  Teiler  &  haben.    Ist  in  diesem  letzteren  Falle 

g  =a  ^ß^  H  =  %'H%  so  mufs  —~-  eine  ganze  Zahl  sein.    Da  aber  y 

mit  z  und  demnach  auch  mit  %'  keinen  gemeinsamen  Teiler  hat,  so 
erfordert  diese  Bedingung,  dalB  L  durch  ^  teilbar  sei.  Ist  daher 
L  »s  Q'L'f  so  geht  die  aufzulösende  Gleichung  über  in: 

Z'y«  +  Myz  +  »Nz^  =  ±  H\ 

in  welcher  man  nunmehr  li  und  H'  als  relative  Primzahlen  be- 
trachten kann.  * 

So  oft  es  also  zwischen  L  und  H  gemeinschaftliche  Teiler  (die 
Einheit  mit  einbegriffen)  giebt,  hat  man  immer  Gleichungen  aufzu- 
lösen, in  denen  ff  und  H'  zu  einander  prim  sind.  Man  kann  aber 
diese  vielen  aufzulösenden  Fälle  leicht  vermeiden  mittelst  einer  Trans- 
formation, welche  darin  besteht,  dafs  man  y  -f-  ^fi  ftn  die  Stelle  von 
y  setzt  und  m  derart  bestimmt,  dafs  Lm?  •{-  Mm  -|-  N  mit  H  keinen 
gemeinsamen  Teiler  besitzt.  Alsdann  kann  die  neue  Unbestimmte  y 
mit  H  keinen  gemeinsamen  Teiler  mehr  haben.  Die  ganze  Schwierig- 
keit reduciert  sich  also  darauf,  die  Gleichung 

Ly^  +  Myz  +Nz^  =  ±H 

in  welcher  z  und  y,  ebenso  wie  z  und  H  zu  einander  prim 
sind,  aufzulösen.  Diese  Gleichung  bietet  aber  verschiedene  zu 
untersuchende  Fälle  dar,  je  nachdem  die  Zahl  ALN  —  M^  positiv, 
Null  oder  negativ  ist,  d.  h.  je  nachdem  die  beiden  Faktoren  der 
linken  Seite  imaginär,  gleich  oder  reell  sind. 

76. 

Es  sei  zuerst  ALN — M^  gleich  einer  poaitiYen  Zahl  B. 
Multipliciert  man  die  gegebene  Gleichung  mit  4Z,  und  setzt  man 
2Ly  +  Mz  =  a;,  so  erhält  man: 

a;«  +  5^«  =  +  4iJEr. 
(Wir  schreiben  auf  der  rechten  Seite  nur  das  Zeichen  -|~;  ^^^  ™^ 
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leicht  erkennt,  dafis  das  Zeichen  —  nicht  stattfinden  kann).  Die  ein- 
fachste Methode  zur  Auflosung  der  Gleichung  x^  -|-  B^  =»  G 
besteht  nun  darin,  dafs  man  nach  und  nach  die  verschiedenen  Werte 
der  ZaUgrofse  G  —  Bs^  berechnet,  indem  man  z  *==^Qj  1,  2,  3,  ... 

bis  ^  =  1/  ^  setzt.  Findet  sich  unter  diesen  Werten  eine  Quadrat- 
zahl, und  macht  zugleich  die  Wurzel  x  dieses  Quadrats  den  Ausdruck 

7"  ZU  einer  ganzen  Zahl,  so  erhält  man  eine  Lösung  der  ge- 
gebenen Gleichung.  Können  aber  diese  beiden  Bedingungen  nicht 
zu  gleicher  Zeit  erfüllt  werden,  so  folgt  daraus,  dafs  die  gegebene 
Gleichung  nicht  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist. 

Es  ist  ersichtlich,  dafs  es  in  diesem  Falle  nur  eine  be- 
schränkte Anzahl  von  ganzzahligen  Lösungen  geben  kann. 
Übrigens  ist  dieser  Fall  so  einfach,  dafs  er  keiner  der  im  vorher- 
gehenden Artikel  angedeuteten  Vorbereitungen  bedarf,  und  dafs  man 
zu  seiner  Auflösung,  wie  eben  angegeben,  verfahren  kann,  ohne  sich 
darum  zu  kümmern,  ob  y,  z  und  H  einen  gemeinschaftlichen  Teiler 
haben  oder  nicht 

77. 

Wir  nehmen  als  Beispiel  die  Gleichung: 

15y*  +  A&yz  +  ^2s?  =  223. 

Mnltipliciert  man  beide  Seiten  mit  60,  und  setzt  man: 

30y  -f  43j»  «=  Xy 
so  wird  die  transformierte  Gleichung: 

a;«^.  71  £^  —  13380. 

Wir  berechnen  also  die  GrÖfse  13380  —  71  j?*,  indem  wir  der  Reihe 
nach  j?  s=s  0,  l^  2,  3,  ...  setzen,  bis  die  in  Rede  stehende  Gröfse  auf- 
bort positiv  zu  sein.  Die  Resultate,  die  man  mit  Hülfe  ihrer  gleich- 
mälsig  wachsenden  Differenzen  leicht  erhält,  sind: 

Werte  von  a^:  13380,  13309,  13096,  12741,  12244,  11605,  10824, 

Differenzen:             71,       213,      355,      497,      639,      781,  923, 

Werte  von  a;*:  9901,  8836,  7629,  6280,  4789,  3156,  1381. 
Differenzen:          1065,     1207,    1349,     1491,     1633,     1775. 

Nun  ist  unter  diesen  Resultaten  nur  8836  ein  vollständiges 
Quadrat,  nämlich  das  Quadrat  von  94.  Mithin  sind  die  einzigen 
brauchbaren  Werte  von  z  und  a;:  jbt  ==  8  und  a?  *=  +  94.  Hieraus 
ergiebt  sich  aber: 

±94  —  844 
y'^  30  ' 
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und  dieser  Wert  reduciert  sich  nicht  auf  eine  ganze  Zahl.  Die  ge- 
gebene Gleichung  i»t  demnach  nicht  in  ganzen  Zahlen  auflösbar;  man 
kann   ihr   nur   durch   rationale   Werte  Oenüge   leisten,   z.  B.  durch 

0  sss  8,  y  = r-  und  unendlich  viele  andere. 

78. 

Ist  4LN —  Jf*  =  0  oder  sind  die  Faktoren  der  linken  Seite  der 
gegebenen  Gleichung  einander  gleich,  so  mufs  diese  Gleichung,  wenn 
sie  auflösbar  sein  soll,  die  Form  {my  -|-  ney  ^s  h^  haben«  Alsdann 
reduciert  sie  sich  auf  die  Gleichung  ersten  Grades  my  -{-  njs  ^=^  +h, 
welche  immer  möglich  ist,  wenn  m  und  n  prim  zu  einander  sind. 

Es  bleibt  also  nur  noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wo 
ALN —  M^  gleich  einer  negativen  Zahl  —  B  ist  Ist  dabei  zu- 
nächst die  Zahl  B  eine  vollständiges  Quadrat,  so  sind  die 
Faktoren  der  Gröfse  Ly^  -{-  Myg  -f*  ^^  rational,  und  die  aufzulösende 
Gleichung  besitzt  die  Form: 

(my  +  ne)  (fy  +  ge)  =  +  H. 

Nun  ist  ersichtlich,  dafs  sich  die  Auflösung  dieser  Gleichung  auf  die 
der  beiden  bestimmten  Gleichungen: 

my  +  n^e?  =  ^ 

/•y  +  5f^  =  +  — 

reduciert,  wo  ^  ein  beliebiger  Faktor  von  H  ist.  Man  nehme  also 
der  Reihe  nach  für  &•  alle  Teiler  von  J7,  die  Einheit  einbegriffen, 
und  löse  in  Bezug  auf  jeden  von  ihnen  die  vorstehenden  bestimmten 
Gleichungen  auf.  Hierdurch  wird  man  mehrere  Lösungen  erhalten, 
wofern  die  sich  ergebenden  Werte  von  y  und  0  ganze  Zahlen  sind. 
In  keinem  Falle  aber  kann  die  Anzahl  dieser  Lösungen  die  Anzahl 
der  Teiler  der  Zahl  H  übersteigen. 

79. 

Nehmen   wir   nun   an,    dafs  JiP  —  4ijy«=4-4.   sei,   wo  Ä 

kein   vollständiges   Quadrat   sein   soll,   so   bietet   die   gegebene 

Gleichung 

Ly"  +  Myz  +  Ns^  =^  ±  H 

«wei  zu  untersuchende  Fälle  dar,  je  nachdem  fi' < |/]l  oder  >  |/!Z ist 

Es  sei  zuerst  H<yÄ,  In  diesem  Falle  hat  man  nur  eine 
Wurzel  der  Gleichung 
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in  einen  Eettenbnich  zu  entwickeln.    Findet  man  unter  den  sich  durch 

diese  Rechnung  ergebenden  vollständigen  Quotienten  "  -  ^—   einen 

mit  dem   Nenner   D  =  Hj   so   folgt   daraus,   dafs   von   den   beiden 

Gleichungen: 

iy*  +  Mye  +  Nifl  =  +  H 

Ly"  +  Mye  +  Ne^  =  ^  E 

wenigstens  eine  auflösbar  ist,  oder  auch  alle  beide^  wenn  die  erforder- 
lichen Bedingungen  erfüllt  sind.  Diese  Bedingungen  haben  wir  im 
§  9  angegeben,  ebenso  die  Formeln,  welche  die  vollständigen  Werte 
Ton  y  und  e  enthalten,  und  wir  haben  bemerkt,  dafs  diese  Formeln 
das  Resultat  der  Entwicklung  beider  Wurzeln  der  Gleichung 

in  sich  schliefsen,  so  dafs  man  nur  eine  zu  entwickeln  braucht. 

Die  Zahl  H  kann  innerhalb  einer  und  derselben  Periode  mehrere 
Male  unter  den  Werten  von  D  vorkommen;  alsdann  ergeben  sich 
daraus  ebenso  viele  verschiedene  Lösungen  der  gegebenen  Gleichung. 
Kommt  dieselbe  aber  unter  diesen  Werten  gar  nicht  vor,  so  folgt 
daraus  mit  Sicherheit,  dafs  die  gegebene  Gleichung,  weder  wenn  die 
rechte  Seite  +  -^>  ^och  wenn  sie  —  H  ist,  auflösbar  ist 

Dieser  erste  Fall,  in  welchem  M<YÄj  erledigt  sich  also  un- 
mittelbar und  mit  grofser  Leichtigkeit  allein  durch  die  Eettenbnich-  ' 
entwicklung  einer  Wurzel  der  Gleichung  La?  +  Mx  +  -^  =  0«    Man 
kami  sogar  bemerken,  dafs  diese  Losung  nur  y  und  z  als  relative 

Primzahlen  voraussetzt  (denn  da  -^  einem  Näherungsbruche  —  gleich- 
gesetzt ist,  80  mufs  es  stets  ein  irreduktibler  Bruch  sein,  da  ja 
Pf  —  ^q  *»  +  1),  und  dafs  sie  somit  nicht  erfordert,  dafs  z  und  H 
prim  zu  einander  seien.  Hierdurch  kann  man  sich  also  der  Mühe 
fiberheben,  die  oben  in  No.  75  erwähnte,  auf  die  gemeinsamen  Fak- 
toren von  L  und  H  sich  beziehende  Zerlegung  auszuführen,  und  er- 
bält  durch  eine  einzige  Rechnung  die  Lösung  aller  Gleichungen  dieser 

Art  Es  mufs  jedoch,  wie  wir  vorausgesetzt  haben,  n<yA  sein; 
femer  mula  man,  wenn  B.  einen  quadratischen  Faktor  9'^  besitzt,  wie 
bereits  angegeben,  y  =  ^y\  z^^^z\  H^^d^H'  setzen  und  auf  dem- 
selben Wege  eine  jede  Gleichung  Ly*  +  My'sl  -f  KP  =  +  H'  für 
jeden  quadratischen  Faktor  ^',  welcher  H  teilen  kann,  auflösen. 
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80. 

Ist  zweitens  H>yAj  so  setze  man  voraus^  dafs  die  Gleichung^ 
wie  in  No.  75  angegeben ,  vorbereitet  ist,  so  dafs  y  und  0  ebenso 
wie  e  und  H  prim  zu  einander  sind.    Dann  kann  man 

y  ==s  «iE?  +  Hu 

setzen  und  sogar  die  Bedingung  hinzufögen^  dafis  n  nicht  grofser  sein 

solle   wie   yÄ     Denn   die  vorstehende  Gleichung  würde   bestehen, 

wenn  man  n  —  a£  an  Stelle  von  n  und  u  '\-  ae  an  Stelle    von  « 
setzte.    Nun  kann  man  aber  offenbar  a  derart  wählen^  daCs  n  —  aH 

zwischen  -j"  '^^  ^^^  —  v^  enthalten  ist.    Substituiert  m£ui   also 

den  Wert  von  y  in  die  gegebene  Gleichung  und  dividiert  man  das 
Resultat  durch  Hj  so  erhält  man: 

|Xn»  +  Mn  +  j?:)  ^  ^  (2nL  +  M)zu  +  LHu'  =  ±  1. 

Da  e  und  H  prim  zu  einander  sind;   so  kann  diese  Gleichung  nur 
stattfinden,  wenn 

H 
eine  ganze  Zahl  ist.    Man  gebe  also  n  alle  ganzzahligen  Werte  Ton 

—  ---^  ^^^  +  Y^'    giebt    es    unter    diesen    keinen,    für    welchen 

in*  -|-  Mn  +  N  durch  H  teilbar  wird,  so  kann  man  mit  Gewifsheit 
behaupten,  dafs  die  gegebene  Gleichung  nicht  auflösbar  ist.  Bandet 
man  dagegen  einen  oder  mehrere  Werte  von  n,  welche  diese  Be- 
dingung erfüllen,  so  muiSs  man  nach  einander  diese  verschiedenen 
Werte  nehmen  und  fär  jeden  eine  besondere  Rechnung  anstellen, 
gleich  als  ob  die  gegebene  Gleichung  in  ebenso  viele  verschiedene 
Gleichungen  transformiert  wäre. 
Setzt  man  zur  Abkürzung: 

Ln^  +  Mn  +  N^fH, 

2Ln+M  =  g 

so  wird  die  aufzulösende  Gleichung  für  jeden  Wert  von  «: 

fß^  +  9^^  +  Äw*  =  +  1  > 
wobei  zu  beachten  ist,  dafs  man  stets 

g^  —  4ß  =  M^-  4LN  =  4A 
hat. 
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Wir  haben  im  §  9  eine  Methode  zur  Auflösung  dieser  Gleichung, 
im  Falle  sie  möglich  ist,  angegeben,  und  dieselben  Bemerkungen,  die 

wir  für  den  Fall  D  <  YÄ  gemacht  haben ,  sind  in  gleicher  Weise 
anwendbar  för  den  Fall,  wo  D  =  1  ist.  Mithin  haben  wir  hier  nichts 
weiter  hinzuzufügen,  da  man  leicht  erkennt,  dafs  man,  nachdem  die 
allgemeinen  Werte  von  »  und  u  gefunden  sind,  daraus  unmittelbar 
die  Werte  der  unbestimmten  Zahlen  in  der  gegebenen  Gleichung  er- 
hält und  zwar  ebenfalls  in  ganzen  Zahlen  ausgedrückt 

81. 

BeispieL 

Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  die  Gleichung: 

2a?  -  23y«  =  105 

in  ganzen  Zahlen  aufzulösen. 

Diese  Gleichung  gehört  zum  vorhergehenden  Falle;  sie  lafst  sich 

Dicht  in  mehrere  andere  zerlegen,  da  105  keinen  quadratischen  Teiler 

und  femer  mit  dem  EoefGcienten  2  keinen  gemeinsamen  Teiler  hat 

Man  setze  also: 

xassny  —  105jEr, 

und   bestimme   n  <  —^  so,  dafs  — jg^ —  eine  ganze  Zahl  wird. 

Später  werden  wir  mehrere  Hülfsmittel  angeben,  um  derartige  Unter- 
suchungen zu  erleichtem;  fttr  den  Augenblick  bemerken  wir  nur,  dafs, 
da  105  das  Produkt  der  Primzahlen  3,  5,  7  ist,  man  gesondert  drei 
solche  Werte  von  n  suchen  muCs,  dafs 

gn»  —  28         2n'  --  28         2n«  —  28 
8         '  6         '  7 

ganze  Zahlen  werden.    Diese  Werte  sind  resp. 

n  =  3a+l,    »  =  5/J  +  2,    n  =  7y+l, 

wo  die  Zahlen  a,  ß,  y  beliebig  sind.  Diese  Formeln  sind  leicht  mit 
einander  zu  vereinigen,  und  da  es  genügt,  die  Werte  von  n,  welche 

positiy  und  <— «"  ^^j  z^  betrachten,  so  giebt  die  letzte  Formel: 
n  =  6,  8,  13,  15,  20,  22,  27,  29,  34,  36,  41,  43,  48,  50. 

Hieraus  sind  alle  Zahlen  auszuscheiden,  welche  der  zweiten  Formel 

nieht  genügen,  oder  welche  durch  5  geteilt  nicht  den  Rest  Hh  ^  lassen. 

Mithin   reducieren    sich   die   vierzehn   vorstehenden   Werte   auf  die 

folgenden: 

n  =  8,  13,  22,  27,  43,  48. 
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Um  endlich  der  ersten  Formel  zu  genügen,  sind  alle  durcli    3   teil- 
baren Zahlen  zu  unterdrücken,  so  dals  nur  die  vier  Werte  übrig  bleiben : 

n  =  8,  13,  22,  43. 

Es  sei  also  erstens  n  =  8  und  a;  «=  8y  —  1055. 
Alsdann  ist  die  transformierte  Gleichung: 

y«  -  S2y0  +  210^*  =  1. 
Jedesmal  also,  wenn  man  auf  eine  Gleichung  von  der  Form 

kommt,   ist   man   sicher,   dafs  die  Losung   stets  möglich    ist;     denn 

setzt  man: 

y  —  fz  =  u, 
so  wird  die  Gleichung: 

u^  —  Ai?^  1, 

und  diese  ist  immer  auflösbar.     Im  gegenwärtigen  Falle  findet   na  an 
mit  Hülfe  der  Formeln  in  No.  69: 

y  =  0  +  16V 

(24335  +  35881/46)"  =  0  +  Y]/46, 

und  hieraus  ergiebt  sich  als  erste  Lösung  der  gegebenen  Gleicbung: 

fl;-=80  +  23V 
y=    0  4- 16V. 

Es  sei  zweitens  n  =  13  und  x  =  13y  —  105jei. 
Dann  ist  die  transformierte  Gleichung: 

3y«  -  b2yB  +  2\0^  =  1. 

Um  dieselbe  aufzulösen,  mufs  man  eine  Wurzel  der  Gleichung* 

3a;*  —  52a:  +  210  =  0 

in  einen  Eettenbruch  entwickeln.  Das  Verfahren  hierzu,  sowie  die 
Berechnung  der  Näherungsbrüche,  nur  bis  dahin,  wo  man  Z>  =  1 
findet,  ausgedehnt,  stellt  sich  folgendermafsen  dar: 

a:  =  l^-ii  =  10+       ,         1:0 

^^±=    1+       ,       10:1 

}^^±±=12-{.       ,       11:1 
u.  s.  w.  u.  s.  w. 
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Hiernach  sind  die  Zahlen ,  welche  in  die  Formeln  der  No.  69  einzu- 
setzen sind,  die  folgenden: 

p=ll,    g  =  l,    a  — 3,    6= —  26,    c  =  210,    ^  =  46. 

Femer  hatten  wir  bereits  beim  ersten  Falle  gefunden,  dafs  die  kleinsten 

der  Gleichung 

^8  _  46^«  =  +  1 

genügenden  Zahlen  sind: 

q>  =  24335,    t  —  3588, 
und  diese  geben: 

9>«  -  46^^  =  +  1. 

Da  man  zugleich  pg® — J'°?  =  +  1  hat,  so  ist  die  gegebene  Gleichung 
3y*  —  52y0  +  210^2?*  =  +  1  auflösbar  (sie  würde  es  nicht  sein,  wenn 
die  rechte  Seite  —  1  wäre).     Setzt  man  also  immer: 

(24335  +  3588  ^46)"  =  0  +  V  |/46, 

80  hat  man,  wenn  man^ie  Werte  einsetzt: 

y  =  110  + 76V 
e=      0+    7V. 

Hieraus  ergiebt  sich  als  zweite  Losung: 

a?  =  380  +  253V 
y=110+    76V. 

Man  beachte,  dafs  man  die  Werte  von  y  und  z  unmittelbar  aus  der 
Rechnung  für  die  Eettenbruchentwicklung  hätte  finden  können.    Denn 

wenn  man  an  Stelle  des  vollständigen  Quotienten  - — r^^,  welcher 

dem  Näherungsbruch  y  entspricht,  den  angenäherten  Wert  -^^  +  6 
setzte  und  wenn  man  darauf  mit  Hülfe  dieses  als  vollständig  betrach- 
teten Quotienten  den  auf  y  folgenden  Näherungsbruch  berechnet, 
so  findet  man  diesen  Bruch  gleich 

"  («  +  y)  +  ^^ 
und  dieser  reduciert  sich  auf: 

110  +  76V 
0  +  7Y     • 

Dies  ist  der  allgemeine  Wert  von  ~;  man  hat  darin  nur  noch  V 
das  doppelte  Zeichen   +    zu   geben.    £s  würde  leicht  sein  zu  be- 

Legendre,  ZaUantheori«  L  8 
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weisen,  dafs  dieses  Verfahren;  welches  uns  der  Mühe  überhebt,  auf 
die  allgemeinen  Formeln  zurückzugehen,  vollständig  mit  den  letzteren 
übereinstimmt  und  somit  an  deren  Stelle  gesetzt  werden  kann,  selbst 
für  einen  beliebigen  Wert  von  D. 

Ist  drittens  n  >»  22  und  x  «=  22y  —  105jef,  so  wird  die   trajis- 
formierte  Gleichung: 

9y«  —  8Sye  +  210;ei«  =  1. 

Man  entwickele  demnach  eine  Wurzel  der  Gleichung 

9a:*  ~  88a;  +  210  =  0 

in  einen  Eettenbruch,  bis  man  einen  vollständigen  Quotienten  mit 
dem  Nenner  1  findet,  und  berechne  darnach  die  Näherungsbrücbe 
wie  folgt: 

;,  =  VS6jhJi=    6+      .         1:0 

V46  +  1 


=     1  + 


l^i+±.=    14- 
6  ' 


T/46  +  2 
7 

yie +  6 


3 

T/46  +  4 
10 

^46  +  6 


=     1  + 

=    3  + 

=     1  + 

=  12  + 


5:    1 


1 


11:    2 


17:    3 


62:11 


79  :  14. 


79 


Dieser  letztere  Naherungsbruch  —  genügt  der  gegebenen  Gleichung, 

da  er  von  ungerader  Ordnung  und  somit  pq^ — p^q  =  +  1  ist.     Ge- 
mäfs  der  beim  vorhergehenden  Falle  gemachten  Bemerkung  nehme 

79 

man  jetzt  an,  dafs  der  dem  letzten  Näherungsbruche  -j—  entsprechende 

Quotient  ^f  +  6  seL    Dann  ergiebt  sich  daraus  der  darauf  folgende 
Bruch: 

79(6+ J-)  +  62 


y_ 

z 


14(6  +  ^) +  11 

und  hieraus  folgt  allgemein: 

y=  79«  + 536  V,    0 


790  +  686¥ 
140 +  96^' 


14«  +  95  V, 
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und  es  ist  somit  die  dritte  Lösung: 

a;  =  2680  + 1817  V 
y=,    790+    536V. 

Ist   viertens  n  =  43  und  x  «=  43y  —  105jef,  so  ist  die  trans- 
formierte Gleichung: 

3öy^—n2ye  + 2100^  =  1. 

Man  hat  also  eine  Wurzel  der  Gleichung 

35a;*  —  172a?  +  210  =  0 

zu  entwickeln,  bis  man  einen  vollständigen  Quotienten  - — —^ —  findet, 
in  welchem  D  gleich  1  ist.    Die  Rechnung  stellt  sich  folgendermafsen: 

%^»=    1+       ,  2:      1 

y^^    1+       ,  3:      1 

yie  —  1   • 


6 


1  + 


6 

yi6  +  4 


8 


53:    20 


1  +      ,        114 :    43 


^"tl-=    1+      ,        167:    63 
yR±L  =    3  +  •   ,        281 :  106 


8 


^^+*  =-    1  +      ,       1010 :  381 

>^  +  °   ==12+      ,      1291:487. 

Dieser  elfte  NSheningsbrucIi  genügt  der  gegel)enen  Gleiclinng: 

35y*  -  172y«  +  210ä»  =  +  1, 

da  er  von  ungerader  Ordnung  ist.  Man  erhalt  sodann  die  vollstän- 
dige Losung,  wenn  man  6  -)-  -qr  an  die  Stelle  des  entsprechenden 
Quotienten'  setzt.    Dies  giebt: 

8* 
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z 


1291 


(«  +  y)  + 


1010 


487 


381 


12910  +  8756  ¥ 

4870  +  saosv ' 


und  hieraus  folgt  die  vierte  Lösung: 

X  =  43780  +  29693  V 
y=  12910+    8756  V. 

Es  dürfte  die  Bemerkung  angebracht  sein,  dafs  man  schneller 
und  einfacher  zu  dieser  vierten  Lösung  gelangt  sein  würde,  ipvenn 
man  die  andere  Wurzel  derselben  Gleichung  entwickelt  hätte.  Die 
Rechnung  stellt  sich  so: 


X 


Hieraus  folgt: 


z 


}/46  —  86 
86 

2  + 

V46  +  16 
6 

« 

3  + 

1/46  +  2 
7 

1  + 

}/46  +  6 
8 

= 

3  + 

1/46  +  4 
10 

ISS 

1  + 

1/46  +  6 
1 

= 

12  + 

48(6  + 

+  84 

1:    0 


1 


7:    3 


9:    4 


34:15 


43 :  19. 


19 


(•  +  J)  + 


16 


480  +  292¥ 
190  +  129M" 


und  man  erhält  als  vierte  Losung: 

X  =  1460  +  989V 
y=    430  + 292V. 

Diese  Formeln^  welche  auf  dasselbe  hinauskommen  wie  die  obigen, 
sind  einfacher  als  die,  welche  wir  mittelst  der  andern  Wurzel  ge- 
funden haben.  Die  Übereinstimmung  beider  kann  man  übrigens  be- 
weisen, indem  man  annimmt^  dafs  die  0  und  V  dieser  Formel  einem 
Werte  von  n  entsprechen,  der  um  eine  Einheit  kleiner  ist  als  das  n 
in  den  Werten  von  0  und  V  in  der  andern  Formel.  Unterscheidet 
man  daher  diese  durch  0'  und  V,  so  kann  man  setzen: 

0  +  Vl/46  =  (0'  +  V'V^  (24335  —  3588 V46). 
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Stellt  man  diese  verschiedenen  Resultate  zusammen,  so  erhält  man 
sämtlich«  Losungen  der  gegebenen  Gleichung: 

2a:«  —  23y«  =  105. 

Dieselben  sind  in  den  folgenden  Formeln,  in  denen 

(24335  +  3588  >/46)"  =  0  +  Yl/46 

gesetzt  ist,  enthalten: 

x=     8«+      23V    ,        y=*      0+    16V 

x^    380+    253V     ,        y«=110+    76V 

a:  =  2680  + 1817  V    ,        y  =  79«  +  536V 

a:=1460+    989V    ,        y  =  430  + 292V. 

Dieselbe  Gleichung  oder  eine  äquivalente  Gleichung  (p*  —  46  g*  =  210) 
ist  in  den  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1767 
gelost.  Das  daselbst  pag.  263  gegebene  Resultat  stellt  acht  Lö- 
sungen dar. 

Diese  acht  Losungen  reducieren  sich  auf  die  vier  vorstehenden; 
überhaupt  kann  die  Rechnung  stets  um  die  Hälfte  abgekürzt  werden, 
wenn  man,  wie  wir  es  gethan  haben,  beachtet,  dafs  es  überflüssig 
isty  beide  Wurzeln  derselben  Gleichung  in  einen  Eettenbruch  zu  ent- 
wickeln, und  dafs  die  Entwicklung  einer  einzigen  ausreicht,  um  das 
aus  beiden  sich  ergebende  Resultat  zu  erhalten. 

82. 

Als  ferneres  Beispiel  wollen  wir  noch  die  Gleichung  nehmen: 

67y»  —  221yg  +  mz^  =  5. 

Durch  Vergleich  ung  derselben  mit  der  allgemeinen  Formel  (No.  67) 
ergiebt  sich: 

/•=67,    g 227,    Ä— 191,    2)  =  5. 

^»^-/•Ä-ili,     D<YÄ. 

Man  kann  demnach  diese  Gleichung  durch  Entwicklung  einer  Wurzel 

der  Gleichung 

67  a;«  —  227  a?  +  191  =  0 

in  einen  Eettenbruch  auflösen.  Die  Rechnung,  bis  zu  dem  Punkte, 
wo  man  die  sich  bis  ins  Unendliche  wiederholende  Periode  gefunden 
hat^  fortgesetzt^  stellt  sich  folgendermafsen: 
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i5iiü^=   4+  ,  2:  1 

^  \f^'  ^    1+  ,  9:  5 

^i+il^  =  17+  ,  11:  6 

IQ                       ^  T  ; 


ii+iV^_    2  + 


196 :  107 


207  :  113 


H  +^iV34i  _    j_^     ^      610:333 
64  +  11/341  _    2+     ,      817:446 

T^ —     1  +      ; 


U.  S.  W. 

Da  der  vollständige  Quotient     ^     in  ^^  ^^^  bereits  gefundenen 

gehört,  so  ist  die  Rechnung  beendet,  und  man  sieht,  dafs  man  un- 
mittelbar nach  den  ersten  Gliedern  1,  1,  4  die  sich  bis  ins  Unend- 
liche immer  wiederholende  Periode  1,  17,  1,  2,  1,  2  erhält 

Sucht  man  jetzt  die  Zahl  5  unter  den  Nennern  der  vollständigen 
Quotienten,  so  sieht  man,  dafs  der  dritte,  der  siebente  und  der  neunte 
Näherungsbruch  der  gegebenen  Gleichung  genügen  können.  Der  sie- 
bente und  neunte,  welche  derselben  Periode  angehören,  genügen  in 
der  That,  da  sie  von  ungerader  Ordnung  sind,  und  da  in  dem  Werte 
von  X  die  Wurzelgröfse  positiv  genommen  worden  ist.  Was  den 
dritten  anbetri£ft,  so  genügt  er  zwar  ebenfalls;  wir  sehen  jedoch  von 
ihm  ab,  da  es  ausreicht,  die  durch  die  Glieder  einer  und  derselben 
Periode  gegebenen  Lösungen  zu  betrachten,  und  alle  andern  in  diesen 
enthalten  sein  müssen.    Man  sehe  hierüber  den  folgenden  Paragraphen. 

Man  erhält  somit  mittelst  des  siebenten  Näherungsbruches: 

j)  =  207,    g  =  113, 

und  berechnet  man  wie  gewöhnlich  den  Wert  der  von  diesem  Gliede 
ab  gerechneten  Periode: 
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Periode:  2,    1,    2,     1,    17,     1 

wu  ^u   n  1.        1        2        3        8        11        196        206 

Naherungsbrüche:  -5-,   y,  y,   y,  — ,   ^y-,   ~^, 
so  findet  man: 

7  — -75-^    /J«  =  71,    g> ^-J^  =  138y,     ^  =  ^  =  15. 

Man  erhalt  daher: 

Man  hat  zu  gleicher  Zeit: 

9)«  -  ^*«  -  +  1, 

und  dies  beweist,  daXb  die  gegebene  Gleichung  auflösbar  ist,  wenn 
die  rechte  Seite  +  5  ist,  dafs  sie  es  aber  nicht  sein  würde,  wenn 
ihre  rechte  Seite  —  5  lautete.  Setzt  man,  nachdem  dieses  festgestellt 
ist,  die  gefundenen  Werte  in  die  Formel  der  No.  67  ein,  so  erhält 
man  als  erste  Lösung  der  gegebenen  Gleichung: 

y  =  207«  + 3823.  yV 

^  =  113«  + 2087.  yV. 
Verfahrt  man  in  derselben  Weise  mit  dem  neunten  Näherungs- 

817 
446 

y  =  817« +  15087.^'!' 
^,  =  4460+    8236 -yV. 

2 

Diese  letzteren  Formeln  enthalten  die  Losung  y,   die  wir  in 
dem  unregelmäfsigen  Teile  des  Eettenbrucbes  bemerkt  haben.    Setzt 

277 

man  nämlich  n  «=  1,  «  =  —5—,  +  V  =  —  15,  so  findet  man  y  «=»  2, 

z=  1.  Daraus  läfst  sich  vermuten,  dafs  die  zweite  allgemeine  Lösung 
auf  eine  einfachere  Form  gebracht  werden  kann.  Hierüber  verschafft 
man  sich  leicht  Gewifsheit,  wenn  man  an  Stelle  von  <t>  und  V  die 
analogen  Grofsen,  welche  einem  um  eine  Einheit  verschiedenen  Werte 
Ton  n  entsprechen,  nimmt.    Es  ergiebt  sich: 

y  =  2«  +  72  .  y  V 
g=    0  +  41.  i.V. 


817 

brache  -rj^,  so  ei^ebt  sich  die  zweite  Losung: 
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83: 

Aus  dem,  was  in  diesem  Paragraphen  bewiesen  worden  ist^  er- 
kennt man,  dafs,  wenn  die  betreffenden  Gleichungen  möglich  sind, 
ihre  Auflösung  durch  ein  oder  mehrere  Formelsysteme  von  der  Form 

gegeben  wird.    Dabei  sind  die  Zahlen  ß,  b\  a",  h"  konstant  und  die 
Gröfsen  O  und  V  bestimmen  sich  durch  die  Gleichung: 

in  welcher  n  eine  unbestimmte  Zahl,  und  wo  jederzeit  q?  —  -4^*  «=  —f-  1 
und  demnach  auch  0*  —  j4V*  =  (+  1)"  «*  +  1  oder  —  1  ist. 

In  den  allgemeinen  Formeln  kann  man  ¥  nach  Belieben  negaüv 
oder  positiv  nehmen  und  somit  ¥  mit  dem  doppelten  Vorzeichen  --j^  1 
versehen.  Dies  kommt  auf  dasselbe  hinaus,  als  wenn  man  das  Vor- 
zeichen von  V  als  bestimmt  absieht  und  für  n  irgendwelche  positive 
oder  negative  Werte  nimmt.     Denn  es  ist: 

(9)  +  ^yi)""  =  (9)*  -  Ari^^y--  (9)  -  ^VaY  =  (+  ly  (0 — "i^yJOr 

und  mithin  ist  die  Änderung  des  Vorzeichens  von  n  gleichbedeutend 
mit  der  Änderung  des  Vorzeichens  von  V,  da  es  auf  das  Zeichen  von 
(4:  1)**,  mit  welchem  das  Ganze  behaftet  ist,  nicht  ankommt;  denn 
wie  aus  der  Natur  der  gegebenen  Gleichung  sich  ergiebt^  kann  m&n 
immer  das  Zeichen  von  y  und  das  von  e  gleichzeitig  ändern. 

Es  folgt  hieraus,  dafs  die  verschiedenen,  in  einem  solchen  Formel- 
System,  wie  das  vorhergehende,  enthaltenen  Werte  von  y  und  0  zvrei 
Reihen  bilden,  die  sich  ins  Unendliche  in  positiver  wie  in  negativer 
Richtung  erstrecken,  und  von  denen  jedes  Glied  einem  bestimmten, 
positiven  oder  negativen  Werte  von  n  entspricht,  in  folgender  Weise ; 

n  ...   —  3,    —  2,     —  1,    0,    1  ,    2  ,    3  , 

y 

z 

Übrigens  beruht  die  einfachste  Art,  die  Zahlenwerte  dieser  Glieder 
zu  berechnen,  auf  der  Anwendung  des  No.  62  gefundenen  Gesetzes, 
welches  jpg  =  ^^>f\  +P  (wo  das  Zeichen  +  dem  von  (p^  -^  Aif;^  ent- 
gegengesetzt ist)  giebt.  Diese  Formel,  in  welcher  jp,  p^,  p^  allgemein 
drei  aufeinanderfolgende  Glieder  bezeichnen,  kann  zur  Fortsetzung 
einer  dieser  Reihen  sei  es  nach  rechts  oder  nach  links  hin  dienen. 
Dasselbe  Gesetz  findet  bei  der«  andern  Reihe  statt. 


P9 

"p, 

'P, 

P, 

Pit 

P») 

Psf 

"q. 

'2, 

i, 

iu 

Ui, 

9s, 
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84. 

Wir  haben  bisher  angenommen,  dafs^  wenn  es  möglich  ist,  der 
Gleichung 

fy^  +  gy^  +  hz'^  +  H, 


in  welcher  y  und  sf  als  relative  Primzahlen  und  JS  <  yV^  —  ^^ 

Torausgesetzt  ist^  Genüge  zu  leisten^  der  Bruch  -^  stets  .unter  den 

NäherangsbrQchen  einer  Wurzel  der  Gleichung 

fsi^  +  gx  +  h  =  0 

enthalten  ist.  Dieser  Satz  besitzt  grofse  Ähnlichkeit  mit  dem  in 
No.  10.  Indessen  ist  es  durchaus  notwendig  zu  beweisen,  dals  er 
allgemein  richtig  ist,  abgesehen  von  einer  geringfügigen  Ausnahme, 
die  wir  erwähnen  werden. 

Es  möge  f  eine  positive  Zahl,  g  und  h  nach  Belieben  positive 

oder  negative  Zahlen  bedeuten;   femer  sei  —   ein  gegebener  Bruch, 

dessen  Zähler  und  Nenner  prim  zu  einander  sind  und  der  Gleichung 

fp'  +  gpq  +  hg^'^  +  s 

genügen.  Wir  nehmen  an,  dafs  man  ^  in  einen  Eettenbruch  ent- 
wickle, und  dafs  die  bei  dieser  Rechnung  sich  ergebenden  Quoti)9nten 
Oj  ß,  . . .  X,  (i  seien.    Mittelst  dieser  Quotienten  berechne  man  in  der 

gewohnliehen  Weise  die  Näherungsbrüche  von  — .    Bezeichnet  man 

mit  —^  denjenigen  Näherungsbruch,  welcher  —  unmittelbar  vorangeht, 

so  kann  man,  wie  wir  bereits  (No.  9)  gesehen  haben,  nach  Belieben 
Pf  — 1^9  =  +  1  oder  pg^  —  p^q  =  —  1  setzen. 

Dies  vorausgeschickt,  betrachten  wir  dieselben  aufeinanderfolgen- 
den Brüche  ^,  —  als  zur  Entwicklung  von  x  in  einen  Kettenbruch 

gehörig.  Ist  z  der  vollständige  Quotient,  welcher  dem  letzteren  Bruche 
entspricht,  so  muJs  demnach  sein: 

„^Pl±PL  oder  z^^^^^^^. 

qz  +  q^  p  —  qx 

Nun  wird  die  Annahme,  dafs  ^,  -^  zwei  aufeinanderfolgende  Nähe- 
ningsbrüche  von  x  seien,  berechtigt  sein,  wenn  der  soeben  gefundene 
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Wert  von  z  positiv  und  gröfser  als  die  Einheit  ist.  Denn  dies  ist  die 
Bedingung;  welcher  alle  aus  der  Eettenbruchentwicklong  einer  be> 
liebigen  Grofse  hervorgehenden  vollständigen  Quotienten  unterworfen 
sein  müssen.  Es  handelt  sich  daher  darum  zu  untersuchen,  ob  diese 
Bedingung  erfüllt  ist. 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  erhält  man: 

Setzt  man  nun  stets: 
80  ist: 

Substituiert  man  diesen  Wert  für  x  und  scha£Ft  alsdann  das  Wurzel- 
zeichen aus  dem  Nenner. fort,  so  wird: 

^  +  -TT  = 


In  dieser-  Gleichung  kann  man  das  Zeichen  von  }/Z  nach  Belieben 
wählen,  da  es  freisteht,  für  x  die  eine  oder  die  andere  Wurzel  der 
Gleichung  /rc* +  ^a? -j- Ä  =  0  zu  nehmen,  und  der  Wert  von  z  in 
beiden  Fällen  verschieden  ist.     Da  ferner 

fi^  +  gpi  +  H^  +  s 

ist,  so  giebt  diese  Gleichung: 


Folglich 

erhält 

man: 

rfi 

pog) . 

21/^+7. 

±  VA  ±yÄ + 

fü 

Von  diesen  verschiedenen  unbestimmt  gelassenen  Zeichen  ist  nur  das- 
jenige von  +1/^  willkürlich,  da  das  Zeichen  von'jff  von  der  ge- 
gebenen Gleichung   abhängt   und   das   von  IZ-^+^-r   ^^    gleicher 

Weise  durch  den  Wert  von  — ^  +  9  bedingt  ist.  "  Da  es  aber  von 
Wichtigkeit  ist,  den  gröfsten  Wert  von  z  zu  betrachten,  so  nehme 

man  das  Zeichen  von  YÄ  gleich  dem  von  l/-4+^-j-.    Alsdann  ist 
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die  rechte  Seite  unserer  Gleichung  notwendigerweise  von  der  Form: 


^±^ 


EndlicH  kann  man  diese  Grofse  stets  positiv  annehmen,  da  man  nach 
Belieben  pgf^  —  p^q  «»  -|-  1  oder  —  1  setzen  kann.  Man  erhält  daher 
in  allen  Fällen:  


^_VÄ+yÄ±f§ 


85. 
Ist  erstens  /p^  +  gpq  +  Äg*  ■=■  +  JT,  so  hat  man: 


«  + 


,      y2  +  |/I7^ 


41_ 


q  H 

Die  rechte  Seite  ist  gröfser  als     IL     and  folglich  >  2,  da  H-<cY^ 

ist;  femer  ist  q"  <  q.    Mithin  ist  der  Wert  von  e  positiv  und  gröfser 

als  1.     Demnach  ist  der  gegebene  Bruch  — ,  welcher  der  Gleichung 

/j>*  -|-  gpq  +  Ag*  =  +  fi  genfigt,  stets  einer  der  Näherungsbrfiche 
Ton  einer  Wurzel  der  Gleichung  /"«*  •{-  gx  -\-  h  •=  0.  Dieser  Schlafs 
erleidet  keine  Ausnahme,  so  lange  die  rechte  Seite  H  positiv  ist. 

'86. 
Ist  zweitens  fp*  +  9Pq  +  Ag*  =  —  JJ,  so  hat  man: 


■^    q  H 

Nun  sieht  man^  dafis,  wenn,  der  Wert  von  q^  hinreichend  grofs  wird 

fH 

im  Verhältnis  zu  —j-  (kleiner  kann  er  niemals  sein),  der  Wert  von 
^+    —  sehr  nahe  gleich  --^-  ist,  so  dafs  man  erhält: 

*  H  q  ' 

eine  Grofse,  welche  positiv  und  groDser  als  die  Einheit  ist. 

Übrigens  ist  es,  ohne  das  Glied  -^-  zu  vernachlässigen,  leicht, 


I 
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die  Grenze  von  q  anzugeben,  fOr  welche  e  noch  poBitiv  and  grörser 
als  1  ist.    Dazu  bringen  wir  e  auf  die  Form: 

Da 

.  T/J.  >  H  und  — -^-^  <  1  oder  höchstens  =  1 

ist,   so   ist   offenbar  0  positiv  und  grofser  als  1,   wenn  die   Grofse 
yÄ—  -^-  gröJCser  als  I/-4 ist,    Ist  also: 


V 


SO  folgt  hieraus;  wenn  man  ins  Quadrat  erhebt  und  vereinfacht: 

2|/1  I 

So  lange  also  q  oberhalb  dieser  Grenze  liegt,  ist  sicher  immer  der 
Wert  von  ß  positiv  und  grofser  als  1 ;  ist  dagegen  j  <  y  so 

kann  man  im  allgemeinen  nicht  mehr  behaupten,  dafs  8  grofser  als 
die  Einheit  ist. 

87. 

Wie  beschaffen  auch  q  sein  möge,  der  Ausnahmefall  wird 
niemals  stattfinden,  sobald  /)  wie  wir  voraussetzen,  eine  positive 
Zahl,  h  dagegen  eine  negative  Zahl  ist.  Denn  alsdann  hat  die 
gegebene  Gleichung  die  Form: 

und  diese  ist  dieselbe  wie: 

Uq^^gpq-fp'  =  +  H. 
Da  somit  diese  Gleichung  auf  den  ersten  Fall  zurückgeführt  ist,  so 
folgt  daraus,  dafs  --  ein  Näherungsbruch  einer  Wurzel  der  Gleichung 

Ä'rc*  —  gx  —  /"=  0 

1  <n 

ist.    Mithin  wird  (indem  man  —  für  a;  setzt)   —  ein  Näherungsbruch 
einer  Wurzel  der  Gleichung 

fx"  +  ^a;  -  Ä'  =  0 
sein. 
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88. 
Wenn   eine  Gleichung 

fy^  +  gy»  +  *^*  =  —  ^; 

in  welcher  f  und  h  positiv  sind,  aufgelost  werden  soll,  so  k;^.nn  man 
diese  Gleicilimg  immer  (No.  58)  in  eine  andere 

transformieren,  in  welcher  a  und  c  positiv  und  überdies 

6«  +  4ac  =  g^  —  ^fh  —  4.A 

ist     Diese    Gleichung  wird  daher  zu  dem  Falle  der  vorhergehenden 

Nammer    gehören,  und  wenn  überdies  JB'O/Z  ist,  so  werden  alle 
Losungen   durch  die  Näherungsbrüche  einer  Wurzel  der  Gleichung 

ax*  +  ^^  —  c  =  0 
gegeben   sein. 

Man  sieht  hieraus,  dafs  der  erwähnte  Ausnahmefall, 
der  übrigens  nur  sehr  selten  und  für  sehr  kleine  Werte  von  p  und  q 
eintritt^  ▼ollständig  vermöge  der  bereits  angegebenen  Transforma- 
tionen umgangen  werden  kann.    Die  Behauptung,  dafs,  wenn 

ist,  alle  Lösungen  der  Gleichung 

fy^  +  9yz  +  U^^±H 

durch   die  Näherungsbrüche  einer  Wurzel  der  Gleichung 

f3(?  +  gx  +  h  =  Q 
gegeben   werden,  ist  daher  allgemein  richtig. 

89. 

£a  dürfte  übrigens  nicht  überflüssig  sein,  ein  dem  erwähnten 
Ansnahinefalle  unterliegendes  Beispiel  beizubringen,  das  uns  zugleich 
Anlafs  SU  neuen  Bemerkungen  liefern  wird.  Es  sei  zu  dem  Zwecke 
die  Gleichung  gegeben: 

1801y«  —  3991y;ef  +  2211i^  —  —  3, 
wobei 

und  somit  H  <,Ya  ist.    Dieser  Gleichung  genügt  man,  indem  man 

81 

y  SS  31   und  jer  =  28  setzt;  indessen  ist  der  Bruch  -~  nicht  unter 
den  Näherungsbrüchen  einer  Wurzel  der  Gleichung 
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1801»»  —  3991»  +  2211  =  0 
enthalten.    Denn  die  Entwicklung  der  gröfseren  Wurzel  giebt: 

J995H-JV^_      , 

^  1801        —  1  -^     ,       1 .  ^^ 

— 194|  +  iVs? 


—  21 


:=9+       ,         1:    1 


H  +  iV^^8+  ,       10:    9 

n  +  iVTl  _  ^      gj^73 

«  o 

U.    8.    W.  U.   8.   W., 

und  die  der  kleineren  Wurzel  giebt: 

.»^i«?5i±i>^  =  l+  ,         1:    0 

194t  +  iV87^3^  ,         1:    1 

-H  +  i^iT^g   .  ,      10:    9 


—  1 


iiiö^  =  2+       ,      21:19        . 
^ii^  =  5+      ,      52:47 

U.    8.    W.  U.    8.   W. 

Man  findet  also  weder  bei  der  einen  noch  bei  der  andern  Entwicklung 

31 

den  Näherungsbruch  — ,  und  dies  steht  im  Einklang  mit  der  Formel 
des  Artikel  86,  da  hier  28,  welches  der  Wert  von  q  ist,  kleiner  ist 

2^2  1/37 

Um  diesen  Übelstand  zu  vermeiden  und  zu  bewirken,  dafs  die 

Losung  durch  die  Näherungsbrüche  gegeben  werde,  genügt  es,  die 

Grofse 

1801y*-3991y;ef  +  2211i?*, 

wenn  nicht  auf  den  einfachsten  Ausdruck,  so  doch  wenigstens   auf 

eine  Form  zu  bringen,  in  welcher  die  äufseren  Glieder  von  entgegen- 

gesetztem  Vorzeichen   sind.     Dies   erreicht  man  unmittelbar,   indem 

man  setzt: 

y  =  W  -  51/ 

e=    9y  -46/; 
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denn  alsdann  reduciert  sich  die  gegebene  Gleichung  auf  die  sehr  ein- 
fache Form: 

j^*  +  y  ^'  —  9/*  =  -  3. 

Entwickelt  man  also  eine  Wurzel  der  Gleichung 

X«  +  a;  —  9  =  0 
in  einen   Eettenbruch,  so  erhält  man: 


X 


2i  +  iV87 


8 


i  +  i>/37 


8 


n  +  iV87 


=  2  + 
=  1  + 

=  1  + 
-5  + 


?i_+il^  =  l  + 


3 

u.  s.  w. 


0 


1 


5:    2 


28:11 


U.   8.   W. 


Beim   Anblick  der  vollständigen  Quotienten  erkennt  man,   dafs  der 

Näherangsbruch  —  fOr  -^  genommen  werden  kann.   Denn  setzt  man 

y'  =  2,  /  =  1,  so  hat  man  y  *  +  V  ^  —  9^'*  =  —  3  und  hieraus  folgt: 

y 31,     z 28, 

und  dies  ist  die  Lösung,  welche  mit  Hülfe  der  Näherungsbrüche  ge- 
funden werden  sollte. 

Im  Übrigen  ist  die  allgemeine  Losung  der  Gleichung  in 
y  und  sfj  die  aus  der  soeben  ausgeführten  Entwicklung  abgeleitet 
werden  kann,  in  den  folgenden  Formeln  enthalten. 

1)  Setzt  man: 

(6  +  }/3~7)"  =  F+  6f  1/37 , 
so  erhalt  man: 

y  =2F±\&G 

/=    F±   bG, 
und  hieraus  folgt: 

y  =  — 311^+95G 

;gr=  —  28FHF86G. 

2)  Setzt  man: 


90  erhält  man: 


(6  +  >/37)"+'  =  JT  +  G'Y^, 

y'  «  3  J^  +  IbG' 

sf^   F'±    1G\ 
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and  hieraus  ergiebt  sich: 

y  =  —  2125*  +  207  G' 
j»  =  — 19J?"  +  187G'. 

90. 

Betrachtet  man  jetzt  den  soeben  von  uns  bei  diesem  Beispiele 
verfolgten  Weg  genauer,  so  sieht  man,  dafs  nach  Vereinfachung  der 
Form  der  aufzulösenden  Gleichung  die  einfachsten  Losungen  sich 
als  die  ersten  unter  den  Näherungsbrüchen  darbieten  mufsten.  Aus 
diesen  ersten  Lösungen  hat  sich  mit  Hülfe  der  gewöhnlichen  Formeln 
die  allgemeine  Lösung  ergeben,  welche  nichts  anderes  ist  als  der 
Ausdruck  der  verschiedenen  der  Aufgabe  genügenden  Nähemngs* 
brüche,  wenn  diese  Brüche  der  Reihe  nach  an  derselben  Stelle  inner- 
halb sämtlicher  Perioden  genommen  werden.  Nun  ist  der  so  ge- 
fundene  allgemeine  Ausdruck,  auf  welche  Weise  man  auch  za  ihm 
gelangt  sßi,  der  einzige;  er  würde  im  Grunde  derselbe  sein,  wenn 
man,  um  ihn  zu  finden,  von  besonderen  Werten  von  p  und  g  aas 
einer  andern  Periode  als  der  ersten  ausgegangen  wäre.  IJm  uns 
besser  verständlich  zu  machen,  nehmen  wir  die  Gleichung: 

der  man  durch  folgende  Werte  der  Reihe  nach  genügen  kann: 


y  ^ 

2 

7          26 

97 

362 

z 

1  ' 

4  '        15  ' 

66' 

209  ' 

Geht 

man 

von  der 

ersten  Lösung 

2 
1 

aus, 

SO   Wl 

Ausdruck  dieser  Werte 

rffc 

y  =  F, 

Z 

=  G 

SO  würde  der  allgemeine 


sein,  wo  F  uqd  G  durch  die  Gleichung 

bestimmt  werden.     In  gleicher  Weise  kann  man  aber  von  dem  be- 

26 

sonderen  Werte  —  ausgehen  und  würde  dann  den  allgemeinen  Aus- 
druck aus  der  Gleichung 

y  +  isVä^  (26  +  151/3)  (F+GYä) 

erhalten,  welche  giebt: 

y  =  26F±46G 

0=15F±26G. 

Nun  enthält  dieser  Ausdruck  nicht  nur  die  Zahlen,  welche  gröfser 
als  26  und  15  sind,  sondern  auch  alle  kleineren,  welche  der  Gleichung 
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genügen  können.  Denn  nimmt  man  F=^  2^  (r  »»  1  und  wendet  man 
das  untere  Zeichen  an,  so  erhält  man: 

y  =  52  —  45  —  7  und  j»  -=  30  —  26  =  4, 

26 

und    dies   ist  die  Losung ,  wMche  -j^  unmittelbar  vorausgeht     Setzt 

man  ebenso  n  =»  2  oder  2^«»7y  (r  ^s  4  und  nimmt  man  ebenfalls 
das  untere  Vorzeichen,  so  wird: 

y  =  182  -  180  =  2,      j?  —  105  -  104  —  1. 

Mithin  sind  sämtliche  Losungen,  in  grolsen  wie  in  kleinen  Zahlen, 
in  gleicher  Weise  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  enthalten,  welches 
anch  die  besonderen  Werte  sein  mögen,  die  zur  Bildung  dieser  For- 
meln verwendet  worden  sind. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  ist  es  in  keinem  Falle  not- 
wendig, die  gegebene  Gleichung 

fy'  +  gy^  +  he'^  +  H 

zu  transformieren;  man  kann  sich  vielmehr  darauf  beschränken, 
den  gewohnlichen,  im  vorhergehenden  Paragraphen  angegebenen  Weg 
zu  verfolgen.  Nachdem  man  gemäfs  dieser  Methode  eine  einzige 
Wurzel  der  Gleichung 

in  einen  Eettenbruch  entwickelt  und  die  Entwicklung  soweit  fort- 
gesetzt hat,  bis  die  erste  Periode  der  Quotienten  vollständig  ist, 
genQgt  die  Betrachtung  dieser  ersten  Periode,  um  den  allgemeinen 
Ausdruck  der  verschiedenen  Näherungsbrüche  zu  erhalten,  welche  in 
den  aufeinanderfolgenden  Perioden  der  gegebenen  Gleichung  genügen 
können.  Und  man  kann  sicher  sein,  dafs  die  so  gefundenen  Formeln 
absolat  alle  Losungen  enthalten,  selbst  diejenigen,  welche  sich,  wegen 
der  TJnregelmäfsigkeit  des  Kettenbruchs  in  seinen  ersten  Gliedern, 
nicht  unter  den  ersten  Näherungsbrfichen  vorfinden. 

91. 
Um  somit  die  Gleichung 

1801y«  -  S99lye  +  2211;»«  =  —  3 

auÜEulosen,  entwickle  man  einfach  eine  Wurzel  der  Gleichung 

ISOlx*  —  3991a?  +  2211  —  0 

in  einen  Kettenbruch.  Die  dazu  erforderliche  Rechnung,  bis  dahin 
fortgesetzt,  wo  die  Wiederkehr  desselben  vollständigen  Quotienten 
die  Ausdehnung  der  Periode  anzeigt,  ist  folgende: 

Ltcgendre,  ZahlenUkeorie  L  9 


1 
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1996^  +  1^87 

^              1801          —  ^  -r  >  1 .  u 

ü±il^  =  8+*  ,  10:  9 

*i+i5^  =  l+  ,  81:  73 

±±i>^  =  l+  ,  91:  82 


H  +  IV^  ^^   I 


172 :  155 


951  :  857 


3 
U.   8.   W.  U.   8.   W. 

Wie  man  sieht,  ist  die  unaufhörlich  sich  wiederholende  Periode: 
1,  1,  5.    Wendet  man  die  Formeln  des  §  9  an,  so  findet  man,  daCs 

die  aus  dem  Bruche  -=^  sich  ergebende  Losung,  wenn  man 

(6  +  1/37)«*  c=.F+G  1/37 

setzt;  die  folgende  ist: 

y  =  81F+4656f 
;j  =  73JP+419G, 

und  die  aus  dem  Bruche  —  sich  ergebende  Lösung  ist,  wenn  man 

(6  + 1/37)"+^=  r  +  G'Yäl 

setzt,  die  folgende: 

y  =  912^  +  577G' 

0  =  821^  +  520  ö'. 

Setzt  man  in  dieser  letzteren  F  =^  6  und  G'  =  1,  und  nimmt  man 
das  obere  Zeichen,  so  findet  man: 

y  =  _  31,    0  =  —  28. 

Nun  ist  es  leicht,  sich  die  Gewifsheit  zu  verschafien,  da£s  diese 
Formeln  mit  den  in  No.  89  gefundenen  übereinstimmen.  Man  hat 
dazu  nur  an  Stelle  von  F  und  G'  ihre  aus  der  Gleichung 

F'  +  ö'  1/37  =  (6+^37)  {F+  Gysi) 
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sich  ergebenden  Werte  ^  nämlich 

0'  =  6G±F, 
einzusetzen. 

§  13. 

Weitere  Keduktion  der  Formeln  Ly«  +  Mye  +  Njs^  falls  SP  -  4LN 

gleich  einer  positiven  Zahl  ist. 

92. 

Wir  nehmen  zunächst  an^  dafs  der  Coefficient  üf  gerade, 
also  die  gegebene  Formel  die  folgende  sei: 

py*  +  ^iy»  +  rf^' 

In  No.  55  haben  wir  gesehen,  dafs,  wenn  g' — pr  gleich  einer  posi- 
tiven Zahl  Ä  ist,  diese  Formel  stets  auf  die  Form 

ay*  +  2byz  —  cs^ 

gebracht  werden  kann,  in  welcher  a  und  c  alle  beide  positiv  und 
nicht  kleiner  als  26  sind,  und  in  der  femer 

b^  +  ac  =  Ä 

ist  Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  die  verschiedenen  Formeln 

ay*  +  2byis  —  cis% 

welcbe  für  eine  gegebene  Zahl  A  den  vorhergehenden  Be- 
dingungen genügen,  auf  die  mögUoh  kleinste  AuKahl  su  redu- 
oieren.  Wir  zeigen  zunächst,  wie  man  zu  diesen  Formeln 
kommt. 

Ist  z.  6.  ^  s»  79  =  6^  -f-  ac,  so  gebe  man  b  der  Reihe  nach  die 
Werte  0,  1,  2,  3  und  keine  andern  mehr,  da  b  kleiner  sein  mufs  als 

—  -     Jeder   Wert   von   6   giebt  einen   Wert   von   ac  =  79  —  6*; 

jedoch  ist  dieser  nur  dann  brauchbar,  wenn  er  sich  in  zwei  Faktoren, 
die  nicht  kleiner  als  22»  sind,  zerlegen  läfst  Die  Einzelheiten  der 
Rechnung,  bei  welcher  beständig  a<c  vorausgesetzt  ist,  sind  folgende: 

^  6  =  0 

1)  " 


V 


2) 


oc  =  79 

a=l, 

0  =  79 

a>0. 

ft-=l 

a-=2, 

c  =  39 

oc  =  78 

3 

26 

o>2 

6 

13 

9* 


1 
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6  =  2 

o>4 

16  =  3 
ac  ■=.  70  o  =  7,  c  =  10 

o>6. 
Hieraus  ersieht  man,  dafs  sich  jede  unbestimmte  Grofse 

q*  —pr=>  79 
ist,  auf  eine  der  zwölf  folgenden  Formen  redncieren  muTs: 


bei  welcher 


y*-79«« 
2y»  +  2yts  —  39«* 
3y*  +  2yz  —  26«* 
6y«  +  2y£  —  ISüi* 
5y*  +  4y«  —  15»» 
7^  +  6y«  —  10»» 


79y»  — »« 
39y»  +  2ye  —  2»» 
26y»  +  2yB  —  3«» 
13y«  +  2yz  —  6«» 
15y»  +  4ye  —  5«» 
lOy»  +  6y«  —  7»». 


Von  diesen  zwölf  Formen  sind  sechs  nichts  anderes  als  die  andern 
sechs  mit  eni^egengesetztem  Vorzeichen  genommen,  wobei  man  noch 
zu  beachten  hat,  dafs  sich  die  Form  ay»  -f~  2hys  —  cxr»  von  der  Form 
ay»  —  26y«  —  ee*  nicht  unterscheidet,  da  man  e  ohne  Unterschied 
positiv  oder  n^atir  nehmen  kann. 

93. 
Es  kann  der  Fall  eintreten,  dafs  eine  Formel 

ay^  +  26y«  —  c«» 
für  gewisse  Werte  von  A  mit  der  zu  ihr  inversen 

identisch  ist,  und  zwar  findet  dies  immer  statt,  wenn  man 
der  Gleichung  w?  —  An^  «.  —  1  genügen  kann.    Ist  nämlich: 

und  setzt  man:  w«  —  4n«  —  —  1 

af  +  2hye  —  cb^^Z^cb^--  2hye  —  ay\ 

so  erhält  man,  wenn  man  diese  beiden  Werte  von  Z,  von  denen  der 
eine  als  gegeben,  der  andere  als  angenommen  betrachtet  wird,  mit  a 
multipliciert  und  zur  Abkürzung 

set^t:  ay  +  hz^x,    ay+hz'^x' 
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aZ™  Ol?  —  Az^ 
—  aZ^x'^'-Az^ 

und  hieraus  folgt  wegen  —  1  =  w*  —  iln*: 

oT»  —  Aii^  =  (w«  -  An")  ip^  -  ^i^). 

um  dieser  Gleichung  Oenüge  zu  leisten^  kann  man  sie  in  die  fol- 
genden beiden  zerlegen: 

rc'  +  /  >^!Z  =  (m  —  nYÄ)  {x  +  zYA) 

X  —/YÄ^(m  +  nYÄ)  (x  —  zYA), 

ans  denen   sich  ergiebt: 

X  =  mx  —  nAz 

z  «=  mz  —  nx  =  (♦»  ^  6n)jgf  —  any. 

Mithin  ist  zunächst  /  eine  ganze  Zahl;  setzt  man  sodann  an  Stelle 
Ton  X  und  üi  ihre  Werte  ay  -f-  hz^  ay  -f-  hz^  so  erhält  man  nach 
einigen  Vereinfachungen: 

y  c=s  (m  -|-  Jti)y  —  cnz. 

Folglich  ist  auch  ^  eine  ganze  Zahl,  und  somit  ist  die  Formel 
a^ -^'2bffZ — cü?  dieselbe,  wie  die  zu  ihr  inverse  cz'* — 2by'z'  —  ay*. 
So  lange  A  nicht  grofser  ist  als  1003,  zeigt  der  Anblick  der 
Tafel  X,  ob  die  Gleichung  w*  —  -4n*  «=  —  1  möglich  ist;  sie  ist  es 
stets    (No.  43),  wenn  A  eine  Primzahl  von  der  Form  4A;  +  1  ist, 

und    überhaupt  müssen  alle  Primfaktoren  von  A  oder  y^  von  der 

Form  4k  -|-  1  sein.  Indessen  ist  diese  Bedingung  nicht  hinreichend, 
da  sie  z.  B.  bei  den  Zahlen  34,  146,  205  u.  s.  w.  erfüllt  ist,  ohne 
dafs   die  in  Rede  stehende  Gleichung  möglich  wäre. 

94 

Nachdem  wir  dies  vorausgeschickt  haben,  lassen  wir  die  Methode 
folgen,  vermittelst  deren  man  uoter  allen  zu  derselben  Zahl  A 
geborenden  Formeln  diejenigen  auffinden  kann,  welche  mit 
einer  gegebenen  Formel  aj^ -{- 2byz  —  cz*  identisch  sind. 

Wenn  die  Formel 

Z  =3  oy*  +  2byz  —  es? 

mit  einer  and^lm  Formel 

«Y«  +  2b'yz  -  cz'* 
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identisch  ist,  so  mufs  diese  aus  der  ersten  durch  irgend  eine  Trans- 
formation entstehen.  Nun  besteht  die  allgemeinste  Transformation 
darin y  dafs  man  setzt  (No.  53): 

»  =  ay  +  ^fl, 

wobei  die  Zahlen  i?,  g,  p^,  ^  nicht  vollständig  willkürlich'^)  sind, 
sondern  der  Bedingung 

genügen  müssen.  Nehmen  wir  also  an,  dals  sich  durch  Einsetzen 
dieser  Werte 

ergebe,  so  erhalten  wir: 

d  H=»  aj)*   +  26jpg   —  c^ 

y  =  apjp«  +  h{s<t  +1>'2)  -  egg« 

-  c'  =  af^  +  2fcjpV  —  ^3°*. 

Will  man  nun,  dafs  die  Zahlen  d  und  —  c  wirklich  von  entgegen- 
gesetzten Zeichen  seien,  damit  die  transformierte  Formel  der  gegebenen 
ähnlich  sei,  so  muÜB  eine  Wurzel  der  Gleichung 

a^  +  26a:  —  c  —  0 
zwischen  den  beiden  Brüchen  -^,  -^  liegen.    Da  femer 

6'«  +  dd  =  6«  +  ac  =  ^ 

und  somit  die  eine  der  Zahlen  d  und  c  notwendig  <yZ  ist,  so 
mufs  wenigstens  der  eine  der  beiden  vorhergehenden  Brüche   unter 

den  Näherungsbrüchen  der  Wurzel  rr  (§  12)  enthalten  sein.    Ist  — 

dieser  Bruch  und  nimmt  man  für  -^  den  Näherungsbruch,  welcher  - 

vorhergeht,  so  sind  die  vier  Zahlen  p,  g,  |)®,  €^  durch  zwei  auf- 
einanderfolgende Brüche  bestimmt,  welche  sich  aus  der  Entwicklung 
von  X  in  einen  Eettenbruch  ergeben.  Ich  bemerke  jedoch,  dafs  man 
nicht  einmal  diese  Brüche  zu  berechnen  braucht,  um  die  aufeinander- 
folgenden transformierten  Formeln  dy^  +  26'y  /  —  c /*  zu  erhalten« 

Ist  nämlich        ^ —  der  dem  Näherungsbruche  —  entsprechende  voll- 

*)  Die  Buchstaben  jp  und  q  stehen  zu  den  Koefficienten  der  ursprünglichen 
Form,  die  wir  durch  py^  -\'  ^qyz  •\'  tt^  dargestellt  hatten,  in  keiner  Be> 
Ziehung.  Anm.  d.  Verf. 
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ständige  Quotient,  so  hat  man,  wie  wir  oben  (No.  59)  gefunden 
haben: 

ap^  +  2bpq  —  cq^  ^  D(p^  —  p^q) 

app^  +  Kp^+P^'q)  -cq^  =  -  Jipq'^-p'q) 
ap""^  +  2fci)Y  —  c^^^  —  L^ip^  —Ph)' 
Blitiiin  ^wird  die  transformierte  Formel  Z  einfach: 

Z={p^  —p^q)  {Dy'  -  2Jt//  -  L^sf^). 

Man  leitet  daher  aus  jedem  vollständigen  Quotienten  unmittelbar  und 
ohne  alle  Rechnung  die  entsprechende  transformierte  Formel  her. 
Eh  dürfte  überflüssig  sein,  hinzuzufügen,  dafs  der  Wert  des  Faktors 
pq^  —  P^9  bei  der  ersten  transformierten  Formel  —  1,  bei  der  zweiten 
4-  1  ist,  und  so  abwechselnd  weiter. 


96. 

Suchen   wir  z.  B.  die   transformierten  Formeln,   in   welche   die 

Formel 

Z  =  y*  —  79;?« 

übergehen  kann^  so  müssen  wir  dieselbe  Rechnung  anstellen,  als  ob 
es  sich  darum  handelte,  eine  Wurzel  der  Gleichung 

a;«  _  79  =  0 

in  einen  Kettenbruch  zu  verwandeln.  Folgendes  ist  die  hierzu  er- 
forderliche Rechnung  nebst  den  daraus  sich  ergebenden  transfor- 
mierten Formeln: 


}/79         =    8  + 

15         =     ^  T" 

V79  +  7 
8 

^79  +  7 
16 

|/79  +  8 
1 

VT9  +  S 
16 


=    7  + 

=    1  + 
=  16  + 


1  + 


Transformierte  Formeln: 

—  15y»  +  16yz  +  z^ 

2y*  —  UyB  —  15^ 

—  15j/*  +  Uyz  +    2j^ 

y'^—X^yz—  \bs? 
u.  s*  w. 


Man  braucht  die  Rechnung  nicht  weiter  fortzusetzen,  da  die  immer 
wiederkehrenden  nämlichen  Quotienten  auch  zu  denselben  transfor- 
mierten Formeln  führen.    Man  sieht  also,  dafs  aus  der  gegebenen 
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Formel  y^  —  79^6^^  nur  yier  transformierte  Formeln  entstehen,  and 
diese  redacieren  sich  wieder  auf  die  beiden  folgenden: 

2y«  —  Uyz  —  15j»« 
y«  +  \&y$  -  15i8". 

Bringt  man  sodann  diese  auf  die  gewöhnliche  Form,  in  der  26  <C  a 
und  <c  ist;  so  gehen  dieselben  über  in: 

2f  -  2yz  —  39^* 
y«  —  79^*, 

und  da  die  eine  von  diesen  beiden  nichts  anderes  ist  als  die  gegebene 
Formel,  so  giebt  es  in  Wirklichkeit  nur  eine  transformierte  Formel 
derselben,  nämlich  2y*  —  2yj?  —  39jßr*. 

um  die  andern  Formeln,  welche  wir  für  den  Fall  -4  =  79  ge- 
funden haben  (No.  92),  zu  reducieren,  betrachten  wir  eine  von  ihnen  z.  B. 

und  entwickeln  eine  Wurzel  der  Gleichung 

3a:*  +  2a;  -  26  =  0 
in  einen  Kettenbruch.    Wir  finden  so  die  transformierten  Formeln: 


X  = 


—  1+1/79 
S 

=  2  + 

Yii  +  i 

10 

=  1  + 

1/79  +  3 

7 

=  1  + 

1/79  +  4 
9 

=  1  + 

1/79  +  6 
6 

=  2  + 

V79  +  7 
ö 

=  3  + 

1^79  +  8 
8 

=  5  + 

V79  +  7 
10 

«=  u.  s.  w. 

Transformierte  Formeln: 


—  lOy*  +  Uye  +    3«» 

7y«-    Gye^lOe* 

—  V+    8ys+    7«» 
6y«  —  lOye  —    9g* 

—  5y*  +  Uyg  +    6«» 


3y»  -  \Qye  —   bsi 


s 
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Bringt  man  diese  sechs  transformierten  Formeln  auf  die  gewohnliche 
Form,  so  werden  dieselben: 
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3y»  +  2yz  -  26^« 
7y*  —  Gygf  —  IOje?« 
7y*  —  Gye  -  lOj?* 
6y'  +  2y0  —  13j5« 

—  5y*  +  4yi^  +  15^ 
3y* +  2^0  —  26^1 

Hieraus  geht  hervor^  dafs  die  oben  für  die  unbestimmte  Grofse 
py^  -|-  2qy£  -{•  r^  im  Falle  g*  — pr  =  79  gefundenen  zwölf  Formen 
sich  auf  folgende  vier  reducieren: 

y»  —  79j»*  79y«  -  jb« 

3y«  -f.  2y0  -  26j»«  26y«  —  2yz  —  3^. 

MifKJTi   kann  jede  Gleichung  von  der  Form: 

py*  +  2gy^  +  ^^  =  ±  -ff, 
bei  welcher 

g«— jpr  — 79 

ist,  stets  auf  eine  der  beiden  Gleichungen 

y^—19z^=^±H 
3f  +  2y0  -  26^«  =  ±  Ä 
zurückgefOhrt  werden. 

§96. 

Nach  diesen  Principien  ist  die  Tafel  I  konstruiert  worden.  In 
derselben  findet  man  fOr  jede  nichtquadratiscbe  Zahl  A  von  2  bis  136 
die  verschiedenen  Hauptformen,  auf  welche  sich  die  unbestimmten 
Formeln  iy*  +  2 Myz  +  ■^^*,  i^i  denen  JSP  —  LN  =^  A  ist,  stets 
reducieren  lassen.  Die  Zeichen  +,  mit  denen  die  meisten  Formeln 
behaftet  sind,  zeigen  zwei  Formen  an,  die  in  gleicher  Weise  möglich 
sind,  sich  aber  gegenseitig  ausschliefsen.  Sind  die  Formeln  nicht 
mit  dem  Doppelzeichen  versehen,  so  gelten  sie  so,  wie  sie  angegeben 
sind,  doch  würden  sie  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  ebenfalls 
statf^nden. 

So  findet  man  z.  B.  neben  der  Zahl  93  die  reducierte  Formel 
-+-  (y*  —  93iBf*).    Dies  bedeutet,  dafs  jede  gegebene  Formel 

in  welcher  g*— |)r«=a93  ist,  sich  stets  auf  die  Form  y  '  —  93iB?'* 
oder  auf  die  Form  93/'  —  y ',  niemals  aber  auf  beide  Formen  zu- 
gleich bringen  läüsi 
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Dag^en  fiodert  man  iH'bcii  der  Zahl  97  die  Fonnd  y*  —  1^7^ 
ohne    Doppelzeicben.     IHes    bedeatet,    daCs   jede    gegebene    Forme] 

in  welcher  5* — />ra=97  i»t,  sich  stet«  aof  die  Form,  y*  —  OT-s*'^ 
bringen  lalkt.  Sie  kann  aber,  wenn  man  wiD,  anch  auf  die  Formi 
97/'  —  y  *  gebracht  wefden,  da  man  in  diesem  Falle  der  Gleichuzi^l 
m*  —  97»*  ^  —  1  genfigen  kann. 

97. 
Wir  betrachten  jetzt  die  unbestimmte  Formel: 

in  welcher  itf  eine  ungerade  Zahl  ond  die  Grofse  3P  —  4/>JV 
gleich  einer  poaithren  Zahl  B  ist.  Diese  Formel  lafst  sich  stets 
auf  die  Form  bringen: 

in  welcher  zu  gleicher  Zeit  a  and  c  positiv,  &  <  a  und  <C  c  und 
6*  -f-  4ac  «B  i?  ist.  Mittelst  der  einen,  als  bekannt  voraus- 
gesetzten Zahl  B  kann  man  leicht  alle  Formeln  ay*-\'hif0  —  cz^ 
finden,  welche  den  vorstehenden  Bedingungen  genügen; 
sodann  aber  handelt  es  sich  darum,  diese  Formeln  auf  die 
geringste  Arntahl  au  leducieren,  indem  man  die  überflOssigen  oder 
in  den  andern  enthaltenen  Formeln  wegläCst. 

Dazu  betrachten  wir  eine  von  diesen  Formeln: . 

oder  vielmehr  das  Doppelte  derselben: 

2ay*  +  2lyz  —  2c^. 

Da  alsdann  der  Koefficient  des  mittleren  Gliedes  gerade*  ist,  so  kann 
man  auf  demselben  Wege  wie  vorher  zur  Aufsuchung  der  aufeinander- 
folgenden Transformationen  derselben  schreiten.  Zu  dem  Zwecke 
mufs  man  eine  Wurzel  der  Gleichung 

2aa?*  +  26a?  —  2c  =  0 

in  einen  Kettenbruch  entwickeln.    Diese  Wurzel  sei  x  «= ~-^ — 

2a 

Die  transformierten  Formeln  sind  ebenfalls  von  der  Form: 

2a  y«  +  26' yj?  -  2cV, 
die  sich  stets  aus  dem  Ausdruck 

ergiebt.  Dabui  ist  der  allen  gemeinsame  Faktor  2  nicht  hinderlich, 
um  mit  gleicher  Leichtigkeit  die  identischen  Formen  zu  erkennen. 
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In  Wahrheit  giebt  es  also  keinen  wesentlichen  Unter- 
schied zwischen  der  Art  der  Behandlung  des  Falles,  wo  M 
gerade,  und  desjenigen,  wo  M  ungerade  ist.  Indessen  müssen 
die  Resultate  dieses  letzteren  Falles  in  einer  besonderen  Tafel  ver- 
zeichnet werden,  welche  für  jede  Zahl  B  von  der  Form  4w  +  1  die 
wesentlich  verschiedenen  Formen  angiebt,  auf  welche  sich  alle  un- 
bestimmten Formeln  Ly^  +  Myz  +  Nf?^  in  denen  M  ungerade  und 
M.^  —  4LN  =^  B  ist,  zurückfahren  lassen. 

98. 

Um  von  der  Berechnung  dieser  Tafel  ein  Beispiel  zu  geben,  sei 

S  =  181.    Wir  suchen  zunächst  die  verschiedenen  Werte  von  a,  &,  c, 

welche  der  Gleichung 

6«  +  4ac  =  181 

genügen,  und  da  den  andern  Bedingungen  zufolge  die  ungerade  Zahl  b 

kleiner  als  y-r-  sein  mufs,  so  setzen  wir  der  Reihe  nach  &  «=  1^  3,  5. 

Dies  giebt,  wenn  wir  a  <.c  annehmen: 

6  =  1  a  =  l,  c  =  45 

1)  {ac  =  45  3,  15 
a>l                         5,  9 

6  =  3 

2)  {ac«=43:  nicht  zerlegbar 
a>3 

6  =  5 

3)  ac  =  39:  nicht  zerlegbar  in  Faktoren,  die  gröfser  als  5  sind. 

a>5. 

Mithin  lassen  sich  die  unbestimmten  Formeln  Ly^-^-Myz-^-Ns?^  in  denen 

Jlf«-4XJV^=181 

ist,   sämtlich  auf  eine  von  den  folgenden  sechs  Formen  zurückführen: 

+  (y*    +ys  —  4:bf?) 

±  (3!^  +  y^  -  15^ 

Da  übrigens  181  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  -j'  1  ist,  so  ist  die 
Gleichung  m*  —  181  n*=  —  1  möglich  (No.  43);  somit  reducieren 
sieh,  wenn  man  das  Doppelzeichen  wegläfst,  die  Vorhergehenden 
sechs  Formen  auf  drei.  Es  bleibt  also  nur  zu  untersuchen,  ob  diese 
drei  Formen  sich  auf  eine  geringere  Anzahl  reducieren. 
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Dazu  suchen  wir  die  transformierten  Formeln  zu  2y^-\~2yg — 90 j^, 
indem  wir  eine  Wurzel  der  Gleichung  2a^  -{•  2x  —  90  =  0  durch 
folgende  Rechnung  in  einen  Eettenbruch  entwickeln: 


8 


6  + 


ts  +  yisi  _^  4^ 


11  +  |/181 
10 

9  +  1/181 
10 


=     2  + 

=    2  + 


ii  +  ylsi   ^    .   , 

6  "^ 


13  +  ^181 
2 

13  +  >/l81 
6 

u.  s.  w. 


13  + 

4  + 


Transformierte  FormebL 


-  6y«  +  26yjp+    2^ 
lOy*  +  22y0—    6z^ 

-  lOy«  +  18y0  +  100« 

6y*  +  22yjEf  —  IO0« 

-  2j/*  +  26y;?+    6j^« 
6y^  +  26yß—   2i? 

U.   8.    W. 


Hierauf  müfs  man  diese  transformierten  Formeln  durch  2  dividieren 
und  dieselben  durch  Verkleinerung  des  mittleren  Koefficienten  auf 
die  gewöhnliche  Form  bringen.  Ich  bemerke  nun,  dafs  dies  auf 
zweierlei  Weise  geschehen  kann,  sobald  dieser  Koefficient  grolser 
als  jeder  der  beiden  äufseren  ist.  Z.  B.  kann  man  in  der  trans- 
formierten Formel 

-  3y*  +  ISy^  +  s? 

an  Stelle  von  y  setzen:  y  +  2z\  dies  giebt: 

-  3y«  +  yi»  +  15^»; 

oder  mau  kann  z  —  6y  an  Stelle  von  z  setzen,  und  dies  giebt: 

^*  +  y^  —  45y*. 
Behandelt  man  ebenso  die  beiden  ersten  transformierten  Formeln,  und 
beachtet  man,  dafs  es  wegen  der  besonderen  Beschaffenheit  der  Zahl  181 
gestattet  ist;  in  jedem  Resultat  sämtliche  Vorzeichen  zu  ändern,  so 
findet  man,  dafs  sie  allein  folgende  drei  Formen  in  sich  enthalten: 

y^  '\'  yz  —  45j»* 
3y*  -yz—  \hz^ 
by*  +  yz  —   9ji^. 

Man  braucht  daher  nicht  erst  die  andern  transformierten  Formeln 
zu  berücksichtigen,  vielmehr  ist  man  sicher,  dafs  die  einzige  Form 

y^  +  yz  —  46z^ 
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alle  übrigen  in  sich  fafst.  Mithin  läfst  sich  jede  unbestimmte  Gleichung 
in  welcher  Lf  +  My,  +  N,^ ^  ±H, 


ist,  stets  auf  die  Form 
zarQckffihren. 


Jf«-4LiV=181 

y^  +  y»  —  ^^^  =  B 

99. 


Die  Tafel  II  giebt  die  Reduktionen  dieser  Art  für  alle  Zahlen  B 
Ton  der  Form  4n  -f-  1  ▼on  5  bis  305.  Diese  Tafel  kann,  unabhängig 
Ton  ihrem  sonstigen  Gebrauch ,  die  Auflosung  der  Gleichungen  von 
der  eben  erwähnten  Form,  in  denen  B  die  Zahl  305  nicht  über- 
steigt, bedeutend  erleichtem. 

Es  dürfte  yielleicht  nicht  unnützlich  sein,  an  einem  Beispiele 
ZQ  zeigen,  wie  man  diese  Reduktionen  in  den  besonderen 
Fällen  wirklich  ausführt. 

Es  sei  die  Gleichung  gegeben: 

333»*  -  719yi?  +  388^«  =  H. 
Um  durch  eine  einfache  Rechnung   die  Transformation   der   linken 
Seite  zu  erhalten,  entwickeln  wir  eine  Wurzel  der  Gleichung 

333a:»  —  719«  +  388  =  0 
in  einen  Eettenbruch  und  berechnen  zugleich  die  daraus  sich  er- 
gebenden Näherungsbrüche.  Folgendes  sind  die  Einzelheiten  der 
Rechnung,  die  man  blols  soweit  fortzusetzen  brauchte,  bis  die  voll- 
ständigen Quotienten  aufhören,  irregulär  zu  sein,  die  wir  aber  durch 
eioe  ganze  Periode  hindurch  ausgeführt  haben,  da  diese  Periode  nur 
aus  drei  Gliedern  besteht. 

719  +Vu6 


rr  = 


666 

—  68-f>/U5 
—  4 

13  -f  V^146 
6 

11  +Vl46 

4 

9  +yT46 


1  + 

10  + 

4  + 

5  + 


16 

7  +1/145 
6 

11  -f  >/l45 


—  =     1  + 


=     3  + 

=    5  + 


0 


11:10 


45 :  41 


u.  s.  w. 
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Hieraus  und  aus  den  Artikeln  94  und  97  folgt,  dafs  man,  wenn  man 

y  «  45y'  +  lU 

S!  =  4li/  +  10/ 

setzt,  als  Transformation  der  linken  Seite  erhält: 

^(2^^«-  llyV  — 3/«). 

Diese  transformierte  Formel  ist  noch  nicht  auf  die  geeignete  Form 
gebracht;  man  mufs,  damit  der  mittlere  Koefßcient  nicht  grofser  als 
die  beiden  äufseren  sei, 

y    «a  tt'  +  3/ 

annehmen.    Dies  giebt: 

-2t4'«  — wV  +  18/». 
Man  mufs  demnach  setzen: 

y  =  45m'  +  146/ 

^  =  41tt+133/. 

Alsdann  ist  die  aus  der  gegebenen  Gleichung  durch  Transformation 
hervoi%egangene  Gleichung  in  ihrer  einfachsten  Form  folgende: 

2t4'«  +  ttV-  18/*= -Ä 

§  14. 

Entwicklung  der  reellen  Wurzel  einer  Gleichung  beliebigen  Grades  in 

einen  Eettenbmch. 

100. 

Es  sei  die  Anfgabe  gestellt,  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung 

aa;«  +  6a:"~*  +  ca^"^  +  •  •  •  +  Ä  =  0, 

deren  Eoefficienten  ganze,  positive  oder  negative,  Zahlen  sind,  in 
einen  Kettenbraoh  sn  entwiokeln. 

Zunächst  kann  man  annehmen,  dafs  diese  Gleichung  durch  keinen 
rationalen  Faktor  teilbar  ist;  denn  im  andern  Falle  konnte  man  den 
Faktor,  der  mit  der  zu  entwickelnden  Wurzel  nichts  zu  thun  hat, 
unterdrücken,  wodurch  die  Rechnung  bedeutend  einfacher  werden 
würde.  Aus  demselben  Grunde  kann  die  gegebene  Gleichung  keine 
gleiohen  Wurzeln  haben;  denn  hätte  sie  solche,  so  würde  sie  durch 
einen  rationalen  Faktor,  der  sich  nach  den  bekannten  Methoden  leicht 
finden  liefse,  teilbar  sein. 

Dies  vorausgeschickt,  wird  die  betreffende,  unter  allen  andern 
ausgewählte  Wurzel  wenigstens  bis  auf  eine  Einheit   bekannt  sein. 
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Ist  a  die  kleinere  der  beiden  benachbarten  ganzen  Zahlen,  zwischen 
denen  sie  enthalten  ist,  so  setze  man, 

wenn  x  positiv  ist,     a?  =       a  H — r 

sc 

wenn  x  negativ  ist,    rc  =  --  a - 

sc 

Alsdann  ist  man  sicher,  dafs  der  Wert  von  x  positiv  und  gröfser 
als  1  ist.  Setzt  man  diesen  Wert  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  so 
erhält  man  die  transformierte  Gleichung: 

ax*  +  6'x'— 1  +  cV«-«  H h  *'  =  0, 

welche  znr  Bestimmung  von  x'  dient.  Nun  weifs  man  bereits,  dafs 
der  Wert  von  sf,  dessen  man  bedarf,  positiv  und  gröfser  als  1  ist; 
es  kann  sogar  mehrere  Werte  von  x'  geben,  welche  diese  Bedingungen 
erfüllen,  da  es  mehrere  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  geben 
kann,  welche,  ohne  gleich  zu  sein,  zwischen  a  und  a  -{-  l  enthalten 
sind.  Man  versuche  demnach  für  x'  der  Reihe  nach  die  Zahlen 
1, 2,  3  u.  s.  w.,  bis  man  nach  den  bekannten  Kennzeichen  die  nächsten 
ganzen  Zahlen,  zwischen  denen  der  Wert  von  x'  liegt,  findet.  Ist  ß 
die  kleinere  der  beiden,  so  setze  man: 

und  substituiere  diesen  Wert  in  die  Gleichung  für  x\    Dadurch  er- 

halt    man   zur  Bestimmung   von    x'    eine    neue    transformierte 

Gleichang: 

a'x"^  +  V'x"^-'  +  . . .  +  r  =  0, 

die  man  ebenso  wie  die  vorhergehende  behandelt.  Indem  man  in 
dieser  Weise,  soweit  man  will,  fortfahrt,  wird  der  Wert  von  x  offen- 
bar durch  folgenden  Eettenbruch  ausgedrückt  werden: 

•  y       ^-    •    •    • 

Mit  HQlfe  dieser  bekannten  Quotienten  berechnet  man  dann  wie  ge- 
wohnlich die  NäherungsbrQche  von  x. 

101. 
Sind  ^,  —  zwei  von  diesen  aufeinanderfolgenden  Brüchen,  und 

irt  z  der  dem  letzteren  entsprechende  vollständige  Quotient,  so  hat 
nan  der  bekannten  Eigenschaft  zufolge: 

qe  +  q" 
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Man  kann  somit  direkt  eine  beliebige  transformierte  Glei- 
chung finden,  indem  man  diesen  Wert  an  Stelle  von  x  in  die 
gegebene  Gleichung  einsetzt.    Ist 

Aii^  +  Bi^-^  +  Ca—*  H \-K  =  0 

diese  transformierte  Gleichung^  so  erhält  man: 

A  =a  ajj"  +  6|)*~^  j    +  trp"""*  j*    +  •  •  •  +  *3" 

so    dafs   nach   unsern    gewöhnlichen   Bezeichnungen   allgemein   sein 

würde: 

K=A\    oderZ'  =  A 

Es  ist  indessen  viel  einfacher^  nach  und  nach  jede  transformierte 
Gleichung  auf  die  bereits  auseinandergesetzte  Weise  aus  der  vorher- 
gehenden  transformierten  Gleichung  abzuleiten.  Um  in  dieser  Hin- 
sicht die  Rechnung  möglichst  einfach  zu  machen,  bemerken  wir,  dafs 
sich,  wenn  man 

setzt  und  dadurch  die  vorhergehende  Gleichung  in  die  folgende 

Äz^  +  5V— ^  +  C'0'— *  H h  -K'  =  0 

übergeht,  die  nachstehenden  Gleichungen  ergeben: 

Ä  =  4^»  +  5fi— 1  +  C^*-«  H \'  K 

B  =  nAiC"-^  +  (n  —  1)-Bfi*-«  +  (n  —  2)0/*— *H 

C  =  ^(^~  ^)  ^^«-a  +  (t*  -  iHti - 2)  ^^,_3  ^ 

2r'*=  A. 
Bezeichnet  man  demnach  die  Funktion 

Asr  +  Bxr«-i  +  C^-^  -I H  -K" 

mit  q>{0)  oder  9,  bildet  sodann  durch  Differentiation  nach  und  nach 

die  Grölisen: 

dtp       d^tp         d^tp 

und  setzt  darauf  an  Stelle  von  is  den  angenäherten  Wert  (i  ein,  so 
geben  diese  Gröfsen  bezüglich  die  Werte  der  Koefficienten  A\  JBy  C,  •  * ' 
in  der  folgenden  transformierten  Gleichung. 

Dies  ist  die  Methode,  welche  zuerst  Lagrange  für  die 
Entwicklung  der  Wurzeln  der  Gleichungen  in  einen  Ketten  brucli 
angegeben  hat     Indessen  würde  diese  Methode  in  der  Praxis  von 
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abschreckender  Länge  sein,  wenn  nicht  derselbe  Autor  ein  sehr  ein- 
faches Mittel  angegeben  hätte,  wie  man,  ohne  za  probieren ,  die 
Reihe  der  ganzen  Zahlen  a^  ßy  y^  d ..  ,  fortsetzen  kann,  sobald  einige 
der  ersten  Glieder  bereits  bekannt  smd.  Diese  YeryoUkommnung 
besteht  in  Folgendem. 

102. 


Die  Formel 


^^  psi+P'' 


giebt: 


oder: 


qz  +  q' 


g^  q'^-p' 


p  —  qx   ' 


^    I     3'  __  1>3'  - 1>'3 


q  q(p  —  qx) 

Bezeichnen  wir  stets  mit  x  die  Wurzel,  welche  man  entwickeln  will, 
mit  Xi,  x^j  x^f  ""  die  andern  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  und 
mit ;?!,  i?2>  ^37  •  •  '  ^^^  entsprechenden  Werte  von  jgf,  so  hat  man  aufser 
der  Yorhergehenden  Gleichung  noch  die  n  —  1  folgenden: 

*    '     3  3(l>— 3^i) 

•   "^      g  g(P—   g^T,) 

u.  s.  w. 

Addieren  wir  alle  diese  Gleichungen  und  beachten  wir,  dafs,  da  die 
Gleichung  in  e  ist:  Äjf*  +  Bs^"^  -{-...  =  0,  man  erhält: 

«  +  «, +  «j  +  «jH =  —  —, 

so  ei^ebt  sich  als  Summe: 

-«-4+(»-l)f  =  (P2» -!>"«)  1^  =  +  ^, 
wo  zur  Abkürzung 

p  p  p 

j""^»      Y""^      "g""^' 

gesetzt  ist 

Ist  nun  die  Zahlgröfse  —^  hinreichend  klein,  um  vernachlässigt 

werden  zu  können,  so  wird  offenbar  der  Wert  von  x  auf  direkte 
Weise  und  ohne  alles  Probieren  durch  die  Formel 

/         i\  g""        ^ 

L«g«ndre,  Zfthlentheorle  I.  10 
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gegeben  sein.    Man  mufs  somit  für  (i  die  grofste  in  diesem  Werte 
/       enthaltene  ganze  Zahl  nehmen;  dieses  ii  ist  dann  der  dem  Näherungs- 

bruche  —  entsprechende  Quotient.    Hit  Hülfe  dieses  Quotienten  be- 

rechnet  man  sodann  den  folgenden  Bruch  ~r  und  die  folgende  trans- 
formierte Gleichung  für  is\  so  dafs  man  also  die  Rechnung,  soweit 
man  will,  ohne  alles  Probieren  fortsetzen  kann. 


103. 

Die  Gröfse  A  ändert  sich  mit  den  verschiedenen  Brüchen  — , 
auf  die  sie  sich  bezieht;  sie  kann  aber  nicht  unendlich  grofs 
werden,  da  sonst  ein  Nenner  z.  B.  —  —  x^  gleich  Null  sein  müfste 

und  somit  die  gegebene  Gleichung  einen  rationalen  Teiler  p  —  qx 
hätte,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist. 

Jedoch  kann  diese  Gröfse  A  zuweilen  sehr  beträchtlich 
sein,  und  zwar  wird  dies  stattfinden,  wenn  zwischen  der  Wurzel  x 
und  einer  oder  mehreren  der  andern  Wurzeln  x^,  a?2,  .  .  .  nur  ein 
geringer  Unterschied  stattfindet.  Da  sich  übrigens  die  Näherungs- 
brüche —  sehr  schnell  dem  Werte  von  x  nähern,   so  werden   sich 

offenbar  die  Gröfsen  A  nicht  weniger  schnell  der  Grenze 

111 
T=, — i f-  -  -' f-  —  ^ 1 

nähern.  Setzt  man  also  die  Berechnung  der  Glieder  des  Eettenbruches 
und  die  der  Näherungsbrüche  nach  der  ersten  Methode  soweit  fort^ 

bis  -X  kleiner  ist  als  ein  bestimmter  Bruch  — ,  oder  bis  man 
g"  m  ' 

q>yTm 

hat  (wobei  T  positiv  genommen  ist),  so  ist  klar,  dafs  der  oben  ge- 
fundene Wert  von  z  nämlich: 

i^  =  (n-l)-|---^- 

nur  um  eine  Gröfse,  die  kleiner  als  —  ist,  fehlerhaft  ist.     Mithin 

reicht  schon  eine  ziemlich  unvollkommene  Kenntnis  der  Wurzeln  der 
gegebenen  Gleichung,  ja  sogar  allein  die  Kenntnis  derjenigen,  welche 
nur  wenig  von  der  zu  entwickelnden  Wurzel  verschieden  sind,  aas 
zur  Bestimmui]^  der  Grenze,  nach  welcher  man  die  Rechnung  mit 
Hülfe  der  vorhergehenden  Formel  ohne  alles  Probieren  fortsetzen  kann. 
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Zu  diesen  von  der  gegebenen  nur  wenig  verschiedenen  Wurzeln 
nrnfs  man  auch  die  imaginären  Wurzeln  hinzunehmen.  Denn  ana- 
lytisch ausgedrückt   ist   eine   Wurzel   a  -{-  ß  Y —  1 ,   in   welcher   ~ 

sehr  klein  ist,  als  nur'  wenig  von  a  verschieden  zu  betrachten.    Hat 

man  daher  eine  imaginäre  Wurzel  aji  =  a  +  ßY —  1   und  demnach 

noch  eine  zweite  o^  =  a  —  ß  Y —  1,  so  ergeben  sich  aus  diesen  beiden 
Wurzeln,  wenn  man  sie  in  den  Wert  von  T  einsetzt,  die  beiden 
Glieder: 

4- 


uud  diese  reducieren  sich  auf  die  reelle  Gröfse: 

2(x  —  a) 

Diese  Gröfse  kann  das  Maximum  y  nicht  überschreiten;  jedoch  kann 

sie  noch  ziemlich  grofs  sein,  wenn  ß  und  ebenso  x  —  a  sehr  klein  ist. 
Wenn  die  Differenz  zwischen  der  Wurzel  x  und  jeder  der  andern 
Wurzeln  (diese  Differenz  verwandelt  sich  in  die  Summe,  wenn  die 
beiden  Wurzeln  entgegengesetztes  Zeichen  haben)  gröfser  als  1  ist, 
dann  ist  offenbar  T  kleiner  als  n  —  1,  und  die  Grenze  von  q  ist: 


g>]/(n  — l)m, 

also  ein  ziemlich  kleiner  Wert.  Sonach  kann  man  von  der  Formel 
fast  .vom  Beginn  der  Rechnung  an  Gebrauch  machen  und  hat  als- 
dann &8t  gar  nicht  zu  probieren. 

Wenn  dagegen  die  Wurzel  x  nur  wenig  von  einer  oder  mehreren 
reellen  oder  imaginären  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  verschieden 
ist,  80  mufs  man  die  erste  Methode  bei  einer  gewissen  Anzahl  von 

Gliedern  anwenden;  indessen  wird  man  bald  die  Grenze  $  >  )/Tm 
erreichen,  wonach  man  die  Rechnung  ohne  das  geringste  Probieren 
fortsetzen  kann.  Man  kann  übrigens  bemerken,  dafs,  im  Falle  es 
wirklich  zwei  oder  mehrere  wenig  von  einander  verschiedene  Wurzeln 
giebt,  die  Gleichung 

narc"-*  +  (n  —  l)bx^'-^  +  (w  —  2)ca^-*  H =  0, 

welche  beim  Vorhandensein  von  gleichen  Wurzeln  gilt,  wenigstens 
^nähernd  auch  dann  richtig  ist,  wenn  nur  wenig  von  einander  ver- 
whiedene  Wurzeln  vorhanden  sind.  Dies  kann  zur  Auffindung  der 
vsteo  Ziffern  dieser  Wurzeln  von  Vorteil  sein. 

10* 
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104. 

Wenn  die  Operation  der  Entwicklung  bis  zu  einem  gewissen 
Punkte  fortgeschritten  ist^  und  die  Nenner  q  der  Näherungsbrüche 
anfangen  etwas  grofs  zu  werden,  so  giebt  die  Formel 

nicht   allein  den  Quotienten  (i,    welcher  dem  Bruche    -   entspricht, 

sondern   man   kann  auch,   wenn  man  diesen  Wert  yon  0  in   einen 
Eettenbruch  entwickelt,  die  aus  dieser  Entwicklung  sich  ergebenden 
Quotienten  den  bereits  gefundenen  Quotienten  anreihen.     Dieselben 
sind  genau  bis  auf  eine  Grenze,  die  wir  jetzt  bestimmen  wollen. 
Da  der  genaue  Wert  von  0 

ist,  so  reranlafst  die  Vernachlässigung  des  Gliedes  —^  einen  Fehler 
in  x^  welcher  durch  die  strenge  Gleichung 

gegeben  wird,  weon  man  darin  0  +  -ä-  an  Stelle  von  z  und  x  '\'bx 
an  Stelle  von  x  setzt.    Man  findet  so:    ' 

q^(qz  +  qr  ' 

Sind  (ly  (if  (i\  ...  CD  die  Quotienten,  welche  aus  der  Entwicklung 

der  Gröfse  (n  —  1)  ^ -j  sich  ergeben,  und  nimmt  man  an,  daf s  man, 

wenn  man  mittelst  dieser  Quotienten  die  Berechnung  der  Näherungs- 
brüche  von  x  fortsetzt,  zu  dem  Bruche  -g-  gelange,  so  wird  dieser 
letztere  ebenfalls  (No.  9)  ein  Näherungsbruch  sein,  wenn  man  hat: 


Sobald  daher 


oder 


oder  ungefähr 


Q        '^^2Q^ 


J^  2A 


Q  ^     3(«^   +   g"") 


Q< 


>/2A 


y~2  2' 

ist,  wird  der  Bruch  -q-  ebenfalls  einer  der  Näherungsbrüche  von  x 
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sein.   Geht  man  demnach  Yon  dem  Näherungsbrache  —  aus,  so  liefert 

der  entsprechende  Wert  von  z,  in  einen  Eettenbruch  entwickelt^  die 
Quotienten,  welche  notwendig  sind,  um  die  Näherungsbrüche  von  x 
soweit  fortzusetzen,  bis  sie  ungefähr  doppelt  so  viel  Ziffern  haben 
wie  der,  von  dem  man  ausgegangen  ist. 

105. 

Beispiel  1. 
Es  sei  die  Gleichung 

gegeben,  deren  Wurzeln  bekanntlich 

1  2  3 

a?  =  2  cos  -=-«,     a?  =  —  2  cos  -=-»,     a?  =  2  cos  -=-% 

7      '  7      '  7 

sind,  wo  7C  der  halbe  Umfang  eines  Kreises  mit  dem  Radius  1  ist. 
Man  hat  also  nahezu: 

X  =  1,802,    x=  ~  1,247,    X  =  0,445. 

Um  zunächst  die  erste  Wurzel  zu  entwickeln,  beachte  man,  daCs  man, 
da  die  Differenzen  zwischen  dieser  Wurzel  und  den  beiden  andern 

x  —  x^^  3,049  und  a;  —  0?,  =  1,357 

sind,  die  Grenze  erhält: 

^  =  W  +  W  -  1  (ungefähr). 
Mithin  wird  die  Formel,  welche  den  Wert  von  e  giebt,  mindestens 
bis  auf  —  genau  sein,  wenn  q  >  )/lO  oder  $  >  3  ist,  und  mindestens 

bis  auf  -r^  genau,  wenn  9  >  10  ist.    Es  giebt  also  in  diesem  Falle 

gar  kein  Probieren.  Im  Übrigen  sind  die  Einzelheiten  der  Rechnung 
folgende. 

Da  der  Wert  von  Xj  den  man  entwickeln  vnll,  zwischen  1  und  2 
liegt,  so  setze  man: 

rc  =  1  +  1. 

Dadurch  erhält  man  die  transformierte  Gleichung: 

—  0^  —  0^  +  20  +  1  =  0. 
Bei  dieser  erkennt  man  leicht,  dafs  der  positive  Wert  von  0  eben- 
falls zwischen  1  und  2  liegt    Man  setze  also  0  »»  1  -{-  _  oder  ein- 

&ch  1  -| an  Stelle  von  0]  denn  es  ist  unnötig,  die  Unbekannten 

der  aufeinanderfolgenden  transformierten  Gleichungen  durch  Striche 
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von  einander  zn  unterscheiden;  man  weifs^  daüs  sie  verschieden  seiu 
müssen.    Die  transformierte  Gleichung  wird  also: 

^  —  3ä«  —  40  —  1  =  0. 

In  dieser  letzteren  liegt  der  Wert  von  e  zwischen  4  und  5,  so  dals 

man  4  -) an  die  Stelle  yon  z  zu  setzen  hat.    Um  jedoch  diese 

Substitution  nach  der  in  No.  101  angegebenen  Methode  auszuführen, 
bilde  ich  der  Reihe  nach  die  Gröfsen: 

9,  =  ;gj»  —  3;ef«  -  4;6?  -  1 
^^  =  3^*  -  6i^  -  4 


dz 
d^tp 


=  1. 


2'3dz^ 

Darauf  setze  ich  in  diese  Gröfsen  den  Wert  jbi  =  4  ein  und  erhalte 

die  vier  Zahlen  —  1,  20,  9,  1,  wonach  sich  folgende  transformierte 

Gleichung  ergiebt: 

~  «r»  +  20£r«  +  94r  +  1  ==  0. 

Jetzt  ist  die  Rechnung  weit  genug  vorgeschritten,  um  ohne  Probieren 
fortgesetzt  werden  zu  können.  Zunächst  bilden  wir  mit  Hülfe  der 
gefundenen  Quotienten  1,  1,  4  die  Näherungsbrüche,  wie  folgt: 

Quotienten;  1,      1,      4 

Näherungsbrüche:  — ,     y>     y;     y* 
Die  durch  die  letzte  transformierte  Gleichung  bestimmt«  Gröfse  z  ist 

der  dem  Bruche  y  entsprechende  vollständige  Quotient.    Der  Formel 

So*»         B 
z  =  — *^ - 

q  A 

zufolge  hat  man  aber: 

.=1  +  20. 

Mithin  ist  20  die  gröfste  in  z  enthaltene  ganze  Zahl.  Mittelst  dieses 
neuen  Quotienten  20  kann  man  die  Berechnung  der  Näherungsbruche 
um  ein  Glied  weiter  fortsetzen,  nämlich: 

1;      1,      4,     20 

JL     JL     A     A     J®?. 

0  '        1  '        1  '       6  '        101  • 

um  die  folgende  transformierte  Gleichung  zu  erhalten,  bildet  man 
die  vier  Gröfsen: 
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'de 
d^q> 


=  _  3^a  -j-  40^  +  9 
^  —  30  +20 
=  -1, 


2 .  Sdz^ 

und  setzt  darin  den  Wert  ^  =  20  ein.    Dies  giebt  die  yier  Zahlen 

181,  —  391,  —  40,  —  1,  und  demnach  wird  die  neue  transformierte 

Gleichung: 

ISIjt»  —  391;ei*  —  40i?  —  1  =  0. 

Der  angenäherte  Wert  von  0  in  dieser  transformierten  Gleichung  ist 
zufolge  unserer  Formel: 

£  = -^  4- -??i=  2 -4- 

*  101     '     181  ~' 

mithin  ist  2  der  nächstfolgende  Quotient.    Indem  man  so  weitergeht, 
findet  man  die  in  folgendem  Schema  niedergelegten  Resultate: 

Entwicklung  der  zwisohen  1  und  2  liegenden  Wnrsel. 


Gegebene  Gleichnng  und  die  aufeinanderfolgenden 
traneformierten  Gleichungen. 

In  der  Wnnel 
ganca  Zahl 

N&herungs- 
brfiche. 

a^-x^  —  2x  +  1  =  0 

1 

1:0 

—  ;!!»  —  ««  +  2« +1  =  0 

j»»  —  3«*  —  4jer  —  1  =  0 

1 

4 

1:1 
2:1 

—  j»»  +  20«*  +  9«+l=O 
181js»  -  391«»  —  40i;  —  1  =  0 

20 
2 

9:5 
182 :  101 

—  197«»  +  568«*  +  695«  +  181  =  0 
2059je»       1216«*       1205«       197  —  0 

3 
1 

373 :  207 
1301 :  722 

-  559«»  +  2540««  +  4961«  +  2059  =  0 
2521«»      24931«»      7522«      559  —  0 

6 
10 

1674 :  929 
11345:6296 

-  47879«»  +  250158«»  +  50699«  +  2521  =  0 

115124 :  63889 

U.  8.  W. 

U.  8.*W. 

Die  letzte  transformierte  Gleichung  hat  zur  Wurzel  näherungs weise: 


12592   ,  260168 

^    63889  •   47879*' 
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und  diese  Gröfse  giebt;  in  einen  einzigen  Bruch  verwandelt  und  in 
einen  Eettenbruch  entwickelt,  die  Quotienten  5,  2,  2,  1,  2^  2,  1,  18, 
ly  1^  3  .  . .  Man  kann  also  mit  Hülfe  dieser  den  bereits  gefundenen 
Quotienten  anzureihenden  Quotienten  die  Berechnung  der  Nähernngs- 
brüche  fortsetzen^  bis  ihre  Zähler  und  Nenner  11  oder  12  Ziffern 
haben.  Durch  ähnliche  Rechnungen  entwickelt  man  die  beiden  andern 
Wurzeln,  wie  man  aus  den  beiden  folgenden  Schematen  sieht: 

Entwicklung  der  swisohen  O  und  1  liegenden  WnrzeL 


Gegebene  Gleiohnng  und  trans- 
formierte Oleichnngen. 

In  der  Worael 

enthaltene  grOlkte 

ganze  Zahl. 

N&hemngBbrfiche. 

a^-x'  —  2x  +  l=0 

0 

1:0 

«»—    2«*-    «+1  =  0 

—  jr»+    3««  +  4j»+l  =  0 

«»  —  20«*  —  9«  —  1  =.  0 

Folgen  dieselben  transformier- 
ten Gleichnngen   und  folglich 
dieselben  Quotienten   wie   bei 
der   Entwicklung    der    ersten 
Wurzel. 

2 

4 

20 

2 

3 

1 

6 

10 

5 

2 

u.  s.  w. 

0:1 
1:2 
4:9 
81 :  182 
166 :  373 
579 :  1301 
745 :  1674 
5049:11345 
51235 :  115124 
261224 :  586965 
u.  s.  w. 

Entwicklung  der  zwisohen  —  1  und  —  2  liegenden  Worsel« 


a^        a^      2«  +  1  —  0 

—  1 

1:0 

f^        3««      4«      1=0 
-  «»  +  20««  +  9j»  +  1  =  0 

Folgen  ebenfalls  dieselben  trans- 
formierten Gleichungen  und  die- 
selben Quotienten,  die  man  bei 
der    Entwicklung    der    ersten 
Warzel  gefunden  hatte. 

4 

20 
2 
3 
1 
6 
10 
5 
u.  s.  w. 

—  1:1 
-5:4 
101 :  81 
207 :  166 
722 :  579 
929 :  745 
—  6296 :  5049 
—  63889 :  51235 
u.  s.  w. 

Bei  dvesem  Beispiel  ist  sehr  bemerkenswert^  dafs  man  .eine 
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Beziehung  zwischen  den  drei  Wurzeln  findet,  vermöge  deren 
die  Entwicklung  der  ersten  Wurzel  genügt,  um  auch  die  der  beiden 
andern  zn  geben.  Diese  Beziehung  ist  derart,  dafs,  wenn  man  ß 
eine  Wurzel  der  Gleichung 

^  —  3jgf2  _  4^  _  j  „  0 

nennt,  z.  B.  diejenige,  welche  zwischen  4  und  5  liegt,  die  drei  Wurzeln 
der  gegebenen  Gleichung  bestimmt  werden  durch: 

^i  2  +  i  2^+1 

1  ^  1  +  P 

oder,  wenn  man  den  ersten  Wert  yon  x  mit  a  bezeichnet,  so  werden 
die  beiden  andern: 

a?i  =  rr_i 1      = 


3Ca    ^^S   — ^ 


«—  1 
1 


a  — 1 

Diese  Eigenschaften  könnte  man  leicht  mittelst  der  Formeln  ftlr  die 
Sinus  bestätigen,  da  ja  * 

a;  =3  2  cos  y^>    Xj  =  2  cos  y^c,    a:^  =  2  cos  y  sr  =  —  2  cos  y  jc 

ist  Wir  bemerken  übrigens,  dafs  die  in  Rede  stehende  Gleichung 
ihren  Ursprung  aus  der  Gleichung  r'  —  1  =  0  herleitet,  wenn  man 
darin  r^  -^  rx  -{-  1  ^>=^  0  setzt;  sie  würde  auch  dazu  dienen  einem 
Kreise  ein  reguläres  Polygon  von  7  und  von  14  Seiten  einzube- 
schreiben.     Denn  die  Seite  des  regulären  Siebenecks  ist  gleich 

2  sin  I «  -  yr^^  ■=^(^  +  2)  («  -  1) , 

und  die  des  Polygons  von  14  Seiten  ist  gleich  2  cos  yÄ  =  x^. 

Alle  Gleichungen,  welche  sich  auf  die  Teilung  des 
Kreises  beziehen,  sind  so  beschaffen^  dafs  eine  ihrer  Wur- 
zeln genügt,  um  alle  andern  rational  zu  bestimmen.  Es 
giebt  jedoch  noch  unendlich  viele  andere,  welche  dieselbe  Erleich- 
terung darbieten,  und  unter  allen  diesen  Gleichungen  mufs  man  be- 
sonders diejenigen  hervorheben,  bei  denen  die  Kettenbruchentwicklung 
einer  Wurzel  ausreicht,  um  die  Entwicklung  aller  andern  Wurzeln 
za  geben. 
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106. 

Beispiel  2. 
Die  Gleichung 

a?*-ar»  —  3aj*  + 2a? +  1=0 
würde  die  Wurzeln  haben: 


C08--,    a:  =  —  2  cos 


9 


— ,    rc  =  2co8-y,    rc  =  —  2cos— g- 

8ir 


Schliefst  man  aber  die  Wurzel  2  cos  -r-,  welche  sich  auf  1  reduciert, 


9 


ausy  so  erhält  man  die  Gleichung: 

ar»  —  3a;  —  1  =  0, 


deren  Wurzeln  sind: 


COS  -^,    a?  «=  —  2  cos 


X 


—  2  cos 


4ir 


^  ,      ^  9    '      "  9 

Folgendes  ist  die  Entwicklung  der  kleinsten  Wurzel  —  2  cos  — 


9 


a;»  — 3a;  — 1  =  0 

-0 

-  1  :0 

—  «»  +  3;S*  —  1  =  0 

2 

—  Oll 

3i^  —  3«  -  1  =  0 

1 

-1:2 

i^  _(_  6jer*  +  9;»  +  3  —  0 

7 

-1:3 

17«3  _  54«*  -  15«  -  1  =  0 

3 

-  8  r  23 

-  73««  +  120«*  +  99«  +  17  =  0 

2 

—  25  :  72 

111«»  -  297«»  -  318«  -  73  =  0 

3 

—  58:  167 

-  703««  +  897«*  +  702«  +  111  =  0 

1 

-  199  :  573 

1007««  +  387«*       1212«       703  =  0 

1 

—  257  :  740 

521«»  +  2583«*  +  3408«  +  1007  —  0 

6 

—  456:  1313 

1907«»      21864«*  -  6790«  -  521  —  0 

11 

—  2993:  8618 

U.   8.  W. 

U.  8.  W, 

a.  8.  ^r. 

Die  letzte  transformierte  Gleichung  hat  zur  Wurzel  annähernd: 

1318  ,  21864  _   .  .  6326974 
4309^  »   1907  ~  ^^    8217263  ' 

und  die  Entwicklung  dieses  Bruches  giebt  hinter  11  die  Quotienten: 

1,    3,     2,     1;    9,     1,    2,    5,    ..., 

mittelst  deren  die  Berechnung  der  NäherungsbrQche  noch  so    lange 
fortgesetzt  werden  kanU;  als  die  Nenner  nicht  grolser  sind  als  (861 8)^ 
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Entwicklung  der  Wimel  rc  =»  2  cos  -^ . 


3^  —  3»  —  1  «=  0 

1 

1:0 

—  3<(»  +  3j»  +  1  =  0 
Ä»-6«»-9«-3  —  0 

1 

7 

1:1 
2:1 

-  17«»  +  54«»  +  15;s  +  1  =  0 

Die  andern  transformierten  Glei- 
chongen    sind   dieselben   wie   in 
der  Entwicklung  der  erstenWorzel. 

3 
2 
3 
1 

15:8 

47:25 

109 :  58 

374 :  199 

1 

483 :  257 

6 

857 :  456 

11 

5625 :  2993. 

Entwicklung  der  Wnrael  o;  «=  —  2  cos 


29r 

9  • 


a;»  —  3«  —  1  =.  0 

—  1 

—  1:0 

«»  -  3«  —  1  ==  0 

1 

—  1:1 

-3«»  + 3«  + 1  =  0 

1 

2:1 

1?      6«»  -  9«  -  3  •=>  0 

7 

—  3:2 

Die  andern  transformierten  Glei- 

3 

28:15 

chungen    wie    bei    der    Torher- 

2 

72:47 

gehenden  Wurzel. 

3 

-  167  :  109 

1 

—  573 :  374 

1 

—  740 :  483 

6 

1313 :  857 

11 

-  8618 :  5625. 

Diese  Beziehungen  zwischen  den  Wurzeln  können  leicht  durch  die 
bekannten  Formeln  für  die  Sinus  bestätigt  werden. 

107. 
Wir  haben  schon  bemerkt  (No.  101),  dafs,  wenn  die  gegebene 


m  • 


leichong  ist: 

und  eine  ihrer  transformierten  Gleichungen,  welche  dem  Näherungs- 
brnche  —  entspricht,  bezeichnet  wird  durch: 
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A^  +  B^-^  +  C^-^  -\ \-  K=^  0, 

alsdann  die  Gleichung  gilt: 

Soll  demnach  die  unbestimmte  Gleichung 

aufgelost  werden  und  findet  sich  die  Zahl  A  als  Koefficient  des 
ersten  Gliedes  in  einer  der  aufeinanderfolgenden  transformierten 
Gleichungen,  welche  durch  Entwicklung  von  x  in  einen  Kettenbruch 

gegeben  werden,  so  wird  der  entsprechende  Bruch  —  ein   Wert  von 

—   sein   und  eine  Lösung  der  gegebenen  Gleichung  ergeben.    Man 

wird  daher  auf  diese  Weise  ebenso  viele  von  diesen  besonderen  Lo- 
sungen erhalten,  als  sich  die  Zahl  ^  unter  den  betreffenden  Koeffi- 
cienten  vorfindet.  Es  ist  jedoch  noch  aufserdem  erforderlich^  dafs  das 
Zeichen  dieses  Eoefficienten,  so  wie  es  durch  die  Rechnung  geliefert 
wird,  mit  dem  Zeichen  von  A  auf  der  rechten  Seite  der  vorgelegten 
Gleichung  übereinstimmt.  Diese  Bedingung  wird  man  stets  erreichen^ 
wenn  n  ungerade  ist;  sie  kann  indessen  nicht  erfüllt  werden,  wenn 
n  gerade  ist. 

um  von  der  gegebenen  Gleichung  zu  der  transformierten  Glei- 
chung in  si  überzugehen,  kann  man  direkt  setzen: 

«Äl  +  ä« 

Umgekehrt  kann  man,  um  von  der  transformierten  Gleichung  auf  die 
gegebene  zurückzukommen, 

p  —  qx 
setzen.    Dies  giebt: 

±a  =  Ai-  qy  +  JB(--  q^-^  q  +  0(-  q^-^^  H ^  Kfy 

so  dafs  man,  wenn  die  Gleichung 

a  =  Ay*^  +  By^~'^  u  +  Cy^^^u^  +  •  •  +  ^^" 
aufgelöst  werden  sollte,  derselben  genügen  könnte,  indem  man 

y  ^-q' 

u  q 

nimmt.  Das  Verhältnis,  dafs  wir  hier  zwischen  der  gegebenen  Glei- 
chung und  jeder  ihrer  transformierten  Gleichungen  feststellen,  gilt 
in  gleicher  Weise  zwischen  irgend  zwei  transformierten  Gleichungen, 
vorausgesetzt,  dafs  die  Näherungsbrüche  nach  den  zwischenliegenden 
Quotienten  berechnet  werden. 
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So   kann  man  in  dem  ersten  Beispiele  direkt  die  zweite  trans- 
formierte Gleichang 

r»  —  3x«  —  4a;  —  1  =  0 
mit  der  neunten 

—  478795»  +  250158;»*  +  50699^  +  2521  =  0 

Tergleichen;  jedoch  mufs  man  dazu  die  Näherungsbrüche  einer  Wurzel 
der  Gleichung  a?  —  Sa:'  —  4«  —  1«=0  berechnen,  und  dies  geschieht 
mit  Hülfe  der  gefundenen  Quotienten  4,  20,  2,  3,  1,  6,  10.  Folgendes 
ist  die  Sechnung: 

Quotienten:  4,  20,    2  ,      3  ,      1  ,      6  ,      10 

xT-i       !._..  1-    1    *   81    166    679    746   6049    61236 

Naherungsbrücne:  -^-,     -, 
Man  erhalt  also: 


20  '      41   '      143  '      184  '     1247  '     12664 


61236  g  +  6049  ,  —  1247  a?  +  6049^ 

^  "^   12664^+1247'      ^  ^  126640:  —  61236    * 

Zugleich  sieht  man,  dafs,  wenn  die  Gleichung 

47879<*  +  250158^*w  —  50699^t«*  +  2521w»  =  1 

ao&ulösen  wäre,  man  derselben  genügen  konnte,  indem  man  t  =»  1247 
und  H  e»  12654  setzt. 

Eine  solche  Beziehung  zwischen  so  grofsen  Zahlen  erscheint  be- 
merkenswert; indessen  erkennt  man  nach  kurzer  Überlegung,  dafs 
alle  transformierte^^  Gleichungen,  welche  bei  der  Entwicklung  einer 
und  derselben  Wurzel  vorkommen,  die  nämliche  Eigenschaft;  besitzen, 
mit  andern  Worten,   dafs,  wenn  irgend  eine  dieser  transformierten 

Gleichungen  durch 

.Ijg»  +  JBjg?«  +  Cj?  +  D  =  0 

dargestellt  wird,  wobei  die  Zahlen  Aj  B,  (7,  D  zu  beliebiger  Grofse 
uiwachsen  können,  man  immer  der  Gleichung 

Äfi  +  jB^^f*  +  Ctu*  +  Dw»  —  +  1 

genügen  kann,  indem  man  ^  *»  —  q^  und  ti  ss  g  setzt,  wobei  ~  der 

dem  vollständigen  Quotient  g  entsprechende  Näherungsbruch  ist. 
Beachtet  man  femer,  da£s  die  gegebene  Gleichung 

aJ»_^_2a;+l  =  0 

und  ihre  drei  ersten  transformierten  Gleichungen  in  ihrem  ersten 
Gliede  die  Einheit  zum  Eoefficienten  haben,  und  dafs  jede  von  diesen 
vier  Gleichungen  als  die  ursprüngliche  Gleichung,  welche  durch  Ent- 
wicklung ihrer  Wurzel  alle  andern  transformierten  Gleichungen  liefert^ 
angesehen  werden  kann,  so  folgt  daraus,  dafs  es  mindestens  vier 
Arten  giebt,  die  Grofse 
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in  1  za  verwandeln.    Z.  B.  kann  man,  wenn  man  sich  die  Gleichung 

47879^  +  250158  ^«u  -  50699  <w«  +  2521m»  =  1 
vorlegt^  derselben  auf  folgende  vier  Arten  genügen: 

t  =  6296  u  =  63889 

t  =  5049  u  =  51235 

t  ~  1247  M  —  12654 

^=61  u=     619. 


6296  X  ^  11345 


108. 

Man  kann  jedoch  auch  noch  andere  Losungen  mittelst  der  Ent- 
wicklung der  beiden  andern  Wurzeln  der  nämlichen  Gleichung  finden. 
Da  man  nämlich;  wenn  man  yon  der  Gleichung 

47879ir^  +  250158JS*  —  50699^  +  2521  =  0 

ausgeht  und  darin 

^"^  63889  Ä—  116124 

setzt;  die  transformierte  Gleichung 

a:»  -  X*  —  2a;  +  1  =  0 

erhält,  so  kann  man  annehmen^  dafs  man  zu  diesem  Resultat  durch 
die  Eettenbruchentwicklung  einer  zwischen  0  und  1  gelegenen  Wurzel 
der  Gleichung  in  z  gelangt  sei.  Die  Rechnung;  welche  die  Umkehrung 
jener  im  Beispiel  1  wäre,  ist  folgende: 


0  = 

47879«»  +  250l58;e>  — 

50699«+  2521 

0 

1:0 

0  = 

2521jr'  — 

50699y*  +  250158y  +  47879 

10 

0:1 

0  = 

559 y» - 

7522y*  + 

24931  y+  2521 

6 

1  :  10 

0  — 

2059y»  - 

4961 y« + 

2540y  +  559 

1 

6:61 

0  = 

197y»  — 

1205y»  + 

I216y+  2059 

3 

7:71 

0  = 

181y»- 

695y»  + 

568y+  197 

2 

27  :  274 

0  = 

^- 

40y*  + 

391y+  181 

20 

61 :  619 

0  = 

y»- 

V  + 

20y+    1 

4 

1247  :  12654 

0=. 

y»- 

4y'  + 

3y+   1 

1 

5049  :  51235 

•0  — 

y»- 

2y«- 

y+   1 

1* 

6296 :  63889 

0  = 

z» 

2Z*  + 

z+       1 

11345:  115124 
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Bei  dieser  transformierten  Gleichung  angelangt,  würde  man  haben: 

_l_13*5j^_+  6396_ 

^  ~  iLröTSiZ^  63889  ■ 

Set^t  man  also an  Stelle  von  Z^  so  sieht  man,  dafs  die  Sub- 


stitution des  Wertes 


z 


6296  a;  —  11346 


638892;  —  116124 


in  der  That  die  transformierte  Gleichung  liefert: 

ic*  -  «*  —  2a;  +  1  =  0. 

Die    Torstehende  Entwicklung,   welche   bis   zur   yorletzten   transfor- 
mierten Gleichung  genau  ist,  hört  indessen  bei  der  letzten  auf  es  zu 
sein;  aus  diesem  Grunde  haben  wir  die  letzten  Resultate,  da  dieselben 
erst  noch  bestätigt  werden  müssen,  durch  einen  Strich  abgetrennt. 
Die  Torletzte  transformierte  Gleichung 

0  =  y«  -  2j^  -  y  +  1 

hat  zi^ei  positive  Wurzeln,  von  denen  die  eine  zwischen  0  und  1, 
die  andere  zwischen  2  und  3  liegt.  Macht  man  zunächst  von  der 
letzteren  Gebrauch,  so  mufs  man  2  als  angenäherten  Wert  der  Wurzel 
nehmen,  an  Stelle  von  1*^  welcher  in  dem  vorhergeheoden  Schema 
enthalten  ist    Alsdann  setzt  sich  die  Rechnung  folgendermafsen  fort: 


♦0 


2y*-  y  +  i 


5049 :  51235 
6296 :  63889 


17641 :  179013 

76860 :  779941 

1554841  :  15777833 


0  =  —        y»+3j^+4y+l  4 

O  =  y»  —    20y*  —    9y  —  1         20 

0  =«  —  181y»  +  391y*  +  40y  +  1  2 

Folgen  dieselben  transformierten  Glei-     u.  s.  w.  u.  s.  w. 

chongen  imd  dieselben  Quotienten  wie 

im  Beispiel  1. 

Da  man  hier  zwei  neue  transformierte  Gleichungen  findet,  deren  erstes 
Glied  den  Koef&cienten  1  hat^  so  folgt  daraus,  dafs  die  unbestimmte 
Gleichung 

47879^  +  250158^*w  -  50699/w«  +  2521m»  =  +  1 

zwei  neue  Lösungen  besitzt,  nämlich: 

t  —  17641,      «  —  179013,      rechte  Seite  —  1 
t  =  76860       «  =  779941 ,      rechte  Seite  +  1 . 
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Macht  man  sodann  von  der  zwischen  0  nnd  1  liegenden  Wurzel 
Gebrauch,  so  mofs  man  überdies  den  Quotienten  berichtigen,  welcher 
vor  der  vorhergehenden  transformierten  Gleichung 

0  =  y»-4y«  +  3y+l 

steht,  nnd  erhält  so  die  folgenden  Resultate,  welche  die  Entvricklang 
eines  zweiten  Wertes  von  e  darstellen: 


0 


4y*+  3y  +  l 


1247  :  12654 
5049  :  51235 


0<» 
0  = 
0  = 
0  = 


-  y«-        ^»+2^+1 
y»  -      3y»  —    4y  -  1 

-  y»+    20y'-\-    9y+l 
181y»  — 391y*  — 40y—  1 

Das  Übrige  wie  oben. 


1 
4 
20 
2 
3 
1 
u.  s.  w. 


11345  :  115124 

16394  :  166359 

76921  :  780560 

1554814 :  15777559 

U.  8.    W. 


Man  erhält  daher  noch  drei  neue  Werte,  welche  der  unbestimmten 
Gleichung  genügen,  nämlich: 

<  =3  11345,        u=  115124,        rechte  Seite  —  1 

t  -»  16394 ,        u  =  166359 ,        rechte  Seite  +  1 

t  =  76921 ,        «  ==  780560,        rechte  Seite  —  1 . 


109. 

Um  über  diese  Theorie  noch  weiteres  Licht  zu  verbrei- 
ten, betrachten  wir  allgemein  eine  gegebene  Gleichung  X^=0  und 
setzen  voraus,  dals  man  bei  der  Kettenbruchentwicklung  einer  ihrer 
Wurzeln  zu  irgend  einer  transformierten  Gleichung  Z  **0  gelange. 

Es  sei  a,  ß,  . . .  n,  . ..  die  Reihe  der  gefundenen  Quotienten  imd  ^ 

der  Näherungsbruch,  welcher  sowohl  dem  ganzzahligen  Quotienten  fi 
wie  dem  durch  die  Gleichung  Z  =  0  gegebenen  vollsiandigen  Quo- 
tienten s  entspricht.  Folgendes  stellt  das  Schema  der  Entwick- 
lung dar: 
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Z  =  0 


Z  =0 
Z'=.0 


0 

a 

1:0 

^ 

a:l 

V 
ä 

• 

m 

po-.q^ 

0 
0 

• 
• 

p:q 
1)  \q 

Dieses  vorausgeschickt,  ergiebt  sich  die  transformierte  Gleichung 
Z»0  unmittelbar  aus  der  gegebenen,  wenn  man  an  Stelle  yon  x 
den  Wert 

^  ""  «^  +  «'^ 

setztb  Umgekehrt  würde  die  gegebene  Gleichung  X  =  0  aus  irgend 
einer  der  transformierten  Gleichungen  ^«=0  entstehen,  wenn  man 
in  dieser  för  z  den  Wert 

Z  =  ~ ^-- 

p  —  qx 

setzt.  Dieselbe  Beziehung  lafst  sich  nachweisen  zwischen  irgend  zwei 
transformierten  Gleichungen,  wofern  nur  die  Näherungsbrüche  mittelst 
der  zwischenliegenden  Quotienten  berechnet  werden,  indem  man  von 
demjenigen  ausgeht,  welcher  der  ersteren  transformierten  Gleichung 
entspricht  und  ein  angenäherter  Wert  ihrer  Wurzel  ist. 
Es  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  die  Formel 

^         q^  +  q' 

implicite   alle  Wurzeln   der   gegebenen  Gleichung   in   sich 
fafst;  denn  man  kann  sich  denken,  dafs  man  der  Reihe  nach  für  z 
alle  Wurzeln  der  Gleichung  Z  =0  einsetzt,  woraus  sich  ebenso  viele 
verschiedene  Werte  von  x  ergeben. 
Umgekehrt  enthält  der  Wert 

p  —  qx 

alle   Wurzeln  der  transformierten   Gleichung  Z«sO.     Eine 
dieser  Wurzeln,  welche  positiv  und  gröfser  als  die  Einheit  ist,  wird 
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gegeben  durch  die  Fortsetzung  der  Eettenbruchentwicklung,  so  dafs 
man  hat: 

^  ^  li''+  in  inf. 

Dieselbe  mufs  als  der  in  einen  Eettenbruch  entwickelten  Wurzel  x 
entsprechend  betrachtet  werden.  Die  andern  Wurzeln  der  transfor- 
mierten Gleichung  (wenigstens  wenn  die  Entwicklung  regulär  ge- 
worden ist  und  die  transformierte  Gleichung  nicht  zugleich  zwei 
Wurzeln  hat^  die  positiv  und  grofser  als  1  sind)  sind  sämtlich  negativ 
und  kleiner  als  1.  Bezeichnet  man  nämlich  durch  x^  diejenige  yon 
den  übrigen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung,  welche  einer  andern, 
in  analoger  Weise  mit  ^j  bezeichneten,  Wurzel  der  transformierten 
Gleichung  entspricht,  so  hat  man: 

»        P  —  qx^  p  "^    p{p  —  q^i) 

Nun  ist  aber  pq^  — p^q  =  +  1;  ferner  wächst  p  und  somit  p  —  qx^, 

da  "  kein  Näherungsbruch  yon  Xi  ist.     Es  ist  daher  klar,  dafs  der 

Wert   yon   js^   sich   um    so  mehr   — —    nähert,  je  grofser  p  wird. 

Dieses  Ergebnis  findet  in  gleicher  Weise  für  jede  andere  Wurzel  der 
transformierten  Gleichung  aufser  für  e  statt;  daraus  erkennt  man, 
dafs  alle  diese  Wurzeln  unter  einander  gleich  zu  werden  streben,  und 

dafs  sie  sich  dem  gemeinsamen  Werte  — —^  welcher  eine  negative 
Grofse  und  kleiner  als  1  ist,  nähern. 

110. 

Andrerseits  weifs  man  (No.  11),  dafs  die  Grofse  ^-  gleich  dem 

Eettenbruche  ist: 

1 

+ 

'••  +  -- 


welcher  aus  den  Quotienten,  welche  /t  in  umgekehrter  Reihenfolge 
yorangehen,  bis  zum  ersten  a  einschliefslich,  gebildet  ist.  Während 
also  eine  Wurzel  e  der  transformierten  Gleichung  Z  =  0  bei  ihrer 
Entwicklung  die  Quotienten  ft,  fi',  ^",  . . .  giebt,  ergeben  alle  andern 
Wurzeln  derselben  transformierten  Gleichung  bei  ihrer  Entwicklung 
die  yorhergehenden  Quotienten  f*^,  f*^,  ft^  ...  in  umgekehrter  Reihen- 
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folge.  Diese  Wurzeln  sind  daher  in  der  That  um  so  näher  einander 
gleich,  je  gröfser  das  Intervall  zwischen  der  gegebenen  und  der  be- 
treffenden transformierten  Gleichung  ist.  Aber  wie  angenähert  richtig 
aach  diese  Gleichheit  sein  möge,  sie  wird  niemals  in  aller  Strenge 
stattfinden,  und  man  kann  stets  die  verschiedenen  Werte  von  g^ 
welche  den  analogen  Werten  von  x^  entsprechen,  ffir  sich  entwickeln. 

Denn  bildet  man  wieder  den  Bruch  ^^  mittelst  der  ihn  erzeugen- 
den Quotienten,  also: 

/t%'  ft^,   fi«>«,   . . .   ^,    « 

0  J^  g«        pO 

1  '      ]t^         g   '      p~' 

und  setzt  man  darauf  a  —  x^  an  die  Stelle  von  a,  so  geht  der 
Kettenbruch  offenbar  über  in — -,  und  man  erhält  demnach: 

—  01  =~ 


p  —  qx^ 

Mithin  ist  der  genaue,  in  einen  Kettenbruch  entwickelte  Wert  von 
—  ij,   der  folgende: 

Man  hat  also  nur  noch  fQr  x^  seinen  Wert,  ausgedrückt  eben- 
falls durch  einen  Kettenbruch,  einzusetzen.  Dazu  müssen  wir  ver- 
schiedene Fälle  untersuchen. 

1)  Ist  Xi  negativ  und  fängt  die  Entwicklung  seines  Wertes 
folgendermafsen  an: 

—  a?!  =  «1  -f  -^  ,  ± 

so   ist    klar,   dafs   die  Verknüpfung   der   beiden  Kettenbrüche  ohne 
Schwierigkeiten  ausgeführt  werden  kann  und  ergiebt: 


■    -4-—  1 


•       ■        • 


2)    Ist   der  Wert   von   x^   positiv   und  kleiner  als  a,    so 
setze  maxi: 


,    1 
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Dies  giebt: 


a  —  a?!  =  a  —  ttj  —  ^  +  Y+ 


Im  Falle,  dafs  a  —  a^^  «»  1  ist,  mufs  man  auf  den  a  vorangehenden 
Quotienten  zurückgehen  und  erhält  dann: 

ß  +  — ß  +  l-\ Ar--- 

3)  Ist  der  Wert  von  Xi  positiv  und  grofser  als  a,  so  mufs 
man  ebenfalls  auf  den  Quotienten  ß  zurückgehen  und  erhält: 

^-1 ^ ß-\ ? —      1 

y 

Ist  zuerst  a  =  a^,  so  reduciert  sich  dieser  Wert  auf  ß  —  y  und 
man  kann  hinsichtlich  des  Wertes  ß  —  y  ebenso  verfahren,  wie  es 
bei  a  —  x  geschehen  ist. 

Ist  ferner  a  —  04  =  —  m,  so  erhält  man: 

ß  -{ ^ —  =  /}  —  -L,    i=/J-14-l 


m  —  1  H 

y 


Daraus  sieht  man,  dafs  in  allen  Fällen  die  Substitution  des  Wertes 
von  x^  in  dem^ettenbruche  für  z^  ausgeführt  werden  kann,  ohne 
da£s  eine  andere  Änderung  veranlafst  würde,  als  in  einigen  der  letzten 
Glieder  der  Reihe  fi®,  ft^, . . .  ft  a  oder  in  einigen  der  ersten  Glieder 
der  Reihe  a^,  /S^,  y^,  ...,  welche  aus  der  Entwicklung  von  x^  her- 
stammt. Übrigens  wird  die  unendliche  Reihe  a^,  /3|,  }^i,  .  . .  (ab- 
gesehen vielleicht  von  einigen  der  ersten  Glieder)  gleichfalls  in  der 
Entvricklung  von  0^  vorkommen.  Mithin  giebt  eine  beliebige 
Wurzel  der  transformierten  Gleichung  in  ihrer  Entwick- 
lung stets  dieselben  Quotienten,  wie  die  entsprechende 
Wurzel  der  gegebenen  Gleichung,  abgesehen  von  den  ersten 
Gliedern,  welche  verschieden  sind  einmal  wegen  des  der  transfor- 
mierten eigentümlichen  Teiles  ft®,  ft°^,  . . . ,  sodann  wegen  der  Ver- 
knüpfung  zweier  Kettenbrüche,  wodurch  eine  Änderung  in  den  ersten 
Gliedern  veranlafst  werden  kann. 

111. 

Um  diese  Ergebnisse  recht  deutlich  hervortreten  zu 
lassen,  nehmen  wir  das  Beispiel  1  wieder  auf,  in  welchem  die 
gegebene  Gleichung  die  folgende  ist: 

a;8  _  ^2  _  2a;  +  1  =  0, 
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und  betrachten  eine  ihrer  transformierten  Gleichungen,  z.  B. 

—  191  js'  +  568i»*  +  695^5  +  181  =  0. 

Diejenige  Wurzel,  welche  positiv  und  gröfser  als  1  ist,  wird 
durch  die  aus  der  Fortsetzung  der  Entwicklung  entstehenden  Quo- 
tienten 3,  1,  6,  10,  5,  2,  2,  1,  2,  2,  1,  18,  1,  1,  3,  . . .  gegeben,  so 
dafs  man  für  diese  erste  Wurzel  erhält: 

£  =  34-^      1 

Um  die  beiden  andern  Wurzeln  derselben  Gleichung  zu  erhalten, 
moTs  man,  dem  Gesagten  entsprechend, 

-  «1  =  Y+  ^-     1 

nehmen  und  fOr  x^  nach  einander  die  beiden  andern  Wurzeln  der 
gegebenen  Gleichung  einsetzen.  Da  die  Substitution  der  negativen 
Wurzel  am  leichtesten  ist,  so  nehmen  wir  zuerst  den  entwickelten 
Wert  dieser  Wurzel,  welcher 

-^1  =  1+4+1    - 


Uotet,  and  erhalten  so: 


4  + 


'°+y+-l    1  - 


Nimmt  man  sodann  die  dritte  positive  Wurzel: 


6  + 


20  4-  •  •  • . 
und  setzt  man  zur  Abkürzung: 

^       «  +  -, 
so  erhält  man  die  dritte  Wurzel  der  transformierten  Gleichung: 
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Um  in  diesem  Werte  die  Irregularität  wegzuschaffen ,  mufs  man  die 
letzten  Glieder  des  Kettenbruches  folgendermafsen  abändern: 

Man  hat  daher  ohne  ein  negatives  Glied: 


^  +  T+1      1 

^  44--—       1 

Die  nachfolgenden  Quotienten  sind  wie  bei  der  ersten  Wurzel  1^  6, 
10,  5,  2,  2,  1,  2,  2,  1,  18,  1,  1,  3 . . . 

Wenn  man  femer  diese  Theorie  auf  die  Gleichungen  zweiten 
Grades  anwendet  und  diejenige  transformierte  Gleichung  betrachtet, 
welche  den  Wert  des  vollständigen  Quotienten  in  einer  entfernten 
Periode  giebt,  so  findet  man,  dafs  die  zweite  Wurzel  der  transfor- 
mierten Gleichung  ausgedrückt  wird  durch  die  vorhergehenden,  in 
umgekehrter  Reihenfolge  genommenen  Quotienten.  Daraus  geht  her- 
vor, dafs  die  Periode,  welche  bei  der  Entwicklung  dieser  zweiten 
• 

Wurzel  stattfindet,  dieselbe  ist,  vrie  die  der  ersten,  aber  in  umge- 
kehrter Reihenfolge  genommen.  Dieses  Resultat  stimmt  vollkommen 
überein  mit  demjenigen,  welches  wir  bereits  (§  10)  für  die  Gleichungen 
zweiten  Grades  gefunden  haben. 

112. 

Obwohl  im  Vorhergehenden  angenommen  wurde,  dafs  die 
Koefficienten  der  gegebenen  Gleichung  ganze  Zahlen  seien, 
ist  doch  diese  Bedingung  nicht  alr§ojut  erforderlich,  und  man 
kann,  wenn  es  nothig  ist,  die  Wurzel  jeder  gegebenen  Glei- 
chung, mag  letztere  algebraisch  oder  auch  transcendent 
sein,  in  einen  Kettenbruch  verwändein.  Dazu  muls  man  auf 
irgend  eine  Weise  einen  angenäherten  Wert  für  die  in  Rede  stehende 
Wurzel  suchen  und  sodann  diesen  Wert  in  einen  Eettenbruch  ent- 
wickeln, indem  man  darauf  achtet,  dafs  diese  Entwicklung  und  die 
Berechnung  der  Näherungsbrüche  an   der  Stelle  abgebrochen  werde, 

wo  die  Genauigkeit  voraussichtlich  aufhören  mufs.    Ist  der  Bruch  —, 

bei  welchem  man  abbricht,  ein  Nähenmgsbruch,  so  mufs  man  sich 
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daran  erinnern,  dafs  der  Unterschied  zwischen  diesem  Bruche  und  x 

kleiner  sein  mufs  als  — ,  .     Da  somit  der  Grad  der  Annäherung  an 

den  Wert  von  z  bekannt  ist,  so  kennt  man  auch  die  Grenze  ftir  q. 
Übrigens  würde  eine  weitere  Annäherung  den  Fehler,  wenn  es  einen 
solchen  giebt,  wieder  gut  machen. 

Wir  nehmen  also  an,  dafs  man  vermöge  der  ersten  Annäherung 
die  Quotienten  und  die  Näherungsbrüche  von  x  wie  folgt  gefunden  habe: 

Quotienten :  a  ,  /)  ,        y      ,  .  .  .   fi^ 

Naherungsbrüche:  |-,  y,    ""^^      ,  •  '  *  ^;    ~' 

Um  die  Entwicklung  weiter  fortzusetzen,  nehme  man  die  gegebene 
Gleichung  F{x)  =^  0  und  substituiere  darin  auf  der  linken  Seite  für  x 

den  Wert  ^  A-  cd.    Dabei  soll  o  eine  hinreichend  kleine  Korrektion 

sein,  so  dafs  man  die  höheren  Potenzen  von  o  im  Vergleich  zur 
ersten  vernachlässigen  kann.    Setzt  man  dann 

dx   ~-^  ' 
so  wird  das  Ergebnis  der  Substitution  das  folgende: 

und  hieraus  folsrt:  z^x 


CO  = 


^(j) 


Ist  jetst  z  der  ^  entsprechende  vollständige  Quotient,  so  hat  man: 

qz  +  qo  q     *        > 

und  dies  giebt,  wenn  man  den  Wert  von  a  einsetzt: 

Ist  die  Gleichung  algebraisch  und  hat  man: 

F(x)   =  öa:"  4-  6a;«-^  +  ex»-*  H 1-  * 

F{x)  =  nax''-^  +  (»  —  l)&a;«-«  +  (w  —  2)ca^-^  4 , 

so  ergiebt  sich: 

und  dies  kommt  auf  die  Formel  in  No.  102  zurück. 
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Im  AUgemeinen  ist  zu  bemerken,  dafs  der  Wert  von  g  durch 
Entwicklung  verschiedene  Quotienten  /t,  /t',  ^'\ . . .  liefert,  die  sich 
an  die  bereits  gefundenen  Quotienten  anschliefsen  und  gestatten,  die 
Berechnung  der  Näherungsbrüche  fortzuset74en,  bis  sich  der  Fehler 
der  ersten  Annäherung  auf  sein  Quadrat  reduciert  hat.  Und  wenn 
der  Fall  einträte,  dafs  der  Wert  von  0  nicht  positiv  und  gröfser  als 
die  Einheit  wäre,  so  wäre  dies  ein  Beweis  dafür,  dafs  einer  oder 
mehrere  der  vorhergehenden  Quotienten  /t^,  ft^,  . . .  fehlerhaft  sind 
und  mit  Hülfe  des  Wertes  von  0  verbessert  werden  müfsten.  Als- 
dann müfste  man  alles  auf  einen  einzigen  Bruch  ft^  -| reduciereo, 

und  wenn  die  Summe  positiv  und  grofser  als  die  Einheit  ist,  so 
würde  nur  der  letzte  Quotient  ft^  zu  ändern  sein.  Im  entgegen- 
gesetzten Falle  müfste  man  den  Wert  von  g  in 

f^''^-^  .    1    oder  selbst  m  ^«h)  +  J_        1 

substituieren,  also*  indem  man  soweit  zurückgeht,  bis  man  zu  einem 
Resultat  gelangt,  das  positiv  und  gröfser  als  die  Einheit  iät.  Wird 
dieser  Wert  in  einen  Eettenbruch  entwickelt,  so  giebt  er  gleichzeitig 
die  Quotienten,  welche  man  an  Stelle  der  fehlerhaften  einsetzen  mufs 
und  einige  der  nächstfolgenden,  je  nach  dem  Grade  der  ersten  An- 
näherung. 

Offenbar  kann  man  durch  derartige,  so  oft,  als  nötig  ist,  wieder- 
holte Rechnungen  jede  Wurzel  einer  gegebenen  Gleichung,  mag  letztere 
beschaffen  sein  wie  sie  wolle,  bis  zu  einer  beliebigen  Anzahl  von 
Quotienten  in  einen  Eettenbruch  entwickeln.  • 


113. 

Was  die  Methode  anbelangt,  welche  man  befolgen  mufs,  um 
die  erste  Annäherung  zu  erhalten,  so  kann  man  als  eine  der 
einfachsten  und  zweckentsprechendsten  die  Methode  von  Daniel 
Bernoulli  anführen,  die  sich  auf  die  Theorie  der  rekurrenten 
Reihen  gründet  und  von  der  Euler  in  seiner  ,Jntroductio  in 
Analysin  infinitorum^'  Gap.  XVII  eine  ausführliche  Auseinandersetzung 
gegeben  hat.  Da  jedoch  diese  Methode  in  den  Anwendungen  mancher 
Schwierigkeit  unterliegt,  so  dürfte  es  nicht  unnützlich  sein,  dieselbe 
hier  mit  einer  Modifikation,  die  einen  grofsen  Teil  dieser  Schwierig- 
keiten zu  beseitigen  imstande  ist,  darzulegen. 
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Ist 

x~  +  o,^"^  +  6a^~*  +  cic^-*  +  . . .  =  0 

eine  gegebene  Gleichung,  deren  Wurzeln  a,  ß,  y,  dy  . » .  sind,  und 
nimmt  man  für  e  eine  beliebige  Veränderliche,  so  hat  man  die  iden- 
tische Gleichung: 

l^ajs  +  bg^  +  c^-i =  {1  -ae){l  -  ßz)  (1  —  y^)  . . . 

Hieraas  ei^ebt  sich  durch  Differentiation  folgende,  ebenfalls  identische 
Gleichung: 

—  0  —  2hg  —  Scz* a  .  p  ,  y  ,  ^  , 

\\fig~^bi*  +  cz^~-f'-"         T^  ff i^    '     1  —  ßz    '     1  -^y7  "T"  1  —Sz    ■""* 

Ist 

die  Reihe,  welche  durch  Entwicklung  der  linken  Seite  entsteht,  so 
erhält  man  dem  bekannten  Gesetz  der  rekurrenten  Reihe  zufolge: 

A  =  —  a 

3=  —  aA  — 2h 

C  =  —  aB—bA  —  3c 

J)=  -  aC  —  bB  —  cA  —  id 

E^  —  aD  —  bC—cB  —  dA  —  be 

u.  s.  w. 

Es  mufs  demnach  die  also  gefundene  Reihe  A  -|-  Bz  -{-  Ci^  ^  . . . 
mit  deijenigen  identisch  sein,  welche  aus  der  rechten  Seite 

*  — »•       1  —  (Jjf    » 
hervorgeht    Nun  ist: 

und  ähnliche  Resultate  ergeben  die  anderen  Partialbrüche.  Vereinigt 
man  also  alle  diese  Resultate,  so  findet  man: 

A  =  a  +  ß   +y  +S  +  e  -] 

JB  =  a«  +  /}«  +  /+  d«  +  5«  -j 

C  =  a«  +  /S»  +  /  +  *»  +  fi»  + 


• » • 


und  allgemein: 

JV"  =  a"  +  /3«  +  y*  +  d«  +  £«  -| 

Diese  Formeln  sind  diejenigen,  welche  dazu  dienen,  die  Potenz- 
sammen der  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung  zu  bestimmen; 
es  ist  jedoch  ersichtlich,  dafs  sie  auch  auf  die  näherungsweise 
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Auflösung  der  Oleichungen  anwendbar  sind.  Denn  ist  a  die 
grofste  der  Wurzeln,  und  ist  der  Exponent  n  hinreichend  grofs,  so  ist 
ziemlich  nahe  N^=a^]  aus  demselben  Grunde  ist  M'^'a^^^^  und 
daher  die  gesuchte  Wurzel: 

N 

Um  also  die  grofste  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  näherungs- 
weise  zu  erhalten,  mufs  man  nach  dem  Gesetz  der  rekurrenten  Reihen 
die  aufeinanderfolgenden  Eoefficienten  Ä,  B,  C,  Z),  . .  .  M,  Nj  ... 
berechnen  und  den  zuletzt  gefundenen  Eoefficienten  durch  den  vor- 
letzten dividieren;  das  Resultat  ist  der  Wert  der  verlangten  Wurzel. 
Dieser  Wert  ist  um  so  mehr  angenähert,  je  weiter  die  Rechnung 
fortgesetzt  ist  und  ein  je  grofserer  Unterschied  zwischen  den  ein- 
zelnen Wurzeln  stattfindet 

Durch  eine  Transformation  kann  man  leicht  bewirken, 
dafs  eine  beliebige  Wurzel  die  grofste  der  Wurzeln  wird. 
Mithin  kann  dieses  Verfahren  dazu  dienen,  sämtliche  Wurzeln  ohne 
Unterschied  zu  finden.  In  einer  groüsen  Anzahl  von  Fällen  wird  die 
Annäherung  auf  diesem  Wege  schneller  als  auf  irgend  einem  andern 
bekannten  Wege  erfolgen;  zuweilen  ist  sie  nur  langsam  und  in 
einigen  Fällen  sind  die  erhaltenen  Resultate  ganz  und  gar  falsch. 
Es  ist  jedoch  leicht,  diese  Übelstände  vorauszusehen  und  zu  ver- 
meiden, wenn  man  eine  erste  Vorstellung  von  der  relativen  Grofse 
und  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  hat. 

114. 

Wir  wollen  diese  Methoden  anwenden  auf  die  Gleichung: 

ar»  —  3a;2  +  1  ==  0. 

Um  den  angenäherten  Wert  der  grofsten  Wurzel  zu  erhalten^  mub 

man  den  Bruch: 

8  —  Sz* 


1  —  sz  +  z* 
in  eine  Reihe  entwickeln.    Dies  giebt: 

3  +  9jy  4-  24z^  +  69;ef8  +  198;^*  +  570;?*  +  1641;?«  +  4725;?' 

+  13605;?«  +  39174;?«  H 

Bleibt  man  also  bei  dem  zehnten  Gliede  stehen,  so  erhält  man  die 
gesuchte  Wurzel: 

S9174 


13605 
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Entwickelt  man  jetzt  diesen  Wert  in  einen  Eettenbruch,  so  erhält 
man  die  Quotienten  2,  1,  7,  3,  2,  3^  1,  2;  6.  Um  zu  beurteilen,  bis 
zu  welchem  Punkte  sie  genau  richtig  sein  können,  entwickle  man 

1S605 

ebenso  den  Bruch       ^  ,  den  man  erhalten  haben  würde,  wenn  man 

beim  nennten  Gliede  stehen  geblieben  wäre.  Es  ergeben  sich  aus 
diesem  die  Quotienten  2,  1,  7,  3,  2,  5.  Darnach  scheint  es,  al|  ob 
man  die  Quotienten  2,  1,  7,  3,  2,  3  als  genau  ansehen  dürfe.  Mittelst 
dieser  berechnet  man  die  Näherungsbrüche  wie  folgt: 

Quotienten:  2,    1,    7,     3,     2  ,     3 

1L7-1.  1.-«  1-        1       2       8       23       72       167       678 

Naherungsbrüche:  ~,  -,  -,  _,  _,  -^  ,  -^  . 

Um  die  Berechnung  dieser  Näherungsbrüche  nach  der  Methode  der 
No.  112  fortzusetzen,  setzen  wir: 

p^  167       p^         bis 

q^   '^    58    '     q   '^   199'  ' 

Ferner  sei  stets  g  der  vollständige  Quotient,  welcher  diesem  letzteren 
Bruche  entspricht.  Beachtet  man  dann,  dafs  pq^  — p^q^s  ^  l  ist, 
so  hat  man: 

il    I    J_        3jp*  —  6pg       ^0061 

^  3      '     2    p»  —  Sp*q  +  q^         189897 

Da  dieser  Wert  positiv  und  gröfser  als  die  Einheit  ist,  so  folgt 
daraus,  dafs  alle  bisher  angewendeten  Quotienten  genau  sind,  um 
die  nächstfolgenden  zu  erhalten,  mufs  man  den  Wert  von  0  in  einen 
Eettenbruch  entwickeln.  Dies  giebt  die  neuen  Quotienten  1,  1,  6, 
11,  1,  1,  1,  3...,  so  dafs  sich  die  Berechnung  der  Entwicklung  in 
folgender  Weise  fortsetzt: 

Quotienten:  1  ;      1  1       6  ,     11  ,       1 

xT-i-      I.  «  1.    167   673   740   1313   8618   96111   104729 

Naherungsbrüche:  -^,  -^,  -^,  -^^,  ,^^,  --^^^^,  J^si^''" 

Bei  diesem  letzteren  bleibt  man  stehen,  da  36372  ebensoviel  Ziffern 
hat,  als  das  Quadrat  von  199,  und  der  folgende  Bruch  nicht  mehr 
£ar  Zahl  der  Näherungsbrüche  gehören  könnte.  * 

115. 

Die  soeben  entwickelten  Methoden  beziehen  sich  nur  auf 
die  reellen  Wurzeln  der  Gleichungen.  Mit  Bezug  auf  die 
imaginiren  Wurzeln  dürfte  es  ebenfalls  nützlich  sein,  einen 
beliebig  angenäherten  Ausdruck  zu  haben;  denn  die  un- 
bestimmte  Analysis   bietet  Fälle   dar,   wo   es   erforderlich   ist,   den 
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reellen  Teil  dieser  Wurzeln  in  einen  Eettenbruch  zu  entwickeln.  Wir 
benutzen  die  Gelegenheit,  um  einige  neue  G^emohtspunkte  über  die 
lüUienmgsweifle  Bereohnxuig  der  imaginären  Wurzeln  beizubringen, 
ein  Gegenstand,  der  bisher  von  den  Analysten  ziemlich  yernaehlässigt 
worden  ist. 

Man  weifs,  dafs  jede  imaginäre  Wurzel  einer  Gleichung  dar- 
gestellt werden  kann  durch  a  +  ßY —  1,  wo  a  und  ß  reelle  Grofsen 
sind.    Man  weifs  ferner,  dafs  sich  die  Grofse  a  direkt  durch  eine 

Gleichung   vom   Grade  — -j    wo   n   der   Grad    der    gegebenen 

Gleichung  ist,  bestimmen  läfst.  Hat  man  a  gefunden,  so  ist  es  nicht 
schwer,  ß  zu  erhalten.     Denn  da  die  Gleichung  durch 

ix^  -2ax^a*  +  ß^ 

teilbar  sein  mufs,  so  mufs  man,  wenn  die  Division  ausgeführt  wird 
und  der  Rest  Ax  -f-  B  ist,  die  beiden  Gleichungen  Ä=^0  und  B  =  <^ 
erhalten,  aus  denen  man  einen  rationalen  Wert  von  ß^  als  Funktion 
von  a  herleiten  kann.  Es  reduciert  sich  also  alles  darauf,  den  Wert 
von  a  mit  Hülfe  der  Gleichung,  von  der  er  abhängt,  und  die  sich 
durch  Kombination  der  Gleichungen  A^^O  und  B  ^=»0  ergiebt,  zu 
finden.  Sobald  aber  n  grofser  ist  als  4,  wird  der  Grad  dieser 
Gleichung  viel  zu  hoch,  als  dafs  sie  in  der  Praxis  von  einigem 
Nutzen  sein  konnte.  Man  mufs  demnach  durchaus  zu  andern  Mitteln 
greifen,  um  angenäherte  Werte  für  a  und  ß  zu  erhalten.  Nun  kann 
man  aber  immer,  welches  auch  a  und  ß  sein  mögen, 

a  BS  r  cos  9,     /}  =  r  sin  9 

setzen.    Dies  giebt: 

a;  8=  r  (cos  9  +  V'""  1  sin  9), 

und  allgemein:  

ic"»  =  r"»  (cos  mq>  +  )/—  1  sin  my). 

Diese  Formeln,  deren  Anwendung  Euler  gezeigt  hat,  dienen  dazu, 
in  gewissen  Fällen  die  Untersuchung  der  imaginären  Wurzeln  be* 
deutend  zu  vereinfachen. 

116. 

Es  sei  zunächst  die  Gleichung 

aaf^  +  6a;  +  c  =  0 

gegeben,  auf  welche  sich  jede  aus  drei  Gliedern  bestehende  Gleichung 
reducieren  läfst.  (Wir  setzen  nämlich  nicht  voraus,  dafs  m  eine  ganze 

Zahl  sei.)     Setzt  man  für  x  den  Wert  r  (cos  9  + }/ —  1  sin  9),  so 
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zerlegt  sich  die  gegebene  Gleichung  in  die  beiden  andern: 

0  =  ar^  cos  mtp  +  br  cos  9  +  c 

0  =  at^  sin  wy  +  br  sin  9. 

Multipliciert  man  die  erste  mit  sin  mq>y  die  zweite  mit  —  cos  mq> 
and  addiert  sodann  die  Produkte,  so  erhält  man: 

0  =  c  sin  mq)  +  br  sin  (m  —  1)  q), 
and  daher: 

sin  mq) 


h      8in(in  —  1)  9  ' 

Substitaiert  man  diesen  Wert  in  die  zweite  der  vorhergehenden  Glei- 
chungen, so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  (p  die  Gleichung: 


sin"*  (my)    ^     /  —  b\m 

lin*»— ^  r#M A\m  a      \    c    / 


sin  (p  sin*"       (m  —  l)q) 

Nach  einigen  Versuchen  erkennt  man  nun  bald,  zwischen  welchen 
aufeinanderfolgenden  Graden  der  Winkel  (p  liegt;  sodann  führt  man 
nach  der  Regel  vom  falschen  Satze  die  Bestimmung  von  <p  mit  jeder 
Genauigkeit;  welche  die  Tafeln  bieten,  d.  h.  gewöhnlich  mit  sechs 
oder  sieben  Ziffern  zu  Ende.    Ist  q>  bekannt,  so  ist  es  auch  r.    Mithin 

kennt  man  die  imaginäre  Wurzel  r  (cos  <p  +  Y —  1  sin  <p)  für  die 
meisten  Anwendungen  genau  genug. 

117. 
Wir  wollen  als  Beispiel  die  Gleichung  nehmen: 

rc*  —  a;  +  1  =  0. 

Setzt  man  x  '^r  (cos  9  +  V —  1  sin  g>),  so  erhält  man: 

sin  49 

sin  39  ' 

and  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  g>  wird: 

siD^49  ^ 

sin  tp  '  Bin^Stp 

.9 

Setzt  man  9  =  30^,  so  reduciert  sich  die  linke  Seite  auf  -^l  somit 

ist  der  Fehler  gleich  +  y«    Setzt  man  <p  =  31®,  so  wird  die  linke 

Seite  0,921,  und  dies  giebt  den  Fehler  —  0,079.    Man  findet  daher 

nahezu 

9,  =  30^36'. 

kt  also  9>  B»  30^36',  so  ist  der  Logarithmus  der  linken  Seite  gleich 
1^^999933,  und  somit  der  Fehler  gleich  —  67  Einheiten  der  sechsten 
Decimalstelle.    Macht  man  g>  «»  30^35',  so  wird  der  logarithmische 
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Fehler  +  1394.     Daraus  erhalt  man  den  wahren  Wert  von  9,   an- 
genähert soweit^  als  es  die  sechsstelligen  Tafeln  gestatten: 

9,  =  30«35',954. 
Sodann  findet  man: 

log  r  =  9,926739 

log  a  =  9,861615 

log  ß  =  9,633482, 

nnd  demnach  endlich  die  gesachte  Wurzel: 

X  =  0,727136  +  0,430014 1/^^n;. 

118. 

Wir  betrachten  jetzt  die  allgemeine  Gleichung: 
aaf^  +  Ja?" ~  ^  +  ca^"^  +  •  •  •  +  ^^  +  *  ^  0. 


Setzt  man  darin  den  Wert  a:  «=  r  (cos  (p  -^Y —  1  sin  9)  ein  und  macht 
zur  Abkürzung: 

P  =  ar^  cos  nq>  +  6r"~*  cos  (n  —  1)  9  +  •  •  •  +  Ar  cos  g>  +  fc 

Q  =  ar"  sin  ntp  +  6r*— *  sin  (n  —  1)  9  +  •  •  •  +  Ar  sin  9, 

so  wird  das  Resultat  der  Substitution 


sein,  so  dafs  man  zur  Bestimmung  von  r  und  <p  die  beiden  Glei- 
chungen erhält: 

Da  jedoch  die  wirkliche  Auflosung  dieser  Gleichungen  nur  in  einer 
geringen  Anzahl  von  Fällen  möglich  ist,  die  sich  kaum  über  den 
Cotesischen  Satz  hinauserstrecken,  so  müssen  wir  uns  darauf  be- 
schränken, dieselben  durch  Annäherung  aufeulösen. 

Wir  nehmen  also  an,  dafs  man  nach  einigen  Versuchen  Werte 
von  g>  und  r  gefunden  habe,  für  welche  P  und  Q  sehr  klein  werden, 
um  noch  näher  kommende  Werte  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  letztere 
durch  ff  '{'  d<p  y  r  '{'  dr.  Es  müssen  daher,  wenn  man  an  Stelle  von 
r  und  q)  die  Werte  r  -^  dr  und  q>  -{-  dq>  m  die  Funktionen  P  und  Q 
einsetzt,  diese  beiden  Funktionen  gleich  Null  werden.  Vernachlässigt 
man  nun  die  Potenzen  von  dr  und  d^p,  welche  höher  sind  als  die 
erste,  so  wird  die  Gröfse  P  allgemein  durch  die  in  Bede  stehende 
Substitution  übergehen  in: 

T,    ,     rdP    dr     .     dP  j 
^+     dr     —  +  -i^dq>, 
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and  hierin  sind  die  Eoefficienten: 

=    nat*cosnq>  -\'{n  —  i)br*'~^  coa(n  —  1)9>H 1- Ar  cos  9 

.     a= — nat*smn<p  —  (»--l)6r""~*  8in(n  — l)g> hr  sin  9. 

Da  ebenso  die  Grofse  Q  übergebt  in: 


dr 
dP 


80  hat  man: 
r  -^  ^  naf^ sin  ny  +  (^  —  1) &»'*""*  sin (n  —  1) 9 -| {-hrsmip 

Y^  •=  nar* coa n<p'\-{n  —  l)6f*'~*cos(w  —  1)9>  +  •••  +  Ärco8  9). 

Man  braucht  also  nur  zwei  Hiilfsgrofsen  M  und  N  zu  nehmen,  welche 
durch  die  Werte  gegeben  sind: 

M=  war"  cos  n9)  +  (n  —  l)6r"~*cos(n —  1)9  H — •  +  Ar  cos  9 

^=  nat*  ainmp  +  (n  —  l)6r*'"*  sin(n —  1)9>H (- Ar  sin  9; 

dann  erhält  man  zur  Bestimmung  von  dr  und  dtp  die  beiden  Glei- 
chongen: 

P+M^-Ndtp^O 


aas  denen  folgt: 


Q  +  N~+Mdip  =  0, 

dr         PM+QN 


dq>  = 


M^  +  N^ 
PN—  QM 


Man  findet  auf  diese  Weise  die  verbesserten  Werte  von  r  und  % 

i^mlich  r  (1  -{ )  und  q>  -f-  dq>,  wobei  zu  beachten  ist,  dab  der 

durch  die  Formel  gegebene  Wert  von  d<p  in  Teilen  des  Halbmessers 
ausgedrückt  ist^  und  dafs  derselbe  somit,  wenn  man  ihn  in  Minuten 
oder  Sekunden  verwandeln  will,  mit  der  Zahl  der  Minuten  oder 
Sekunden,  welche  der  Radius  enthält,  multipliciert  werden  mufs. 
Schliefslich  kann  man  diese  Formeln  noch  bequemer  für  die  trigono- 
metrische Rechnung  machen,  wenn  man  zwei  Winkel  X  und  fi  und 
swei  Zahlen  F  und  O  bestimmt  nach  den  Gleichungen: 

^  ^    *  Bin  1  008 1 


tang  tt  t=a  -—  6r  =  -~. —  «= 

^  ^         N  '  Bin  fu  cofl  f» 


176 

Daraus  folgt  dann: 


Erster  Haaptteil. 

dr 
r 

F 
"^        G 

cos  (A  — 

•f*) 

dq> 

F 
Q 

sin  (A  — 

V)- 

Ferner  beachte  man^  dafs  sich  die  Gröfsen  M  und  N  leicht  mit 
Hülfe  derselben  Glieder  bilden  lassen,  welche  zur  Bildung  der  Werte 
P  und  Q  dienen;  denn  während 

isty  WO  die  aufeinanderfolgenden  Glieder  Aj  B,  ...  bezüglich  gleich 
af»  cos  nq>y  6f*""^  cos  (»  —  1)  9^,  •  •  •  sind,  wird  der  Wert  von  M  aus- 
gedrückt durch  die  Beihe: 

n>^  +  (»  -  1)  5  +  (n  -  2)  C  +  (n  -  3)  J9  H 

Ebenso  wird  der  Wert  von  N  mit  Hülfe  der  Glieder,  aus  denen  Q 
besteht,  gebildet. 

Nachdem  man  mittelst  dieser  Methode  Werte  gefunden  hat,  die 
den  genauen  Werten  von  r  und  tp  noch  näher  kommen,  kann  man 
sich  derselben  wie  einer  ersten  Annäherung  bedienen,  um  neue  noch 
mehr  angenäherte  Werte  zu  finden,  und  so  weiter,  bis  man  den  Grad 
der  Genauigkeit,  welchen  die  Tafeln  gestatten,  vollkommen  erreicht  hat 

119. 

Für  die  Anwendung  der  vorhergehenden  Methode  ist  es 
unerläfslich,  dafs  man  einen  ersten  angenäherten  Wert  der 
gesuchten  imaginären  Wurzel  habe.  Nun  hat  man  aber  bis 
heute  keine  allgemeine  und  praktisch  anwendbare  Methode^ 
welche  zu  diesem  Ziele  führte.  Daher  werden  die  Analysten, 
hoffe  ich,  mit  Vergnügen  von  derjenigen  Kenntnis  nehmen; 
die  ich  entwickeln  werde.  Die  Anwendung  derselben  ist  sehr 
einfach  und  sie  scheint  keiner  Ausnahme  zu  unterliegen. 

Die  aufzulosende  Gleichung  stellen  wir  durch  F{x)  ^^0  dar  und 

nehmen  an,  dafs  man  a;  =  a  +  /J  K^  1  setze,  wo  a  und  ß  beliebige 
reelle  Grofsen  sind,  die  jedoch  kleiner  als  die  Grenze  der  reellen 
Wurzeln  sein  sollen,  wo  diese  Grenze  ebenso  bestimmt  wird,  als  ob 
die  Gleichung  deren  hätte  oder  haben  konnte. 

Diesen  hypothetischen  Wert  von  x  setzen  wir  in  F{x)  ein  und 

nehmen  an,  dafs  sich  dadurch  F{x)  =  P+  Qy —  1  ergebe,  wo  P 
und  Q  reelle  Grofsen  sind.     Nachdem  man  noch  -^ —  =  F'  gesetzt, 
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sobstituiere  man  denselben  Wert  von  xin  F'  und  erhalte  als  Resultat: 


F\x)  =  M+Ny-l. 

Nimmt  man  eine  reelle  oder  imaginäre  unbestimmte  Grofse  o .  an, 

die  sehr  klein  ist  im  Verhältnis  zu  Ya^  +  ß%  so  erhält  man  offenbar, 
wenn  man 

X  =  a  -^-  ßY —  1  +  a> 

setzt  und  die  höheren  Potenzen  von  (o  fortläfst: 

F{a  +  /J)/^^I  +  ©)  —  P  +  QY^^  +  (d{M+  N}^^^)  . 

Da  nun  cd  beliebig  war,  so  kann  man  setzen: 

miM+  N}^-i)  =  -  «  (P  +  01/ -  i), 

WO  n  ein  mehr  oder  minder  kleiner  positiver  Bruch  ist,  dessen  Grofse 
spater  genauer  festgestellt  werden  wird.     Man  hat  somit: 

_  PM+QN  _     ^ r  QM  —  PN 


ond  der  verbesserte  Wert  n;  =  a  +  /J]/  —  l  +  a>  giebt  näherungs- 
weise: 

J'(a;)  =  (l-n)(P+Öl/-l). 

Diese  Grofae  ist  im  Verhältnis  von  1  —  w  zu  1  kleiner  als  das  Re- 


sultat, das  wir  unter  der  Annahme  n;  =  a  +  /J]/  —  1  erhalten  haben. 
Was  n  angeht,  so  kann  es  beliebig  angenommen  werden,  jedoch  so, 

daCs  d  immer  hinreichend  klein  im  Verhältnis  zu  )/a^  -f-  ß^  ist.  Wenn 
P  und  Q  bereits  sehr  klein  im  Verhältnis  zu  M  und  N  wären,  so 
könnte  man  n  =  1  setzen.    Alsdann  würde  der  zweite  Näherungswert 

«  +  /?]/ — l-j-cD  mit  demjenigen  übereinstimmen,  den  man  nach 
dem  gewohnlichen  Verfahren  (No.  118)  findet,  indem  man  annimmt, 

dafs  CK  -f-  ^  Y —  1  ^^^  erster  Näherungswert  von  x  ist.  Sind  dagegen 
P  und  Q  nicht  sehr  klein  im  Verhältnis  zu  M  und  N,  so  nehme 
man  für  n  nur  eine  Gröfse,  die  kleiner  als  1  und  klein  genug  ist,  da- 
mit o  mehrere  Mal  in  «  +  /?]/  —  1  enthalten  sei.  Dies  läfst  grofsen 
Spielraum  für  die  Wahl*), 


*)  Wenn  man  zwei  imaginäre   GrÖfsen  z.  B.  a  +  ßY —  1,  fi  +  vY  —  1 
hintichüich  ihrer  Gröfse  mit  einander  vergleichen  soll,  so  darf  man  diese  Ver- 

gleichnng  nur  so  verstehen,  dafs  die  reellen  Gröfsen  }/«*  +  §*9  Vf'*  +  »'*i  welche 
man  ihre  Modnln  nennen  kann,  verglichen  werden.    Es  wird  somit  r  der  Modnl 

jeder  reducierten  imaginären  Gröfse  von  der  Form  r  (cos  tp  -\-  y  —  1  sin  tp)  sein. 

Anm.  d.  Verf. 
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Wird  der  so  verbesserte  Wert  von  x  wiederum  durch  a  +  /5  "|/ —  l 
dargestellt^  und  setzt  man  denselben  in  die  Funktionen  F  und  F*  ein,  so 
leitet  man  daraus  in  analoger  Weise  einen  zweiten  verbesserten  Wert 

her,  mittelst  dessen  das  neue  Resultat  P+  QY —  1  wiederum  im 
Verhältnis  von  1  —  n  zu  1  kleiner  wird.  So  föhrt  man  fort,  bis 
sich  F(x)  auf  eine  sehr  kleine  Grofse  reduciert,  in  welchem  Falle 
man  n  ^  1  setzen  kann  und  die  Annäherung  sehr  schnell  erfolgt. 

Man  beachte  wohl,  dafs  wegen  der  besonderen  Beschaffenheit 
der  imaginären  Grofsen  die  fortschreitende  Verkleinerung  von  F{x) 
keine  Grenze   haben  kann.     Denn  selbst   wenn  M^=^0  und   N  =^  Q 

d.  h.  -^ —  =  0  wäre,  so  würde,  man,  wenn  man  die  Substitution  von 

a;  =  CK  +  /3 )/—  1  in  den  Funktionen  ,  ^,  ^  ,  ,y  u.  s.  w.  aus- 
führt, notwendigerweise  zu  einem  Gliede  kommen  müssen^  welches 
nicht  verschwindet^    Alsdann  erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form: 

F{a  +  ßV^^  +  ©)  =  P  +  QV^^  +  to^{T+  F/^^, 

wobei  man 

a,t(j+ F/ZTi)  «.  -  w  (P+ e/^=^) 

setzen  kann.  Um  hieraus  den  Wert  von  o  herzuleiten^  bestimme 
man  r  und  fi  so,  dafs 

r  (cos  tt  +  y  —  1  sin  tt)  =  —  n    -i-^- ^^ 

ist.    Man  hat  dann  also: 

iD*  =  r  (cos  f»  +  y —  1  sin  fi), 

und  daher: 

1 


CO  =  r*  Los  y  +  ]/—  1  sin  -j-) . 


Setzt  man  also  a?  =  a  +  /J]/ —  1  +  co,  so  hat  man  sehr  nahe: 

F(a;)  =  (l-n)(P+ey^=T). 

Verkleinert  man  daher  F{x)  fortgesetzt  durch  solche  zweckmäCsig 
wiederholte  Rechnungen,  so  wird  man  offenbar  zu  einem  Werte  von 
F{x)  gelangen,  der  so  klein  ist  als  man  will,  und  alsdann  wird  der 
Wert  von  x  bekannt  sein. 

Es  ist  somit  auf  eine  ebenso  einfache  wie  direkte  Weise  be- 
wiesen^ dafs  ein  Wert  von  x  von  der  Form  «  +  /J  ]/  —  1  immer  der 
gegebenen  Gleichung  F{x)  =  0  genügen  kann,  und  dieser  Wert  re- 
duciert  sich  auf  eine  reelle  Grofse,  wenn  /3  =  0  ist. 
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Im  Allgemeinen  aber  mufs  x  von  der  Form  a  +  /J|/  —  1  vor- 
ausgesetzt werden.  Dies  liefert  einen  neuen  Beweis  des  auf  die  Form 
der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichungen  bezüglichen  Satzes,  einen 
Beweis,  der  für  alle  Arten  von  algebraischen  und  transcendenten 
Gleichungen  gilt. 

§  15. 

Auflösung  der  unbestinmiten  Oleichung 

Ly  +  Mtf'-^ß  +  Ntf'-^z^  H h  Fjet"  =  +  J? 

in  ganzen  Zahlen. 

120. 

Wir  setzen  voraus,  dafs  diese  Gleichung  auf  die  in  No.  75  an- 
gegebene Weise  vorbereitet  ist,  und  dafs  man  somit  y  und  e  und 
("benso  auch.jsr  und  H  als  zu  einander  prim  betrachten  kann.  Dies 
Torausgeschickt,  setzen  wir  analog: 

y  =:  ^0  4-  -ffw, 

wo  ^  eine  zwischen -H  und  +  -r-lf  liegende  Zahl  ist,  substi- 

toieren  diesen  Wert  in  die  gegebene  Gleichung  und  dividieren  das 
Ganze  durch  H.     Dies  giebt: 

_  i^"  +  M&^ ~ ^  +  iya-^-^-i +  V 

+  (nLd^-^  +  (n  —  1)  Md^-^  H )  sT-^u 

Da  jedoch  e  und  H  prim  zu  einander  sind,  so  kann  diese  Gleichung 
nicht  bestehen,  wofern  nicht 

H 

eine  ganze  Zahl  isi  Dies  ist  die  Bedingung,  welche  zur  Be- 
stimmung von  d"  dient.    Man  versuche  also  für  d"  der  Reihe  nach 

alle  ganzen  Zahlen  zwischen  —  -r-H  und  +  —Ä     Giebt  es  unter 

diesen  keine,   für  welche   L'&"  +  Jf'^»-^  -f-  N^""-^  -^ durch   H 

teilbar  ist,  so  folgt  daraus  mit  Gewifsheit,  dafs  die  gegebene  Glei- 
chung nicht  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist.  Findet  man  aber  eine 
oder  mehrere  Zahlen,  welche  dieser  Bedingung  Genüge  leisten,  so  hat 

12* 


u^ 
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man  weiter  für  jeden  Wert  von  ^  die  transformierte  Gleichung  in  s 
und  Uy  welche  von  der  Form  ist: 

auBzulösen^  und  es  ist  ersichtlich^  dafs  jede  ganzzahlige  Lösung  dieser 
eine  ebensolche  Lösung  der  gegebenen  Gleichung  zur  Folge  hat 

Mithin  reduciert  sich  alles  darauf,  eine  Gleichung  auf- 
zulöseU;  welche  dieselbe  Form  besitzt,  wie  die  gegebene 
Gleichung,  in  welcher  aber  die  rechte  Seite  gleich  +  1  ist. 

Man  darf  voraussetzen,  da&  die  linke  Seite  der  gegebenen  Glei- 
chung (auch  bevor  man  irgend  eine  Reduction  darauf  anwendet) 
nicht  durch  einen  rationalen  Faktor  teilbar  ist.  Denn  wenn  sie  sieb 
in  zwei  derartige  Faktoren,  deren  einer  vom  Grade  m,  deren  anderer 
vom  Grade  n  —  m  sei,  zerlegen  liefse,  so  würde  die  gegebene  Glei- 
chung in  zwei  andere  zerfallen  von  der  Form: 

wo  Ä  ein  Teiler  von  H  ist.  Es  würde  daher  die  Aufgabe  eine  voll- 
kommen bestimmte  sein. 

Aus    dieser  Annahme   folgt   offenbar,   dafs   die   linke   Seite  der 

transformierten  Gleichung,   nämlich  a^  +  bs^^^u  +  cjEr*"~*w*  H 

ebenfalls  nicht  mehr  in  rationale  Faktoren  zerlegbar  ist.  Mithin 
giebt  es  keine  ganzzahligen  Werte  von  u  und  z,  für  welche 
diese  linke  Seite  gleich  Null  werden  könnte,  und  es  ist  so- 
mit  +  1  der  absolut  kleinste  Wert  von  allen,  welche  sie 
annehmen  kann,  wenn  man  für  y  und  z  irgend  welche  positive 
oder  negative  ganze  Zahlen  setzt 

121. 

Nachdem  wir  dieses  festgestellt  haben,  wollen  wir  allgemein 
untersuchen,  welches  die  Werte  von  t  und  u  sein  müssen, 
damit  die  homogene  Funktion 

möglichst  klein  werde. 

Dazu  denken  wir  uns,  dals  wir  durch  Auflösung  der  bestimmten 

Gleichung  • 

0  =  aa^  +  6a;"-^  +  ca?»-^  H \-k 

die  einfachen  reellen  Faktoren 

X  —  a,         X  —  a,        X  —  a\  . . . 
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und  die  doppelten  imaginären  Faktoren 

gefunden  haben.     Alsdann  ist  die  gegebene  Funktion 

die  wir  mit  F(ty  u)  bezeichnen^  gleich  dem  Produkte: 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  die  Werte  von  t  und  u^  welche  dem  Mini- 
mum dieser  Funktion  entsprechen,  t  =  p  und  u  =  q  seien,  so  dafs 
dieses  Minimum  gleich 

F(p,  q)^a(p-  aq)  (p  -  a'q)  . . .  ((p  -  ßqf  +  fq')  •  •  - 

ist,  so  mnfs  also,  wenn  man  für  t  und  u  ganzzahlige  Werte  setzt, 
die  (wenigstens  bis  zu  einer  gewissen  Grenze)  von  p  und  q  verschie- 
den sind, 

F(J>,  q)  <  F{t,  «) 

»ein.  Dies  konnte  nicht  stattfinden,  wenn  jeder  Faktor  von  F{t,  u) 
gleich  oder  kleiner  als  der  entsprechende  Faktor  von  F(p,  q)  wäre. 
Es  mufs  also  wenigstens  einen  Faktor  von  F{t,  u)  geben,  der  grölser 
als  der  entsprechende  Faktor  von  F(pj  q)  ist.  Dieser  Faktor  kann 
entweder  zu  den  einfachen  reellen  Faktoren,  oder  zu  den  doppelten 
imaginären  Faktoren  gehören. 

1)  Es  sei  t  —  au  der  einfache  Faktor,  welcher  gröfser 
ist  als  der  ihm  entsprechende  p  —  aq.     Da  t  und  u  willkürlich 

angenommen   sind,   und    da  man  somit  voraussetzen  kann,   dafs    — 

uur  sehr  wenig  von  —  verschieden  ist,  so  folgt  daraus,  dafs  ~  ein 
sehr  nahe  bei  a  liegender  Bruch  sein  mufs,  und  man  kann  sogar 
hieraus  schliefsen,  dafs  ^  einer  der  Näherungsbrüche  der  Wurzel  a 

ist    Sind   nämlich^  =^,  — ,  —,-  drei  aufeinanderfolgende  Näherungs- 

JL  JL  ^i 

brüche  Ton  a,  so  ist  in  No.  8  gezeigt  worden,  dafs,  welches  auch  die 
Zahlen  t  und  u  sein  mögen,  wofern  nur  u  kleiner  als  q  ist,  stets 
die  Gröfse  t  —  au  gröfser  ist  als  |)  —  ag,  was  der  angegebenen  Be- 
ilingung  entspricht. 

2)  Es  sei  {t  —  /3w)*  +  y'w*  der  doppelte  imaginäre  Faktor, 
welcher  gröfser  ist  als  der  ihm  entsprechende  (p — ßqY-hy^q^- 
Setzen  wir  voraus,  dafs  u  <Cq  genommen  sei,  so  wird  um  so  mehr 

t  —  ^11    gröfser  alai  p  —  ßq  sein.    Dies  findet  aber  statt,  wenn  — 
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einer  der  Näherungsbrüche  der  Gröfse  ß,  des  reellen  Teils  der  ima- 
ginären Wurzel  ß  +  yy  —  1 ,  isi 

122. 
Wir  kehren  zur  Betrachtung  des  ersten  Falles   zurück 
und  nehmen  an^  daüs  man  t'=^p^,  u  =»  ^  genommen  habe,    wo  ^ 

der  Näherungsbruch  ist,  welcher  ^  vorangeht  und  durch  Ehitwicklun«: 
dieses  letzteren  Bruches  in  einen  Eettenbruch  gegeben  wird.  Dami 
mufs  also  p^  —  agf^  gröfser  als  p  —  aq,  oder  es  mufig  _ — ^  grofser 
als  1  sein.  Im  Übrigen  kaun  aber  diese  Grofse  positiv  oder  negativ  sein. 
Ist  zunächst  — ~    f=zz  ^  y   so  folgt  daraus  a  «=  ^?LJ"  f  . 

Da  nun  y  positiv  und  gröfser  als  1  ist,  so  werden  -^   und  —  zwei 

aufeinanderfolgende  Näherungsbrüche  von  a  und  y  der  dem  zweiten 
entsprechende  vollständige  Quotient  sein. 

Ist  zweitens *^  =  +  y»  so  hat  man  a  =  — ^,r.    Je- 

doch  mufs  man  diesen  Fall  in  zwei  zerlegen,  je  nachdem  y  >  "2 

oder  <  2  isi 

Hat  man  y  >  2,  so  setze  man  y=l  +  ^>  woje?>l  ist.    Dann 

erhält  man: 

pz  +  p  —  p'' 

qz  +  q  —  q!" 

Mithin   werden       _   ö    ^^^^  ^    ebenfalls    zwei   aufeinanderfolgende 

Näherungsbrüche  von  a  und  z  der  dem  letzteren  entsprechende  toU* 
ständige  Quotient  sein. 

In  diesen  ersten  Fällen,   welche  bereits  einen  grofsen  Umfang 
haben,   ist   also   auf  eine  direkte  und  sehr  einfache  Weise  gezeigt 

worden,  dafs  ^  ein  Näherungsbruch  der  Wurzel  a  ist. 

Es  bleibt  der  letzte  Fall,  in  welchem  2^<  2  ist,  zu  unter* 

suchen  übrig.    Ist  alsdann  y  =  1  -f-  -,  wo  ;er  stets  gröfser  als  1  ist, 

so  hat  man: 

(3  -  g")  ^ "+  3        (a  -  g")  (^  +  i)  +  g«  ' 

Mithin  sind  -^  und  ^—^-^  zwei  aufeinande^olgende  Näherungs- 
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bräche    von   a*)   und   der  dem  letzteren  entsprechende   vollständige 
Quotient  ist  j?  -f-  1^  eine  Gröfse,  die  grofser  ist  als  2. 

Der   Quotient   dürfte  aber  nur  gleich   1  -4~   einem  Bruche  sein, 

damit  —   der  auf       _^\    folgende  Näherungsbruch  wäre.     Da  man 

nun  ^  -f-  1  >  2  hat,  so  folgt ^  dafs  in  diesem  letzteren  Falle  —  kein 
NäheruDgsbruch  von  a  sein  kann.     Indessen  sieht  man  wenigstens, 


lO 


dafe,   weil  — — — -   ein    solcher   ist,    und   der  Unterschied  zwischen 

und  ~ — ^  nur      ,       — öt  beträgt,  —  jedenfalls  immer  ein  sehr 

angenäherter  Wert  der  Wurzel  a  ist. 

Ist  p  — p®  =  3r,  q  —  2^^  =  9>,  so  können  wir  durch  ^,       , 


drei  aufeinanderfolgende  Näherungsbrüche  von  a  darstellen,   und  da 
^  zwischen  9  und  tp   fallt^  so  hat  man  offenbar  (No.  8): 

p  —  ag  >  Ä  —  aq>. 

Setzt  man  aber  ^  =  ä,  m  =  9,  so  mufs  F(n,  (p)  >  jP(i?,  g)  sein, 
da  das  letztere  ein  Minimum  ist.  Mithin  mufs  es  in  dem  Werte  von 
F{%^  9)  irgend  einen  andern  Faktor  n  —  a  tp  geben,  der  grofser  ist 
als  der  entsprechende  Faktor  p  —  aq, 

X  ^—  OL   (D  ^* 

Weil  nun  — zr~'     grofser  als  1  ist  und  im  übrigen  positiv  oder 

negativ  sein  kann,  so  schliefst  man  wie  oben,  dafs  ^  ein  Näherungs- 
bruch von  a   oder  wenigstens 

a'  =  (i>  -  «)  (g  +  1)  +  » 
(2  —  9)  («  +  ij  +  9  ' 

wo  z  positiv  und  >  1 ,  ist.    Daraus  folgt,  indem  man  die  Werte  von 
%  und  9  einsetzt: 

pV-?  +  1)  +  jp  -  p'        p'z  +  p        pM«  +  f**^)  +  P^' 


2'(^  +  1)  +  2  -  2'  2'^  +  2  2^^  +  i^')  +  2 


00 


lOO 


I  man  nimmt  nämlich  stets  p  =  ^^p^  +  p^^  au).    Mithin  werden  ^ , 

7  zwei    aufeinanderfolgende  Näherungsbrüche  von  a    sein  und  der 
folgende  Bruch  wird  sein: 


•)  Es  wird  p  —  p^^  P^  angenommen.    In  der  That  ergiebt  die  Ketten- 

bmclientwicklnng  von  —  eine  Beihe  von  Quotienten,  deren  letzter  nach  Belieben 

grOfser  aU  1  oder  gleich  1  angenommen  werden  kann.  Nimmt  man  ihn  grofser 
ali  1,  ao  kann  p  nicht  kleiner  sein  als  2p°  -f-  P^^i  ^^^  ™<^  bat  daher 
p  — ;)«>p^  Anm.  d.  Verf. 
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pO(A;  +  ftO)+pOo  p'k  +  p 

WO  k  die  grofste  in  0  enthaltene  ganze  Zahl  ist.    Und  da  q  zwischen 

q^  und  q^k  +  2  Hegt,  so  ergiebt  sich,  dafs  p^  —  a^  <p  —  aq  ist 

Dasselbe  Schlufsverfahren   kann   man   auf  die  andern  Wurzek 

a',  a ",  . . .  und  selbst  auf  die  Gröfsen  ß,  /J',  ß'\  . . .  anwenden.    Es 

folgt  daraus  der  allgemeine  Schlufs,  dafs  der  Bruch  — ,  wel- 
cher dem  Minimum  der  gegebenen  Funktion  entspricht, 
unter  den  Näherungsbrüchen  einer  der  Wurzeln  ce,  a,  a", ... 
oder  einer  der  Grofsen  ß,  ß',  ß>\  , ,  enthalten  sein  mufs.  Ist 
er  nämlich  nicht  darunter  enthalten,  so  müssen  die  folgenden  Be- 
dingungen zusammen  stattfinden: 

1)  die  Grofse  ^-^—  ^,  welche  sich  auf  eine  bestimmte  Wurzel 

'  p  —  aq    ' 

a  bezieht,  mufs  zwischen  -f-  1  und  -f-  2  liegen. 

2)  Alle  analogen  Gröfsen 

p  —  aq   '     p  —  a'q    ^  '  "    p  —  ßq   ^    JP  —  P'«    '  "    ' 

welche  sich  auf  die  andern  Wurzeln  beziehen,  müssen  kleiner  als  1  sein. 
Wenn  aber  auch  dieses  der  Fall  ist,  so  ist  es  doch  unmöglich,  dals 

die  Gröfse  -^,    '  /  ,  welche  aus  dem  Produkte  aller  Faktoren 

•FCp,  q)  ' 


•  • _ — ^ —     ,  • 


p  —  «2    '     p  —  aq  '     p  —  a'q    '  (p  —  Ps)*  +  7*3*     ' 

besteht,  gröfser  als  1  ist,  wie  es  der  Fall  sein  müfste,  wenn  F(Pfq) 
ein  Minimum  ist. 

Da  nämlich  die  Differenz  zwischen  —  und  ^  nur  — -s-  beträKt, 

q  go  q^  &•> 

und  da  ^  ein  Näherungsbruch   von  a  ist,  so  braucht  es  unter  den 

Wurzeln  a^  a\  . .  •  und  den  Grröfsen  /},  ß^,  ...  nur  eine  zu  geben, 
die   entweder   entgegengesetztes  Zeichen   besitzt   wie  a,   oder  deren 

Differenz  mit  a  merklich  gröfser  ist  als  — ö*  Ist  alsdann  a  diese 
Wjirzel,  so  wird  der  Faktor  -^  -7-^  ziemlich  nahe  gleich  —  und 
somit  kleiner  als  -r-  sein;  und  ißt  ß  eine  von  a  hinreichend  yerschie- 

dene  Gröfse ,  so  wird  der  Faktor    --r  -  v5  L   ,-^t  ^«—   sich   ebenfalls 

'  ip  —  N)  +  y*2* 

(a®\*  •  1       . 

^^1     reducieren    und   demnach  kleiner  als  -^  sein. 

Mithin    würde   es   in  dem   Werte   von   -^T-'-r-   nur   einen   Faktor 

J^  (Pt  9) 
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geben,  der  groJBer  als  die  Einheit  aber  kleiner  als  2  ist,  während  alle 
übrigen  Faktoren  kleiner  als  1  wären  und  unter  diesen  sich  wenigstens 

einer  fände,  der  kleiner  als  -^  oder  sogar  kleiner  als  -r-  wäre.  Folg- 
lich würde   die  Grofse     Jr  '  ^J    kleiner  als   1   sein.     Dies  ist  aber 

gegen  die  gemachte  Annahme,  dafs  2^(p,  q)  ein  Minimum  sein  solle. 
Mithin  ist  schliefslich^)  der  Bruch  —  immer  ein  Näherungsbruch  einer 

der  Grolsen  «,  a\  a\  . . . ,  /3,  /3',  /J",  . . . 

123. 

Die  soeben  bewiesene  Bedingung  bestimmt  noch  nicht  das 
gesQchte  Minimum;  sie  giebt  nur  eine  Reihe  von  Gröfsen  an,  unter 

denen  der  Bruch  —  zu  suchen  ist,  welcher  die  Eigenschaft  besitzt, 

das  Minimum  zu  liefern.  Das  Verfahren,  welches  man  ein- 
schlagen mufs,  ist  demnach  folgendes: 

Man  entwickle  der  Reihe  nach  jede  der  reellen  Wurzeln  a  der 
Gleichung  aaf^  +  ftrc"""*  +  •  •  •  +  i  =  0  in  einen  Eettenbruch. 

Ebenso  entwickle  man  von  den  imaginären  Wurzeln  derselben 
Gleichung  die  reellen  Teile  in  Eettenbrfiche. 

Ffir  ^  nehme  man  der  Reihe  nach  alle  Näherungsbrüche,  welche 

sich  bei  diesen  verschiedenen  Rechnungen  ergeben,  und  setze  die 
Werte  von  p  und  q  in  die  gegebene  Funktion  ein.  Dadurch  erhält 
man  ebenso  viele  Resultate,  die  jedes  für  sich  eine  Art  von  Minimum 
sind.  Das  kleinste  von  allen  diesen  Resultaten  oder  das  absolute 
Minimum  wird  dann  dasjenige  sein,  welches  bestimmt  werden  sollte. 

» 

124. 
Bemerkung  1. 

Wenn  die  reelle  Wurzel  a  oder  der  reelle  Teil  ß  einer  imagi- 
nären Wurzel  negativ  ist,  so  führe  man  die  Entwicklung  in  einen 
Kettenbruch  ebenso  aus,  als  ob  sie  positiv  wären,  gebe  aber  sodann 

jedem  Näherungsbruche  das  Zeichen  — ,  bevor  man  ihn  für  —  nimmt. 

*)  Man  findet  diesen  Satz  in  den  Zusätzen  zn  Euler's  Algebra  No.  28; 
jedoch  ist  der  gelehrte  Verfasser  nicht  auf  die  Einzelheiten  des  Beweises  ein- 
gegaogen.  Einen  solchen  hat  er  für  den  Fall,  wo  das  Minimum  1  ist,  in  den 
AbfaiDdlmigen  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1768  gegeben;  indessen  besteht 
in  Besag  auf  die  Gröfsen  ^,  ^',  .  .  .  einige  Verschiedenheit  im  Wortlaut  des 
Ssises.  Anm.  d.  Verf. 
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Hier  drängt  sich  die  Frage  auf^  welches  der  beiden  Glieder  p 
and  q  negativ  zu  nehmen  ist.  Diese  Frage  ist  leicht  zu  beantworten. 
Ist  der  Exponent  n  der  gegebenen  Gleichung  eine  gerade  Zahl,  so 
ist  es  gleichgültig,  welches  der  beiden  Glieder  p  und  q  man  mit  dem 
Zeichen  —  versieht,  da  die  Grofse  ap*  +  bp^^^q  -}-...  vollständig 
dieselbe  bleibt  Ist  dagegen  der  Exponent  n  eine  ungerade  Zahl,  so 
wird  die  Grofse  ap^  +  ^P*""*?  -|-  . . .  denselben  Wert  behalten,  aber 
ihr  Zeichen  ändern,  wenn  man  einmal  p  positiv  und  q  negativ,  das 
andere  Mal  p  negativ  und  q  positiv  nimmt,  oder  allgemein ,  wenn 
man  zu  gleicher  Zeit  die  Vorzeichen  von  p  und  q  ändert. 

Man  sieht  hieraus,  dafs  im  Falle  eines  ungeraden  n  die  bei- 
den Gleichungen 

a|)«  4-  bp^'-^q  H (-  fcg"  =  +  JET 

und 

ap*  +  bp^'-^q  +  •  •  •  +  ig"  =  —  H 

stets  gleichzeitig  auflösbar  sind. 

125. 
Bemerkxmg  2. 

Entwickelt  man  jede  Wurzel  a  nach  der  oben  (No.  100)  aus- 
einandergesetzten Methode  in  einen  Kettenbruch,  so  kann  man  sich 
der  Mühe  überheben,  den  Wert  von  F(jp,  q)  für  jeden  Näherungs- 
bruch ^  zu  berechnen.   Denn  ist  die  transformierte  Gleichung,  welche 

dem  Näherungsbruche  —  entspricht,  die  folgende: 

Äz""  +  BsT"-^  H =  0, 

so  ist  der  erste  Koefficient  Ä  dieser  transformierten  Gleichung  genau 
der  Wert  von  F(p,  q).  Man  braucht  also  nur  auf  das  erste  Glied 
jeder  transformierten  Gleichung  zu  achten,  um  das  verlangte  Minimum 
zu  erhalten. 

Dasselbe  würde  hinsichtlich  der  Gröfsen  ß  stattfinden,  wenn  man 
ihre  Entwicklung  mittelst  der  Gleichung,  deren  reelle  Wurzeln  sie 
sind,  ausföhrte.  Da  aber  diese  Gleichung  in  der  Regel  von  einem 
zu  hohen  Grade  ist,  so  ist  es  besser,  diese  Entwicklung  mit  Hülfe 

eines  Näherungswertes   von   ß  auszuführen  und  alsdann  ßlr  —  die 

daraus  entstehenden  Näherungsbrüche  (No.  114)  einzusetzen.  Übrigens 
wird  man  sogleich  sehen,  dafs  die  Entwicklung  dieser  Gröfsen  nur 
bis  zu  einer  bestimmten  Grenze  fortgesetzt  zu  werden  braucht. 
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126. 
Bemerkung  8. 

Die  angegebenen  Rechnungen  sind  dieselben,  mag  nun  das  Mini- 
mum bereits  bestimmt  sein,  wie  dies  der  Fall  ist,  wßnn  man  die 
Gleichung  at^  +  bt^^^u  +  c^~*««*  -|-  . . .  -|-  i^"  =  +  1  auflösen  will, 
oder  mag  man  einfach  suchen,  welches  der  kleinste  Wert  ist,  den  die 
linke  Seite  dieser  Gleichung  annehmen  kann.  Im  ersten  Falle  begreift 
man  wohl  ohne  weiteres,  dafs  das  Problem  nicht  immer  auflösbar 
ist;  im  zweiten  Falle  hat  man  nichts  weiter  zu  thun,  als  unter  meh- 
reren Reihen  bekannter  Zahlen  die  kleinste  Zahl  herauszusuchen. 

Da  aber  in  beiden  Fällen  die  Berechnung  der  Entwicklung  sich 
ins  Unendliche  erstreckt,  und  da  man  über  den  zweiten  Grad  hinaus 
kein  Gesetz  kennt,  welchem  die  aufeinanderfolgenden  Quotienten  und 
transformierten  Gleichungen  unterworfen  wären,  so  hat  man  offenbar 
das  Minimum  der  Funktion  aP*  +  ftf"""^!«  +  •  ■  •  +  am*  nur  unter  der 
Annahme  bestimmt,  dafs  t  und  u  den  gröfsten  Zähler  und  Nenner 
der  berechneten  Näherungsbrüche  nicht  übersteigen.  Man  kann  also 
nicht  behaupten,  dafs  ein  gleiches  oder  selbst  kleineres  (wenn  es  nicht 
schon  +  1  ist)  Minimum  nicht  eintreten  könnte  für  weitere  Nähe- 
rnngsbrüche,  deren  Zähler  und  Nenner  noch  gröfser  sind.  In  der 
That  sieht  man  keinen  Hinderungsgrund  dafür,  dafs  nicht  auch  bei 
sehr  grofsen  Werten  von  p  und  q  die  Funktion  ap'^  +  bp^^^q  -{-'••• 
sich  auf  1  oder  auf  eine  sehr  kleine  Zahl  reducieren  könnte,  so  dafs 
es  scheint,  als  ob  man  in  dieser  Hinsicht  keine  Grenze  angeben  kann. 

Wir  bemerken  jedoch,  dafs  eine  solche  Unbestimmtheit  hinsicht- 
lich der  Gröfse  der  Zahlen  p  und  q  nicht  stattfinden  kann  bei  den 
Näherungsbrüchen,  welche  aus  der  Entwicklung  des  reellen  Teiles  ß 

einer  imaginären  Wurzel  ß  -{•  yy—l  hervorgehen.  Denn  ein  solcher 
Faktor  wie  (p  —  ßqY  +  y*q^  kann  nur  bis  zu  einem  gewissen  Punkte 
abnehmen,  nämlich  so  lange  die  Abnahme  des  Teiles  (p  —  ßqy  be- 
trächtlicher ist  als  die  Zunahme  des  andern  Teiles  y^qK  '  Bald  nachher 
aber  müssen  diese  Faktoren  schnell  zunehmen.  Deshalb  sieht  man, 
dafs  es  nicht  notwendig  ist,  die  Gleichungen,  deren  Wurzeln  /),  /S',  ... 
sind,  zu  suchen,  sondern  dafs  man  sich,  wie  schon  erwähnt,  mit 
einem  Näherungswerte  dieser  Gröfsen  begnügen  kann. 

127. 
Wir   wollen  annehmen,   dafs  —  ein  der  Wurzel  a  hin- 

reichend   nahekommender  Näherungsbruch   sei,    so   dafs   die 
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Differenz  —  —  a  viel  kleiner  sei  als  die  Differenz  zwischen  der  Wurzel 

a  und  jeder  der  andern  Wurzeln  oder  reellen  Teile  der  Wurzeln  a\ 
a",  ...  ß,  ß^,  ....     Setzt  man  dann  zur  Abkürzung: 

i  =  (a-«')(«-a")--((«-^)*  +  y*)  ((«-^)'  +  /*)---' 
SO  hat  man  sehr  nahe: 

■F(jp,  q)  =  ag"-*  (p  -  aq)L. 

Ist  z  der  dem  Näherungsbruche   —  entsprechende  vollständige   Quo- 
tient, so  ist: 


mithin: 


^CP>2)  =  +  «^—    * 


.+  «" 


9 

Da  in  dieser  Formel  aL  eine  konstante  Grofse  ist,  so  sieht  man, 
dafs,  wenn  F{pj  q)  eine  gegebene  Zahl  sein  soll,  der  Quotient  z  im 
Allgemeinen  mit  q"*^^  proportional  sein  mufs. 

Will  man  also  z.  B.,  dafs  sich  F(p,q)  auf  +  1  reduciere,  wie 
dies  in  den  vorgelegten  Gleichungen  notwendig  ist,  so  mufs  nahezu 

seih.  Dies  ist  die  Gröfse  der  Quotienten,  aus  denen  man  die  Nähe- 
rungsbrflche  erkennt,  welche  der  Bedingung  des  Minimums 

F(p, «)  =  ±  1 
genügen.     Diese  Formel  ist  besonders  dann  von  Nutzen,  wenn   die 
Entwicklung  einer  Wurzel«  nicht  nach  der  Methode  der  aufeinander- 
folgenden transformierten  Gleichungen,  sondern  mit  Hülfe  eines  Nähe- 
rungswertes dieser  Wurzel  (No.  112)  vorgenommen  wird. 

In  dem  Mafse,  wie  das  Entwicklungsverfahren  fortschreitet,  nimmt 
der  Wert  von  q  und  demnach  der  von  js  (denn  man  setzt  hier  n>2 
voraus)  zu,  so  dafs  es  immer  weniger  wahrscheinlich  wird,  dafs  man 
den  fQr  das  Minimum  erforderlichen  Quotienten  0  finden  werde.  Wenn 
jedoch  die  Wurzel  «  von  einer  oder  mehreren  andern  Wurzeln  «',  a\  , . . 
oder  von  den  Gröfsen  /),  /S',  . . .  nur  sehr  wenig  verschieden  ist^  so 
kann  die  Grenze  L  äufserst  klein  werden,  und  es  wird  nicht  mehr 
ein  ebenso  beträchtlicher  Quotient  z  erforderlich  sein,  um  das  Mini- 
mum von  F{Pj  q)  zu  erhalten.  Diese  Bemerkung  steht  mit  den  be- 
reits auseinandergesetzten  Eigenschaften  (No.  109  und  110)  im  Ein- 
klang. 
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Nimmt  man  zweitens  an,  dafs  —  einer  der  Näherungs- 
brGche  der  Grofse  ß  sei,  setzt  man  ferner  voraus,  dafs  die  Diffe- 
renz zwischen   ^  und  ß  um  vieles  kleiner  sei  als  y  und  ebenso  um 

vieles  kleiner  als  irgend  eine  der  Grofsen  a,  a,  a\  . . .  /S',  ß'\  . . . , 
und  macht  man  zur  Abkürzung: 

30  erhalt  man  nahezu: 

Soll  also  F{pj  i)  ''^  :\z^  ^^^^f  ^^  muTs  man 

1 


r=± 


ay^A 


haben;  mithin  kann  q  nicht  gröfser  sein  als  1/ — ^,  woraus  her- 
vorgeht, dafs  das  Minimum  Hh  1  mit  Hülfe  der  imaginären  Wurzeln 
nur  in  sehr  beschränkten  Fällen  eintreten  kann,  sobald  y  oder  A  sehr 
klein  sind,  d.  h.  sobald  nahezu  gleiche  Wurzeln  vorhanden  sind.  Zu 
gleicher  Zeit  erhält  man  die  Grenze  des  Nenners  g,  über  welche 
hinaus  es  überflüssig  ist,  die  Entwicklung  der  Gröfse  ß  sowie  das 
Probieren  mit  den  daraus  sich  ergebenden  Näherungsbrüchen  fort- 
zusetzen. 

Wir  haben  bereits  im  vorhergehenden  Paragraphen  Beispiele 
f&r  die  Auflösung  der  homogenen  unbestimmten  Gleichungen,  deren 
rechte  Seite  +  1  ist,  gegeben;  wir  begnügen  uns  daher,  ein  neues 
Beispiel  hinzuzufügen,  in  welchem  eine  Losung  durch  die 
reelle  Wurzel,  eine  andere  durch  die  imaginären  Wurzeln 
gegeben  wird. 

128. 

Beispiel« 

Es  sei  die  Aufgabe  gestellt^  das  Minimum  der  Fui^tion 

7^  —  110^*w  +  565^w«  —  941  w» 
zu  fin4en. 

Betrachtet  man  die  Gleichung: 

1q^  -  llOic*  +  565a;  -  941  =  0, 

so  findet  man,  daCs  dieselbe  eine  reelle  Wurzel  zwischen  3  und  4 
und  zwei  nur  wenig  von  einander  verschiedene  imaginäre  Wurzeln 
besitzt 


190 


Enter  Hanptteil. 


Folgendes  ist  die  Kettenbruchentwicklung  der  reellen  Wurzel 


la?      110a:*  +  565«  —  941  —  0 

3 
1 

1:0 

—  47«*  +  94«*  _  47«  +  7  =  0 

3:1 

7«»      47«      47  —  0 

2 

4:1 

-  85«*  +  37«*  +  42«  +  7  —  0 

1 

11:3 

«» —  139«*       218«       85  —  0 

140 

15:4 

—  11005«»  +  19662«*  +  281«  +  1  =  0 

1 

2111  :  563 

8939««  +  6590«*       13353«      11005  —  0 

1 

2126  :  567 

-8829«»+  26644«* +33407  «+8939  =  0 

4 

4237  :  1130 

3807«»  -  177233«*  -  79304«-  8829  =  0 

46 

19074  :  5087 

-  8123689«»  +  7782096«* 

+  348133«  +  3807  =  0 

1 

877404 :  235132 

10347««  -  8458742«*  -  16588971« 

-  8123689  —  0 

819 

896478  :  240219 

Q.  8.  W. 

2 
6 
2 

u.  s.  w. 

• 

• 

U.  8.  W. 

Aus  den  ersten  Gliedern  der  transformierten  Gleichungen  sieht 
man,  dafs  das  Minimum  -|-  1  stattfindet^  sobald  ^  =  15  und  u  ^  4 
ist,  so  dafs  diese  Werte  der  Gleichung  genügen: 

7^  —  UO^^M  +  565^w«  -  941u»  =  1. 

In  der  weit-eren  Rechnung  findet  man  keine  transformierten  Glei- 
chungen mehr^  deren  erstes  Glied  den  Eoefficienten  1  hat  Demnach 
ist  man  sicher,  dafs  die  erste  Wurzel  keine  andere  Losung  der  vor- 
stehenden Gleichung  liefert^  wofern  man  nicht  die  Zahl  u  viel  grofser 
als  819  .  240219  annimmt;  aber  gerade  wegen  dieser  Grofse  erscheint 
es  wenig  wahrscheinlich,  dafs  die  Fortsetzung  der  Rechnung  neue 
Werte  von  t  und  u  liefern  werde. 

Man  hat  daher  nur  noch  den  reellen  Teil  der  imaginären  Wur- 
zeln in  einen  Eettenbruch  zu  entwickeln.  Da  nun  aber  die  Gleichung 
nur  vom  dritten  Grade  ist,  so  wird,  wenn  man  mit  a  die  reelle  Wurzel, 
deren  angenäherten  Wert  wir  soeben  gefunden  haben^  bezeichnet^  der 
reelle  Teil  ß  der  imaginären  Wurzeln  der  folgende  sein: 

Ä  110  1 

P  = 


14 


a. 
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Setzt  man  den  bekannten  Wert  von  a  ein,  und  entwickelt  man  das 
Resultat  in  einen  Kettenbruch,  so  erhält  man  folgende  Quotienten 
und  Näherongsbrüche: 

Quotienten:  5,     1,    55,       1    ,      2,2,     1,    3 

TWT-i_  i-   n  1-         1         ß  6         835         341 

Näherongsbrüche:   -,    y,    y,    -j^,    -u  ,  '  " 

Nimmt  man  nun  nach  und  nach  fQr  —  diese  verschiedenen  Näherungs- 
brüche,  so  findet  man,  dafis  die  W^te  ^  =s  6,  u=  1  ebenfalls  das 
Minimum  -{•  1  ergeben  und  somit  eine  zweite  Losung  der  unbe- 
stimmten Gleichung 

Ifi  —  llOfiu  -f  565^14«  —  941  w»  =  1 

liefern.  Es  würde  überflüssig  sein,  fQr  —  andere  Näherungsbrüche 
zu  nehmen,  da  die  oben  gefundene  Grenze 


f     av 


nahezu  q=  \  ergiebt. 


Zweiter  HauptteiL 
Allgemeine  Eigenschaften  der  Zahlen. 


§  1. 
Sätze  über  die  Primzahlen. 

129. 

SatB.  Ist  c  eine  Primzahl  und  If  eine  beliebige  darch  c 
nicht  teilbare  Zahl,  so  ist  die  Gröfse  'N^—'^  —  1  dnrch  c  teil- 
bar, so  dafs  man  erhält: 

=  ganze  Zahl  ==  6*). 

Ist  X  eine  beliebige  ganze  Zahl,  und  betrachtet  man  die  be- 
kannte Formel: 

SO  sieht  man  leicht,  dafs  alle  Glieder  dieser  Reihe,  mit  Ausnahme 
des  ersten  und  des  letzten,  durch  c  teilbar  sind.  Ist  nämlich  üf  der 
Eoefficient  von  o:^,  so  hat  man: 

jf^   c(c  •-  1)  (c  -  2)  ■  »  ■  (c  —  m  +  1) 
1 •     2 •  3         ...  m 

oder: 

Jlf .  1  .  2  .  3  . .  •  w  =  c(c  —  1)  (c  —  2)  .  • .  (c  —  fn  +  1). 

Da  nun  die  rechte  Seite  durch  c  teilbar  ist,  so  mufs  es  auch  die 
linke  sein,  und  da  der  Exponent  m  in  den  in  Frage  kommenden 
Gliedern  nicht  gröfser  ist  als  c  —  1,  so  kann  c,  welches  als  Primzahl 
vorausgesetzt  ist,  nicht  in  dem  Produkte  1  .  2  .  3  . . .  m  aufgehen.    £s 


*)  Diesen  Satz,  einen  der  hauptsächlichsten  in  der  Zahlentheorie,  yerdankt 
man  Fermat.  Ein  Beweis  dafClr  ist  von  Eni  er  an  verschiedenen  Stellen  der 
Abhandinngen  der  Petersburger  Akademie  und  besonders  im  1.  Bande  der  «^Nori 
Commentarii"  gegeben  worden.  Anm.  d.  Verf. 


§  1.   Sätze  über  die  Primzahlen.  193 

raiifs  daher  notwendig  für  jeden  Wert  von  m=l  bi8fn  =  c  —  1 
in  M  aufgehen.    Mithin  ist  die  Grofse 

{l-^-xy—l  —  af 

teilbar  durch  c^  welches  auch  die  ganze  Zahl  x  sein  möge. 

Ist  jetzt   1  +  a:  =  JP?,   so  geht  die  vorstehende  Grofse  über  in: 

N'  —  {N'-  ly  - 1. 

Da  diese  teilbar  ist  durch  c^  so  erhält  man,  wenn  die  Vielfachen  von 
c  fortgelassen  werden: 

N'—  i=.(N—iy 

oder: 

N'  -  N=  {N—  ly  -  {N-  1). 

Setzt  man  jetzt  N —  1  für  N  und  lafst  stets  die  Vielfachen  von  c 
aufser  Acht,  so  wird  analog: 

(JV^-  ly  -  (2V-  1)  =  {N—  2y  -{N—  2). 

Fahrt  man  in  dieser  Weise  fort,  indem  man  immer  von  gleichen 
Resten  zu  gleichen  Besten  übergeht,  so  gelangt  man  notwendig  zu 
dem  Reste  {N  —  Ny  —  {N  —  N),  der  offenbar  gleich  0  ist.  Dem- 
nach sind  auch  alle  vorhergehenden  Reste  gleich  0,  und  somit  ist 
N'  —  N  teilbar  durch  c. 

Da  aber  N^ —  N  das  Produkt  aus  N  und  N^-^  —  l  ist  und 
da  N  nach  Voraussetzung  nicht  teilbar  ist  durch  c,  so  mufs  N^~^  —  1 
durch  c  teilbar  sein,  w.  z.  b.  w.  ' 

Ist  c  eine  Primzahl,  so  kann  man  der  Gleichung 


x'-^  —  1 


Ä=  e 


c 

m 

^ienQge  leisten,  indem  man  für  x  eine  beliebige  durch  c  nicht  teilbare 
Zahl  setzt.  Betrachtet  man  daher  nur  diejenigen  Werte  von  x,  welche 
positiv  und  kleiner  als  c  sind,  so  sind  diese  Werte  die  aufeinander- 
folgenden Zahlen  1,  2,  3,  4,  ...  o  —  1.  Betrachtet  man  aber  die- 
jenigen   Werte  oder  Lösungen,   welche   zwischen -c  und  +"^^ 

liegen,  so  sind  diese  Werte  oder  Losungen: 

±1,    +2,    ±3,  ..-  +^^. 

In  beiden  Fällen  ist  die  Anzahl  der  Lösungen  der  in  Rede  stehenden 
Gleichung  gleich  c  —  1 ,  also  gleich  dem  Exponenten  von  x. 

130. 

Sats.    Ist  n  eine  Primzahl,  so  ist  das  Produkt 

1  .  2  .  3  . . .  (n  —  1) 
vermehrt  um  1  durch  n  teilbar. 
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Aus  der  Di£Eerenzeiirechnung  ergiebt  sich  nämlich,  daCs  f&r  jede 
ganze  Zahl  m  die  Gleichung  besteht: 

1  .  2  -  3  . . .  w  =  m-  -  ^  (w  -  l)"»  +  ^—^  (tn  —  2)« 

m(m  —  l)(m  — 2)  ,  «. 

rrjTs (W  —  3)«  H 

Setzt  man  m  =^  n  —  1 ,  und  läfst  man  die  Vielfachen  ?on  n  aofser 
Acht,  80  erhält  man  dem  vorhergehenden  Satze  zufolge: 

m'»=l,     (m  — 1)"»=1,     (w  —  2)"'  =  1,  ... 

Mithin  reduciert  sich  das  Produkt  1  .  2  .  3  . . .  m,  wenn  man  dieselben 
Gröfsen  wegläfst,  auf: 

1  __  tn  O.  ^('^  iJl  «.  w(w—  l)(m  — 2)     , 

^         '^    I  1.2  1.2.  3  "•  ' 

• 

wobei  die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Reihe  gleich  m  ist.  Nan  bilden 
aber  diese  m  Glieder  die  Entwicklung  der  Potenz  (1  —  l)*»*,  vermin- 
dert um  das  letzte  Glied  derselben,  welches  -^1  ist,  da  m  eine  ge- 
rade Zahl  ist.  Mithin  ist  die  Summe  der  in  Frage  kommenden  Glieder 
=  (1  — l)"»— 1  =  — 1.  Es  istdaherdieGrörsel.2.3...(n—  1)  +  1 
durch  n  teilbar. 

131. 

Dieser  Satz,  dessen  War  in  g  in  seinen  Meditationes  algebraicae 
Erwähnung  thut,  und  dessen  Entdeckung  er  Jean  Wilson  zascbreibt, 
wurde  zuerst  von  Lagrange  in  den  Abhandlungen  der  Berliner 
Akademie  vom  Jahre  1771  und  sodann  von  Euler  in  seinen  Opus> 
cula  analytica  Bd.  I  bewiesen.  Er  ist  besonders  bemerken s^w^ert, 
weil  er  nur  gilt,  sobald  n  eine  Primzahl  ist.  Denn  ist  n  aus 
irgend  zwei  ungleichen  Faktoren  a  und  b  zusammengesetzt,  so  w^erden 
diese  Faktoren  notwendig  alle  beide  unter  den  Zahlen  1,  2,  3, ...  9»  —  1 
vorkommen,  und  die  Grofse  1  .  2  .  3  . .  .  (n  —  1)  +  1  wird  durch  n 
geteilt  den  Rest  -f-  1  lassen.  Dasselbe  würde  auch  stattfinden^  w^enn 
n  gleich  dem  Produkte  zweier  gleichen  Faktoren  axa  wäre;  denn 
alsdann  würden  sich  a  und  2a  in  der  Reihe  1,  2,  3  ...  n  —  1  vor- 
finden. Es  würde  somit  das  Produkt  dieser  Zahlen  durch  a^  oder  n 
teilbar  sein,  und  das  um  1  vermehrte  Produkt  würde  den  Rest  1 
lassen. 

Man   kann   hieraus   eine  allgemeine  und  untrügliche    Ite^el 
ableiten,  um  zu  erkennen,  ob  eine  gegebene  Zahl  n 
ist  oder  nicht.     Dazu  addiere  man  1  zu  dem  Produkte 

l  .  2  .  3  .  4  . . .  (n  —  1). 
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Ist  die  Samme  durch  n  teilbar,  so  ist  die  Zahl  n  eine  Primzahl;  ist 
die  Summe  nicht  durch  n  teilbar,  so  ist  die  Zahl  n  zusammengesetzt. 
Obwohl  aber  diese  Regel  theoretisch  sehr  schon  ist^  so  hat  sie  doch 
in  der  Praxis  wegen  der  ungeheuren  Gröfse,  zu  welcher  das  Produkt 
1 .  2  .  3  . . .  (n  —  1)  bald  anwächst,  gar  keinen  Nutzen. 

Wir  bemerken,  dafs  die  Zahlen  n  —  1,  n  —  2,  n  —  3,  . . .,  als 
Reste  der  Division  durch  n  betrachtet,  den  Resten  —  1,  —  2,  —  3,  ... 
äquivalent  sind;  femer  ist,  da  n  als  ungerade  Zahl  vorausgesetzt 
wurde,  die  Anzahl  der  Faktoren  1,  2,  3,  ...  n  —  1  eine  gerade  Zahl. 
Mithin  wird  das  Produkt  1  .  2  .  3  . . .  (n  —  1)  bei  der  Division  durch 

n  denselben  Rest  lassen,    wie   +  1*  •  2*  •  3*  •  •  •  (**  ö"    j  ?  wobei  das 

obere  Zeichen  gilt,  wenn  n  von  der  Form  4k'\-  1,  und  das  untere, 
wenn  n  von  der  Form  4A;  -f-  3  ist.     Folglich: 

1)  Ist  die  Primzahl  n  von  der  Form  4k -\-  1,  so  ist  die 

Gröfse  (l  •  2  •  3  •  •  •  — ö— )  +  1  durch  n  teilbar.  Man  kennt  da- 
her auf  diese  Weise  von  vornherein  eine  Summe  von  zwei  Quadraten 
a-  -j-  1 ,  die  durch  n  teilbar  sein  mufs. 

2)  Ist  die  Primzahl  n  von  der  Form  4ft  +  3,  so  ist  die 

Grofae  ( 1  •  2  •  3  •  •  • — r — )  — 1  durch  n  teilbar;  mithin  mufs 
N  in  einer  der  beiden  Grofsen 

1  •  2  .  3  •  • .  ^-  +  1     oder     12.3..  -^^   -  1 


aufgehen. 


132. 


HülfasatB.     Ist    c    eine    Primzahl    und    P    ein    Polynom 
m^  Grades,  dessen  Koefficienten  ganze  Zahlen  sind,  alsQ 

so  kann  es  zwischen  +    -c  und  —  ^  c  nicht  mehr  als  m  Werte 

von  X  geben,  für  welche  dieses  Polynom  durch  c  teilbar  ist. 
Denn  ist  i  ein  erster  Wert  von  a;,  für  welchen  P  durch  c  teilbar 
ist,  so  kann  man  P=  (a;  —  i)  P'  +  -4c  setzen  und  erhält  für  P' 
ein  Polynom  m  —  1**°  Grades  in  x.  Ist  Tc  ein  zweiter  Wert  von  a;, 
für  welchen  P  durch  c  teilbar  ist,  so  mufs  für  diesen  Wert  {x — Ä:)  P' 
durch  c  teilbar  sein.  Nun  kann  aber  der  Faktor  x  —  X:,  der  ih 
1:  —  k  übei^eht^  nicht  durch  c  teilbar  sein,  da  k  und  k'  der  Voraus- 
setzung  nach  beide  kleiner  als  y^  sind.    Mithin  kann  P  nur  dann 

13* 
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zum  zweiten  Male  durch  c  teilbar  sein,  wenn  c  ein  Teiler  von  P'  ist. 
Das  Polynom  P  vom  Grade  m  läfst  somit  nur  eine  Losung  mehr  zn 
als   das  Polynom  P   vom  Grade  m  —  1 ;   es  kann  somit  nicht  mehr 

als  m  verschiedene  Werte  von  x  zwischen  +  yC  nnd -c  geben, 

für  welche  P  durch  c  teilbar  ist. 

Wir  betrachten   als  Lösung  oder  Wurzel  der  Gleichung 

P  .  1  1       . 

—  =  c  jeden  swisohen  +  ~  c  und  —  — c  liegenden  Wert  Ton  a*, 

welcher  die  linke  Seite  zu  einer  ganzen  Zahl  macht.  Die 
Anzahl  dieser  Losungen,  die  man  auch  zwischen  0  und  c  nehmen 
könnte,  darf  niemals,  wie  eben  bewiesen  worden,  den  Exponenten  m 
übersteigen..  Hat  man  aber  eine  solche  Lösung  z.  B.  x^^k^  so  kann 
man  allgemeiner  x  =  k  -}-  csf  setzen,  wo  0  eine  positive  oder  nega- 
tive ganze  Zahl  bedeutet.    Alsdann  werden  alle  in  dieser  Formel  ent- 

haltenen  Werte  von  x  der  Gleichung  —  =  e  Genüge  leisten. 


133. 

SatB.  Ist  c  stets  eine  Primzahl  und  P  ein  Polynom  tn*^ 
Grades,  welches  ein  Teiler  ist  von  dem  Binom  x^~^^ —  1,   so 

giebt  es  immer  m  Werte  von  x  zwischen  +  v^  ^^^ ^^j 

für  welche  dieses  Polynom  durch  c  teilbar  ist 

Es  sei  nämlich  af~^  —  1  =  PQ,  wo  Q  ein  anderes  Polynom 
vom  Grade  c  —  1  —  m  ist.  Da  es  nun  c  —  1  Werte  von  x  giebt, 
für  welche  die  linke  Seite  durch  c  teilbar  wird,  nämlich  +  1, 


+  3,  •  •  •  +  ~2  — '  ^^  "^^"^  ^^^  jeden  dieser  Werte  entweder  JP  oder 
Q  durch  c  teilbar  sein,  unter  diesen  c  —  1  Werten  kann  es  nicht 
mehr  wie  m  geben,  för  welche  P  durch  c  teilbar  wird,  da  JP  nur 
vom  Grade  m  ist;  es  kann  aber  auch  nicht  weniger  als  m  geben,  da 
sonst  Q  für  mehr  als  o  ■—  1  —  m  Werte  von  x  durch  c  teilbar  sein 
müfste,  was  unmöglich  ist,  da  Q  nur  vom  Grade  c  —  1  —  «n  ist. 
Mithin  ist  die  Anzahl  der  Werte  von  x,  für  welche  P  durch  c  teilbar 

ist  und  die  zwischen  +  ^  c  und  —  —c  liegen,  genau  gleich  i». 

Bemerkung.  Derselbe  Satz  würde  gelten,  wenn  P  ein  Teiler 
von  ic^*"^  —  1  +  cJB  wäre,  wo  2J  ein  Polynom  von  beliebigem  Grade 
darstellt. 
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134. 

Ist  die  Primzahl  c  ein  Teiler  von  a^-}-  N,  wo  N  eine 
gegebene   positive  oder  negative  Zahl  bedeutet,  so  mufs  die 

c— 1 


Grofse    ( —  N)  *    —  1  durch  c  teilbar  sein.     Umgekehrt  wird 
es,   wenn    diese  Bedingung  erfüllt  ist,  eine  Zahl  x  (kleiner 

als      -  c)  Ton  der  Beschaffenheit  geben,  dafs  sich  a^-\-N  durch 

c  teilen  läfst.    (Ausgenommen  wird  der  Fall  c  «=  2,  sowie  der,  wo 
y  durcli   c  teilbar  ist). 

1)    Ist   nämlich  c  ein  Divisor  von  x*  +  N^  so  ergiebt  sich,  wenn 
man    die   Vielfachen  von  c  aufser  Acht  läfst,  rc*  =  —  N,  folglich: 

c  — 1 

rc^-i  — 1=(-2V0  *    —1. 

Da   nun    die  linke  Seite  durch  c  teilbar  ist,  so  mufs  es  auch  die  rechte 
Seite   sein. 

c— t 


2)    Nimmt  man  an,  dafs  (—  N)  ^    —  1  durch  c  teilbar  sei,  so 
sietze   man   diese  Gröfse  gleich  er.     Dies  giebt: 

sf-"^  ~  1  —  er  —  xf'-^  —  (-  2V)  *  . 

Setzt  mau  aber  für  den  Augenblick  c  —  1  =  26,  —  N  ^=  M^  so  geht 
die  rechte  Seite  über  in  a?**  —  Jf  *,  und  dies  ist  teilbar  durch  a?*  —  M 
oder  X*  -|-  -Nl    Mithin  geht  rr*  +  -^  *^c^  i^  d®''  linken  Seite 

af^  —  1  —-  er 
auf.     Bs  giebt  daher  (No.  133)  notwendig  zwei  Werte  von  or,  welche 

kleiner    als  -  c  sind,  und  für  welche  a;*  +  -AT  durch  c  teilbar  wird. 

LKese   beiden  Werte  sind  im  Grunde  genommen  nur  einer,  da  sie  sich 
nar  durch  ihr  Vorzeichen  von  einander  unterscheiden. 

Bemerkung.  Wir  haben  bewiesen,  dafs,  wenn  ^  eine  beliebige 
Zahl  und  c  eine  Primzahl  ist^  welche  nicht  in  N  aufgeht,  die  Grofse 
JV«^— *  —  1  stets  durch  c  teilbar  ist.  Diese  Grofse  ist  das  Produkt 
der  beiden  Faktoren: 

N^   +\     und     N  ^   ^\. 

Es  mufs  daher  entweder  der  eine  oder  der  andere  von  diesen  beiden 
Faktoren    durch  c  teilbar   sein.    Daraus   geht  hervor,   dafs  die 

c— 1 


Grofse  N  ^      bei   der  I>ivision    durch   c  jederzeit   den  Rest 
+  1  oder  den  Rest  —  1  läfst. 
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135. 


c  — l 


Da  derartige  Grofsen  wie  N  '  sehr  häufig  im  Verlaufe 
unserer  Untersuchungen  auftreten  werden,  so  werden  wir 
uns  des  abgekürsten  Zeichens 


(t) 


C  —  1 

bedienen,  um  den 'Best,  welchen  N  ^  bei  der  Division  dtueh 
c  ergiebt,  ausEUdrücken.  Dieser  Rest  kann,  wie  wir  soeben 
gesehen  haben,  nur  entweder  gleich  -f-1  oder  gleich  —  1  sein. 

Weun  l-   j  •B-f"  1  ^^^y  BO  sagt  man,  N  sei  ein  quadratischer 


c— 1 


Best  von  c,  weil  alsdann  N  ^     bei  der  Division  durch  c  den   Rest 
-f-  1   läfst,   und  dies  die  notwendige  Bedingung  dafür  ist,  dafs  c  in 

x^  —  N  aufgeht.    Ist  dagegen  (     j  «=  —  1,  so  sagt  man,  iV"  sei 
ein  quadratischer  Niohtrest  von  c. 

In  dem  Ausdrucke  ( — j  bedeutet  N  eine  beliebige  positiTe  oder 

negative  Zahl,  c  dagegen  immer  eine  Primzahl  mit  Ausnahme  von  2. 
Ist  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  +  1,  so  ist  der  Ex- 

ponent  — -        eine  gerade  Zahl;   dagegen  ist  dieser  Exponent 

ungerade,  sobald  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  -)-  3  ist. 
Im  ersten  Falle  mufs  somit 

im  zweiten 

(=f)  -  -  (f ) 

sein. 

Ein  Ausdruck  wie  f     —  j  ist  stets  das  Produkt  der  bei- 
den AusdrQcke  l-j  und  (-  j.    Denn  setzt  man: 

so  ist  aus  der  Bedeutung  dieser  Ausdrücke  ohne  weiteres  ersichtlich, 
dafs  man 

c  — 1  c  —  1 

setxen  kann,  wo  m  und  n  ganze  Zahlen  bedeuten.    Daraus  folgt: 

(MX)  *   =  (9HC  +  f»)  {nc  +  v}. 
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Wie   man    sieht,  läfst  die  rechte  Seite  hei  der  Division  durch  c  den 
Rest  fKv;  man  erhält  daher: 

(^)  -  (?)  (f ). 

and  ebenso  ftlr  eine  grofsere  Anzahl  von  Faktoren. 

In  dem  Falle  zweier  gleichen  Faktoren  ist  der  Ausdruck 

(         -) ,     welcher    dasselbe    bedeutet    wie    (- — ) -^  ( — )    jederzeit 

gleich    +1,   da  jeder  Faktor  ( — j   nur  entweder  +  ^  oder  —  1 

sein  kann. 

136. 

Ist  JS^  eine  gegebene  Zahl  und  sucht  man  die  Potenz  N^^^  für 
welche  N*  —  1  durch  die  Primzahl  c  teilbar  wird,  so  genfigt  es,  wie 
man  sieht,  x  =  c  —  1  zu  setzen. 

Will  man  ferner,  dafs  JV* —  1  durch  die  Potenz  c"*  der  Primzahl 
c  teilbar  sei,  so  mufs  man  x  =  c"*~*  (c  —  1)  setzen.     Denn  ist: 

oder: 

und  erhebt  man  jede  Seite  auf  die  Potenz  c*""^,  so  erhält  man: 
>''  =  (!  +cJlf)^"' 

Hieraus  sieht  man,  dafs,  wenn  man  äj  =  (c —  l)c"*"~^  setzt,  die  Gröfse 

X'  —  1   durch  c™  teilbar  ist. 

Ist  allgemein  N  eine  gegebene  Zahl  und  will  man,  dafs  ^'  — - 1 

durch  eine  andere  Zahl  A^  welche  prim  zu  N  ist,  teilbar  sei,  so  mufs 

man  A  in  seine  Primfaktoren  a,  b.  c,  . . .  zerlegen,  so  dafs 

A  =  a^¥cy ... 
wird.     Nimmt  man  dann: 

x  =  a^'-^{a  —  l)ft/»-i(fe— l)cy-i(c—  1)..., 

so   wird    offenbar   N' —  1   zu   gleicher   Zeit   durch   a",   6^,   c^,  .  . . 

teilbar  sein.     Mithin  ist  diese  Gröfse  auch  durch  das  Produkt 

A  =  a^¥cy  . . . 
teilbar. 

Da  a  —  1,  &  —  1,  c  —  1,  ...  einen  oder  mehrere  gemeinsame 
Faktoren  haben  können,  so  erhält  man,  wenn  man  die  kleinste  Zahl, 
welche  gleichzeitig  durch  a—  1,  t  —  1,  c  —  1,  ...  teilbar  ist, 
A'  nennt^  einfacher: 
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137. 

Hieraus  erkennt  man,  dafs  man  eine  Lösung  jeder  unbe- 
stimmten Gleichung  ersten  Grades 

py  —  qe  =  r 

unmittelbar  erhalten  kann.     Dazu  mufs  man 

setzen  und  x  derart  bestimmen,  dafs  p'  —  1  durch  die  gegebene 
zu  p  relati?  prime  Zahl  q  teilbar  sei.  Denn  nennt  man  h  den  Quo- 
tienten, so  hat  man: 

Darauf  ergiebt  sich  allgemeiner: 

y  =  rh       +pX, 

wo  X  eine  beliebige  positive  oder  negative  Zahl  ist.  Man  sieht  aber 
auch,  dafs  diese  Lösung  meistens  weit  complicierter  sein  würde  als 
die,  welche  man  durch  das  gewöhnliche  Kettenbruchverfahren  erhält, 
welches  nicht  voraussetzt,  dafs  man  zuvor  die  Primfaktoren  der  Zahl 
q  gesucht  habe.  Siehe  Bd.  VIII  der  Nov.  Com.  Petrop.  vom  Jahre 
1760  und  1761. 

§2. 
Ontersnchnng  der  Form,  welche  die  Teiler  der  Formel  fi  -f  ^^^  besitzen. 

138. 

In  der  Formel  t^  -f-  au^  betrachten  wir  a  als  eine  gegebene 
positive  oder  negative  Zahl  und  nehmen  an,  dafs  t  und  u  zwei  un- 
bestimmte Gröfsen  sind,  denen  man  alle  nur  möglichen  ganzzahligen 
positiven  oder  negativen  Werte  beilegen  kann,  aber  unter  der  we- 
sentlichen Bedingung,  dafs  t  und  u  prim  su  einander  sind. 
Denn  ohne  diese  Bedingung  würde  jede  Zahl  ein  Teiler  der  Formel 
t^  -{■  au^  sein  können,  und  es  würde  somit  keine  besondere  Form  geben, 
welche  die  Teiler  der  Formel  ^*  +  «***  charakterisierte.  Dies  vor- 
ausgeschickt, erkennt  man,  dafs  die  Formel  fi  -}-  an*  für  einen  und 
denselben  Wert  von  a  unendlich  viele  verschiedene  Zahlen  darstellt, 
und  es  handelt  sich  darum,  die  Beschaffenheit  der  Teiler  dieser 
Formel  zu  untersuchen. 

Ist  p  ein  beliebiger  Teiler  dieser  Formel  fi  -f-  au%  und  ist  dem- 
zufolge: 
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so  behaupte  ich  zunächst,  dafs  die  Zahlen  u  und  p  prim  za  einander 
siud.  Oenn  hätten  u'  und  p  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  ^,  so 
würde  offenbar  -0*  auch  ein  Teiler  von  Pp  —  au*  oder  t*  sein,  und 
es  ^würden  somit  t  und  u  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben,  was 
gegen  unsere  Voraussetzung  ist  Da  somit  p  und  u  prim  zu  einander 
sind  y  so  kann  man  (No.  13)  zwei  Zahlen  y  und  q  von  der  Beschaffen- 
heit  finden  y  dafs 

t^py  +  qu 

ist.  Substituiert  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  {^  +  au^  =  Pp 
und   dividiert  dann  alles  durch  p,  so  erhält  man: 

Da.  aber  u  mit  p  keinen  Teiler  gemeinsam  hat,  so  kann  diese 

Gleicbnng    nur   dann   bestehen,    wenn  ^  ~—  eine    ganze   Zahl    ist. 

Mitbin  wird  die  Zahl  Py  welche  in  der  Formel  i^  -{-  au*  aufgeht, 
aucb  in  der  weniger  allgemeinen  Formel  a^  -^  a  aufgehen,  wenn  man 
X  =  q    setzt. 

139. 

Bbenso  wie  die  zwei  unbestimmte  Gröfsen  enthaltende  Formel 
i*  -{-  a<«'  keine  andern  Teiler  wie  die  Formel  mit  einer  einzigen 
Unbesiänimten  ^*  +  a  oder  a:'  -f-  a  besitzt,  so  ist  auch  die  Formel 
Ai^  -^^  JBtu  '{'  Cu*f  in  welcher  -4,  B,  C  gegebene  Zahlen  sind,  in 
dieser  Beziehung  nicht  allgemeiner  als  die  beiden  ersten. 
Denn   multipliciert  man  die  letztere  mit  4:A  und  setzt  man: 

2At'{-Bu  =  x 

iÄC-B*  =  ay 

HO  wird  das  Produkt: 

X*  +  au*. 

Mithin  sind  die  Teiler  der  Formel  At*  -\-  Btu  -\-  Cn*  dieselben  wie 
die  Teiler  der  einfacheren  x*  -{-*aw*  oder  noch  einfacher  wie  die  von 
X*  +  ö,  wobei  a  gleich  der  konstanten  Gröfse  4-4.(7  —  -B*  ist.  Und 
obwofal  man  die  gegebene  Formel  mit  4A  multipliciert  hat,  so  machen 
doch  sogar  die  Teiler,  welche  nicht  prim  zu  A  sind,  keine  Aus- 
nahme, denn  setzt  man  a;  <»  £,  so  geht  die  Formel  rr'  -^  a  über  in 
S*  -f-  a  oder  4-4.C,  dieselbe  ist  folglich  teilbar  durch  A. 

Ist  stets  p  irgend  ein  Teiler  der  Formel  t*  -f"  ^^*}  ^^^  nehmen 
wir  an,  dafs  ß^  y,  ä,  .  .  .  die  Primfaktoren  von  p  seien,  so  mufs 
jede  dieser  Zahlen  ein  Teiler  von  x*  -\-  a  sein.     Sonach  müssen,  der 
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Nr.  134  und  der  in  Nr.  135  angegebenen  Bezeichnung  zufolge,  die 
Gleichungen  bestehen: 


(V)-''  (V)-'.  {^)-'. 


Diese  Bedingungen  sind  auch  hinreichend,  wenigstens  so  lange  p 
und  a  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  habto. 

140. 
Kehren  wir  zu  der  Formel 

zurück,  und  setzen  wir,  da  — eine  ganze  Zahl  ist, 

^_I ==  y. 

SO  erhalten  wir: 

Nun  kann  aber  P  ebenfalls  als  ein  beliebiger  Teiler  der  Formel 
t*  +  aw*  bezeichnet  werden;  mithin  läfst  sich  jeder  Teiler  dieser  un- 
bestimmten Formel  durch  die  Formel  gleichen  Grades 

darstellen,  in  welcher  pr  --  q^  =^  a  ist. 

Da  man  femer  u  =  1  annehmen  darf,  weil  die  Formel  t^  -^  a 
dieselben  Teiler  haben  mufs,  wie  die  Formel  t*  +  ^***>  **o  folgt 
daraus,  dafs  man  auch  einen  beliebigen  dieser  Teiler  durch  die 
Formel  py^  -j-  2qy  +  r,  in  welcher  gleichfalls  pr  —  q*  =  a  ist,  dar- 
stellen kann.  Diese  Form  ist  einfacher  als  die  vorhergehende;  in- 
dessen werden  wir  der  letzteren  den  Vorzug  geben,  weil  ihre  Koefß- 
cienten  immer  zwischen  bekannte  und  nur  von  der  einen  Zahl  a 
abhängende  Grenzen  eingeschlossen  werden  können. 

Wir  haben  nämlich  (No.  54)  bewiesen,  dafs  die  unbestimmte 
Formel  py*  +  2qyu  +  ru*  sich  immer  in  eine  andere  ähnliche  Formel 
transformieren  läfst,  bei  welcher  der  mittlere  Eoefficient  2q  keinen 
der  beiden  äufseren  EoefGcienten  p  und  r  übersteigt,  und  in  der 
überdies  stets  |)r  ■—  g*  =  a  ist. 

Nehmen  wir  an,  dafs  diese  Reduktion  ausgeführt  sei,  so  i^irerden 
wir,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist,  folgende  Schlüsse  zu 
ziehen  berechtigt  sein: 

1)  Jeder  Teiler  der  Formel  fi  +  cm*,  in  welcher  c  eine 
positive  Zahl   i#t,    läfst   sich   darstellen    durch   die    Formel 


§  3.    Anwendung  dea  Vorigen  auf  Specialf&lle.    Folgerungen.  203 

py*  +  2qtfe  +  ^^*>  iß  welcher  yr  —  g*  =  c,  ferner  2q  <Cp  und 

<;  r   und  demnach  q  <  1/—  ist. 

2)    Jeder  Teiler  der  Formel  fi  —  cm*  läfst  sich  darstellen 
durch    die  Formel  pyi^ -i- 2qye  —  r«*,  in   welcher  |}r  +  j*  =  c, 

ferner   2q  <Cp  und  <  r  und  demnach  q  <  l/g-  ist. 

141. 

In  beiden  Fällen  mufs  man  im  Gedächtnis  behalten,  dafs  die 
unbestimmten  Grotsen  y  und  0  relative  Primzahlen  sein 
müssen ,  wie  es  die  unbestimmten  Gröfsen  t  und  u  in  der  gegebenen 
Formel  <*  +  cu*  sind,  unter  dieser  Bedingung  ist  jede  in  der 
Formel  py*  -{- 2qyß  +  re*  enthaltene  Zahl  P  notwendiger- 
weise ein  Teiler  der  Formel  t^  +  cu\ 

Nimmt  man  nämlich  an,  dafs 

P=pa^+2qaß±rß^ 
sei,    und   b.edeutet  -^  den  Näherungsbruch,  welcher   in   der  Ketten- 

bruchentwicklung  von  -^  letzterem  Bruche  vorhergeht,  so  erhält  man, 

wenn   man  in  der  unbestimmten  Formel  py*  +  ^^V^  ^rn^  9Xi  Stelle 
von    y  und  0  setzt:  ay  +  «^^  und  ßy  +  ßf^e,  nach  No.  53  ein  Re- 

■ 

soltat  Ton  der  Form: 

Py'  +  2Qyz  +  Ris', 
in  w^elcher 

PR=Q^-\^c 

ist.     Mithin  ist  P  ein  Teiler  von  Ö*  i  ^  odojf  ^on  fi  +  ^***- 

§3. 

Anwendung  der  vorhergehenden  Theorie  auf  verschiedene  Formeln  wie : 

t^  +  u*,    fi  +  2wS    t*  -  2m«,  .  .  . 

Folgemngen,  welche  sich  daraus  in  Bezug  auf  die  allgemeinen  Formen 

der  Primzahlen  ergeben. 

142. 
Um  die  Teiler  der  Formel 

zu  erhalten,  mufs  man  nach  der  Methode  des  vorigen  Paragraphen 
setzen: 
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Man  erhält  daher: 

tf  =  0,    pr=ly    p=r=  1, 

und  somit  redueiert  sich  jeder  Teiler  py^  +  2qyz  +  rz^  auf  y*  -f  je*. 
Polglich: 

Jeder  Teiler  der  Formel  i*  +  w*,  welche  aus  zwei  zu 
einander  primen  Quadraten  besteht,  ist  gleichfalls  die 
Summe  zweier  zu  einander  primen  Quadrate. 

Da  dieser  Satz  in  der  Theorie  der  Zahlen  sehr  häufige 
Anwendung  findet,  so  glauben  wir  noch  einen  zweiten  auf  andern 
Principien  beruhenden  Beweis  für  denselben  geben  zu  müssen. 

Ist  N  eine  beliebige  Zahl,  welche  in  der  Summe  zweier  zu 
einander  primen  Quadrate  t*  -j*  ^'  aufgeht,  so  kann  man  annehmen, 

dafs  die  Zahlen  t  und  u  nicht  gröfaer  seien  als  —  N]  denn  da  N  ein 

Teiler  ist  von  t*  -\-  u*,  so  ist  es  auch  ein  Teiler  von 

(t  -  aNf  +  («  -  ßNf- 
Diese  Zahlen  a  und  ß  kann  man  aber  stets  so  wählen^  dafs  t  —  aN 

und  u  —  ßN  nicht  gröfser  sind  als  y^' 

Wird  diese  Vorbereitung  als  ausgeführt  vorausgesetzt,  so  ist  die 

Gröfse  ^*  +  M*  <  -^N^]  mithin  erhält  man,  wenn  man  ^*+  u^=  NX' 

setzt,  N'  <^K 

Wäre  nun  zunächst  N'  =  \,  so  würde  die  Zahl  N  gleich  fi  -f"  «* 
sein,  und  unsere  Behauptung  wäre  richtig. 

Es  sei  also  ^'  >  1.  Da  nun  N'  ein  Teiler  von  t^  +  w*  ist,  so 
ist  es  auch  ein  Teiler  von 

{t—aKf  +  iu  —  ßKy, 

Man  kann  aber  a  und  ß  immer  so  wählen,  dafs  t  —  aN'  und  u  —  ßls' 

nicht  gröfser  sind  als  -^N,     Setzt  man  daher  unter  dieser  Voraus- 

Setzung: 

{t  -  aNJ  +  (m  —  ßNy  =  N'N", 

so  ist:  N"<^N'. 

Multipliciert  man  diese  letzte  Gleichung,  Seite  mit  Seite,  mit  der 
Gleichung  ^*  -j-  t«^  =  NN\  so  findet  man,  dafs  sich  das  Produkt  auf 
die  Form  bringen  läfst: 

(^2  ^  „2  _  ^^jf'  _  ß^^y  ^  (^auN'  —  ßtNJ  =  NN'^N'\ 
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Sabstituiert  man  auf  der  linken  Seite  NN'  für  t^  -^  u'  und  dividiert 
dann   durch  N'*,  so  wird: 

{N—at  —  ßuy  +  {au  -  ßty  =  NN"'. 

Wäre   in  diesem  neuen  Resultat  N"  =  1 ,  so  würde  die  Zahl  N  gleich 
der  Summe  zweier  Quadrate  sein,  und  der  Satz  wäre  bewiesen. 

Ist  aber  noch  N"  >  1,  so  leitet  man  auf  demselben  Wege  aus 
dem     Produkte   NN"    ein    neues   Produkt   NN'"    ab,    in    welchem 

^"  <  -^  N"  ist,   und   welches   ebenfalls    durch   die   Summe    zweier 

Quadrate  ausgedrückt  ist. 

Nun  kann  aber  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  N^  N'^  JV",  N'"^ . . ., 
in  welcher  jedes  Glied  kleiner  als  die  Hälfte  des  vorhergehenden  ist, 
nicht  ins  Unendliche  gehen;  mithin  gelangt  man  notwendigerweise 
zu  einem  Gliede,  welches  gleich  1  ist,  und  alsdann  ist  die  Zahl  N 
gleich    der  Summe  zweier  Quadrate. 

143. 

W^ir  kehren  zur  allgemeinen  Methode  zurück  und  stellen  uns 
die   Aufgäbe,  die  Teiler  der  Formel 

zu    suchen.    In  diesem  Falle  hat  man: 

c-2,    pr  — g»  =  2,    g<]/^  • 

Man  mufs  daher  auch  hier  g  ^  0  setzen.    Dies  giebt: 

pr  =  2,  und  daher  jp  =  l ,    r  «=  2. 

Mithin    ist    der  Teiler  py^  +  2qyz  -\-  rz^   stets   von   der  Form 

jr*  -J-  2;?*,  also  von  derselben  Form  wie  die  zu  teilende  For- 
mel **-h2«^ 

Ist  ferner  die  Formel 

fi  —  2u^ 

gegeben,    und   sollen    wir   für    diese    einen   beliebigen   Teiler   durch 
py*  -f-  2qye  —  rz^  darstellen,  so  erhalten  wir: 


c  =  2,    l>r  +  «'  =  2,    q<yi  - 


Daraus  folgt  3  =  0  und  pr  =  2]  demnach  entweder  p  =  1,  r  =  2 
oder  ^  ■=»  2,  r  =  1.  Mithin  kann  jeder  Teiler  der  Formel 
t^  —  2u*  entweder  durch  y*  —  2z*  oder  durch  2y*  —  z^  dar- 
gestellt werden.  Obrigens  reducieren  sich  diese  beiden  Formen  auf 
eine  einzige;  denn  es  ist,  wie  wir  bereits  bemerkt  haben: 
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y«  -  2^  =  2  (y  -  ^)«  -  (y  -  2z)\ 

Ebenso  findet  man,  dafs  die  Formel  t^  -|-  ^^^  ^^^  ungeraden 
Teiler  nur  eine  Zahl  yon  derselben  Form  y^  4~  3ja^  haben 
kann.  Ferner  kann  die  Formel  t^  —  5u*  als  ungeraden  Teiler 
nur  eine  der  beiden  Formen  y*  —  Öjb*  oder  5y*  —  s^  haben.  Wie 
leicht  zu  sehen,  reducieren  sich  aber  diese  beiden  Formen  ebenfalls 
auf  eine  einzige;  denn  es  ist: 

y*  _  bz^  =  5(y  —  2ey  —  (2y  —  5;^)^ 

Mithin  allgemein: 

Jede  Zahl,  welche  in  einer  der  Formen: 

in  denen  t  und  u  prim  zu  einander  sind,  enthalten  ist,  kann 
zu  Teilern  nur  eine  Zahl  von  derselben  Form  haben.  Nur 
sind  hinsichtlich  der  beiden  letzten  Formeln  ^  -f-  3«^, 
t^  —  5m*  diejenigen  Teiler,  welche  das  Doppelte  eines  un- 
geraden sind,  auszunehmen,  da  diese  nicht  von  der  Form 
y*  +  Zf^  oder  y*  —  bz^  sein  können. 

Diese  verschiedenen  Formen,  welche  den  Vorteil  bieten, 
dafs  ihre  Teiler  von  derselben  Form  sind,  schliefsen  sich  gegen- 
seitig nicht  aus;  im  Gegenteil  finden  sich  ziemlich  häufig  zwei 
oder  mehrere  in  einer  und  derselben  Zahl  vereint.    So  ist  z.  B. 

89=   8* +  5»=   9^  +  2.2« 

241  =  15^+4«=  13*+2-6'^  =  21»- 2. 10^  =  7^  +  3. 8*  =  3l«  —  512^. 

144. 

Es  dürfte  hier  am  Orte  sein,  einige  der  Eigenschaften  der 
Zahlen,  welche  auf  der  Verbindung  von  geraden  und  an- 
geraden Quadraten  beruhen,  zu  entwickeln.  Zunächst  bemerken 
wir,  dafs  ein  gerades  Quadrat  (2a;)*  stets  von  der  Form  4n,  ein 
ungerades  Quadrat  (2rc  +  1)*  von  der  Form  8w  +  1  ist.  In  der 
That  ist: 

As?  +  Ax+l  =  8^'  +  "^  +  1. 

Nun  ist  aber  —  ^  stets  eine  ganze  Zahl,  und  ferner  ist  diese  ganze 
Zahl  eine  Trigonalzahl.*) 


*)  Die  verachiedenen  Reihen  von  Zahlen,  welche  man  figurierte  Zahlen 
genannt  hat,  sind  folgende: 


§  3.     Anwendung  des  Vorigen  auf  Specialf&Ue.    Folgerungen.         207 

Da  somit  y^  und  e*  nur  eine  der  Formen  An  oder  8n  -}-  1  be- 
sitzen kennen,  so  kann  man  unmittelbar  die  drei  folgenden  Sätze 
aufstellen. 

1^  Jede  durch  die  Formel  y' -f- jer'  dargestellte  ungerade 
Zahl   ist  Yon  der  Form  4n  4~  !• 

2}  Jede  durch  die  Formel  y^  4~  ^^  dargestellte  ungerade 
Zahl   ist  von  einer  der  Formen  8n  +  1,  8n  +  3. 

3)  Jede  durch  die  Formel  y*  —  2g^  dargestellte  ungerade 
Zahl   ist  von  einer  der  Formen  8n  -\-  \j  %n  -{-  7. 


n 


Q.  a. 


1,  2,     3,     4,     6,       6, 
1,3,     6,  10,  16,     21, 

1,  4,  10,  20,  35,     56, 

1,  5,  15,  36,  70,  126, 


n 

n{n 

+  1) 

1 

.  2 

n{n 

+  l)(n 
1  .  2  .  J 

+  8) 

n(n 

+  l)(n 
1     2 

+  2)(n 
•3-4 

+  8) 

U.    8. 

w. 

Die  erste  Reibe  A  ist  die  der  natürlichen  Zahlen,  deren  allgemeines  Glied  n  ist. 
Die  rweite  Reihe  B  ist  die  der  Trigonahahlen;  ihr  allgemeines  Glied  ist 
m(m  +  1) 


Zieht  man  von   diesem  allgemeinen  Gliede,  welches  das  n^  Glied 

/|i  l^n 

der  Reibe  B  ist,  das  vorhergehende  Glied  derselben  Reihe,  welches  - — - — ^— 

laniety  ab,  so  bleibt  der  Rest  n,  und  dieser  ist  das  allgemeine  oder  n^  Glied  der 
Reihe  JL  Man  bildet  daher  das  n^  Glied  der  Reihe  JB,  indem  man  das 
ft  —  1^  Glied  derselben  Reihe  sn  dem  n*^' Gliede  der  Reihe  A  addiert. 

Die  dritte  Reihe  C  ist  die  der  Pyramidalzahlen,  deren  allgemeines  Glied 

^^ — "^  — -    ist.     Zieht    man    von    diesem    Gliede    das    vorhergehende 

(«_-- Jl)n(n_f2l  derselben   Reihe  ab,    so  bleibt  die  Differenz -?^?-i-^\   und 
1-2-3  '  1-2 

diese  ist  das  n^  Glied  der  Reihe  B.   Man  kann  also  die  Reihe  C  mit  Hülfe  der 

Reihe  B  ebenso  bilden,  wie  man  diese  mit  Hülfe  der  Reihe  A  gebildet  hat. 

Ebenso  verhält  es  sich  mit  der  vierten  Reihe  Z>,   welches   die  Reihe  def 

figurierten   Zahlen    dritter   Ordnung   ist  und   deren   allgemeines   Glied    lautet: 

t»(fi  +  l)(n  +  g)(n  +  ») 

; — ;; — s — 1 .   Analog  ist  es  bei  den  andern. 

Die  allgemeinen  Glieder,  die  wir  hier  als  Definitionen  gegeben  haben  und 
aas  denen  sich  das  Gesetz  ^r  successiven  Bildung  herleitet,  schlieisen  die  ganze 
Theorie  der  figurierten  Zahlen  in  sich  und  bieten  unmittelbar  den  Beweis  eines 
aJl^enaeinen  Satzes  dar,  den  Format  in  seinen  Anmerkungen  zum  Diophant 
8.  16  erwftbnt  und  den  er  als  eine  seiner  bedeutendsten  Entdeckungen  be- 
trachtete. Anm.  d.  Verf, 
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Aus  diesen  drei  Sätzen  ergeben  sieh  als  Folgerungen  die  drei 
andern: 

4)  Eine  Zahl  von  der  Form  4n  +  3  läfst  sich  nicht  durch 
y*  +  jjf*  darstellen. 

5)  Eine  Zahl  von  der  Form  8n  +  5  oder  von  der  Form 
8n  +  7  läfst  sich  nicht  durch  y*  +  ^^  darstellen. 

6)  Eine  Zahl  von  der  Form  8n  +  3  oder  von  der  Form 
8n  +  5  läfst  sich  nicht  durch  y*  —  2jef*  darstellen. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  ist  es  leicht,  die  vier  folgenden 

Sätze ,  welche  in  der  Zahlentheorie  von  grofser  Wichtigkeit  sind,  zu 

beweisen. 

145. 

1.  SatE.  Jede  Primzahl  von  der  Form  4n  -f*  1  ist  die 
Summe  zweier  Quadrate. 

Ist  diese  Primzahl  c  =^  An  -{-  ly  so  ist: 

af-^  —  1  =.  a;*"  -  1  =  (a;«"  +  1)  (a:*"  -  1). 

Es  giebt  somit  (No.  133)  zwischen  +  —c  und  —    -c  2n  Werte  von  j, 

für  welche  a;*"  +  1  durch  c  teilbar  ist.  Nun  ist  aber  z^*  +  1  die 
Summe  zweier  zu  einander  primen  Quadrate;  mithin  (No.  142)  ist 
ihr  Teiler  c  ebenfalls  die  Summe  zweier  zu  einander  primen  Quadrate. 
Man  kann  daher  immer  c  =  y*  +  je?*  setzen.*). 

Bemerkung.  Die  Form  4«  +  ^  schliefst  die  beiden  Formen 
8n  +  1  und  8w  +  5  ein;  mithin  ist  jede  Primzahl  von  der  Form 
8»  +  1  oder  von  der  Form  8n  +  5  die  Summe  zweier  Quadrate. 

146. 

2.  SatB.  Jede  Primzahl  von  der  Form  8n  -{-  1  besitzt  zu 
gleicher  Zeit  die  drei  Formen:  y*  +  jer*,  y*  +  2je?*,  y*  —  2j^. 

Ist  c  =  8w  +  1  diese  Primzahl,  so  mufs  dieselbe,  wie  schon 
bewiesen,  von  der  Form  y^  +  x?*  sein.  Es  bleibt  mithin  nur  noch 
zu  zeigen,  dafs  sie  zu  gleicher  Zeit  die  beiden  andern  Formen 
y*  +  2e^  und  y^  —  2z^  besitzt.    Nun  ist: 

af-^  -  1  =  a;»»  —  1  =  (ar*»«  +  1)  (a:*»  —  1). 
Mithin   giebt  es  (No.  133)  4n  zwischen  -f  r-c  und  —  yc  gelegene 


*)  Dieser  Sats  wurde   oben  (No.  52)  aaf  eine  nocb   direktere  Weise  be- 
wiesen.   Er  ergiebt  sich  auch  daraus,  dafs,  weil  die  Gleichung  x*  —  cy'  s»  — 
in  diesem  Falle  stets  möglich  ist  (No.  43),  c  ein  Teiler  von  x*  -\-  1  sein  mufs. 

Anm.  d.   Verf. 
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Werte  Yon  a?,  för  welche  a^"  +  1  durch  c  teilbar  ist  Das  Binom 
ar**  -f-  1  kann  man  aber  zunächst  auf  die  Form  (a:**  —  1)*+  2  •  a;** 
bringen,  welche  in  der  Formel  fi  4~  2ti'  enthalten  ist,  wobei  t  und  u 
relative  Primzahlen  sind.  Folglich  ist  auch  ihr  Teiler  c  von  der 
Form  y*  -j-  2  jef*. 

Femer  aber  läfst  sich  das  Binom  ^"  •\-  1  auch  in  der  Form 
(x**  -4"  1)*  —  2a;*"  schreiben;  und  diese  stimmt  mit  f  —  2u*  überein; 
folglich  mnfs  sein  Teiler  c  auch  von  der  Form  y*  —  2  t?  sein. 

Demnach  besitzt  jede  Primzahl  von  der  Form  8n  -f  1  zu  gleicher 
Zeit  die  drei  Formen:  y*  +  ^*>  y*  +  2^*,  y*  —  2s?,  Ein  Beispiel 
hierzu    ist  folgendes: 

73  =  8«  +  3»  =  1«  +  2  .  6«  =  9*  -  2  .  2«. 

147. 

3.  Satz.  Jede  Primzahl  von  der  Form  8n  -|-  3  ist  yon  der 
Form  y*  +  2j^. 

Denn  setzt  man  c  «>  8n  4~  3  und  nimmt  insbesondere  o; «»  2, 
so  gellt  die  Formel  af^^^  —  1  über  in: 

2«»+«  —  1  =  (2*«+i  —  1)  (2*"+i  +  1). 

Demnach  mufs  der  eine  dieser  binomischen  Faktoren  durch  c  teilbar 
sein.  Ware  aber  •der  erste  Faktor ,  welcher  von  der  Form  2t^  —  u^ 
ist,  durch  c  teilbar^  so  müfste  die  Zahl  c  selbst  yon  der  Form  2y^  —  z^ 
oder  y*  —  2jp*  sein,  die  aber,  wie  wir  in  No.  144  gesehen  haben, 
keiner  Zahl  von  der  Form  8n  -j-  3  zukommt.  Somit  mufs  c  not- 
wendig ein  Teiler  des  zweiten  Faktors  2  •  2^"  -|-  1  sein.  Da  dieser  von 
der  Form  i^  +  2m*  ist,  so  mufs  c  von  derselben  Form  y*  +  2;?*  sein.*) 

148. 

4.  Sati.  Jede  Primzahl  von  der  Form  8n  -{-  7  ist  yon  der 
Form  y^'-2z\ 

Denn  setzt  man  o  «s  8n  -}-  7  und  nimmt  ebenfalls  a;  ^  2,  so  wird: 
rrc-i  --  1  ««  (2*"+»  +  1)  (2*»+»  —  1). 

Da  die  linke  Seite  (No.  129)  durch  c  teilbar  ist,  so  mufs  auch  einer 
der  Faktoren  der  rechten  Seite  sich  durch  c  teilen  lassen.  Verdoppelt 
man  aber  diese  Faktoren  und  setzt  2**+*  =  4,  so  werden  dieselben 
zu  fc*  +  2  und  i*  —  2.    Wenn  nun  c  in  Ä*  +  2  aufginge,  so  müfste  c 

*)  Es  ist  oben  (No. 44)  bewiesen  worden,  dais,  wenn  c  eine  Primzahl  ?on 
der  Form  Sn  -f-  8  ist,  es  immer  möglich  ist,  der  Gleichung  x*  —  cy^  ^^  —  2 
Ko  genfigen.  Daraus  folgt  ganz  direkt,  dafs  c  ein  Teiler  von  o;'  -f-  2  and  somit 
c  von  der  Form  y*  +  2«*  ist  Anm.  d.  Verf. 

Ij«f  «ndre,  ZAhlentlMorle  I.  14 
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von  der  Form  y*  +  ^^  sein,  die  aber  (No.  144)  keiner  Zahl  8«  +  7 
zukommen  kann.  Somit  geht  o  notwendig  in  dem  andern  Faktor 
Je*  —  2  auf  und  es  ist  daher  c  von  der  Form  y*  —  2s^.*) 

149. 

Allgemeiner  Znsati. 

Aus  diesen  vier  Sätzen  ergiebt  sich,  dafs,  wenn  die  ungeraden 
Primzahlen  in  viar  Klassen  oder  Arten  gemafs  den  Formen 

8n+l,    8n  +  3,    8n  +  6,    8w  +  7 

verteilt  werden,  man  die  folgenden  Eigenschaften,  durch  welche  je 
zwei  Arten  von  den  beiden  andern  unterschieden  werden,  feststellen 
kann: 

1)  Die  Primzahlen  von  der  Form  8n  +  1  oder  8n  +  5 
sind    allein,    mit  Ausschlufs    aller    andern,    von   der   Form 

y'  +  ^^ 

2)  Die  Primzahlen  von  der  Form  8n  +  1  oder  8n  +  3 
sind   allein,    mit   Ausschlufs    aller   andern,    von    der   Form 

3)  Die  Primzahlen  von  der  Form  8n  +  1  oder  8n  +  "^ 
sind  allein,  mit  Ausschlufs  aller  andern,  von  der  Form 
y*  -  20". 

Man  sieht  hieraus,  dafs  nur  die  Gattung  der  Primzahlen  von 
der  Form  8n  -{-  1,  in  welcher  die  Einheit  enthalten  ist,  die  drei 
Eigenschaften  in  sich  vereinigt,  und  dafs  jede  der  drei  andern  Arten 
nur  eine  einzige  von  diesen  Eigenschaften  besitzt. 

Mit  Hülfe  dieser  Sätze  ist  es  leicht,  den  Wert  des  Ausdrucks 

l—j  für  die  verschiedenen  Formen  der  Primzahl  c  zu  finden.  Man 
erinnere  sich,  dafs  (No.  135)  dieser  Ausdruck  den  Rest  bezeichnet, 

e—l 


welchen  2  *     bei  der  Division  durch  c  übrig  läfst,  ein  Rest,  der  nur 
entweder  gleich  +  1  öder  gleich  —  1  sein  kann. 


*)  Auch  diese«  l&ist  sich  unmittelbar  mit  Hülfe  des  Satses  in  No.  46  beweisen; 
denn  da  diesem  Satse  zufolge  die  Gleichung  d;*  —  cy'  »  2  stets  möglich  iei, 
80  folgt  daraus,  dals  c  in  rc'  —  2  aufgeht  and  daher  von  der  Form  y^  —  2e*  ist 

Diese  vier  Sätze  und  einige  andere  ähnlicher  Art  sind  von  Fermat  ent- 
deckt worden;  die  Beweise  dieses  Oelehrten  sind  aber^ nicht  auf  uns  gekonunen. 
Euler  hat  den  ersten  und  zweiten  in  den  „Neuen  Eommentarien*'  der  Peters- 
burger Akademie  bewiesen;  von  den  beiden  andern  hat  Lagrange  in  den  Ab- 
handlungen der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1776  den  Beweis  geliefert 

Anm.  d.  Verf. 
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150. 

6.  SatB.  Der  Ausdruck  \—j  ist  gleich  +  1|  wenn  die  Prim- 
zahl c  Ton  der  Form  8n  +  1  oder  8n  +  7  ist;  er  ist  gleich 
—  Ij^-wenn  die  Primzahl  c  die  Form  8n  +  3  oder  die  Form 
Sn  -{-  &   besitzt. 

1)    Ist  nämlich  c  von  einer  der  Formen  8n  +  1  oder  8n  +  7, 

so  kann  man  setzen: 

c  _  y«  -  2e\ 

oder: 

c 1 

Erhebt    man  beide  Seiten  auf  die  Potenz  — ^ —  ^^^  '^^'^^  ^^^  Viel- 

fiacheii    von  c  aulser  Acht,  so  erhält  man: 

Nach  Weglassung  derselben  Vielfachen  hat  man  aber  auch  (No.  129): 

iB«-i=l,    s^-^=l; 
f olglicb : 


2  «    —1, 
oder  nach  unserer  abgekürzten  Bezeichnung: 

(t)  -  ■• 

2)  Ist  c  TOD  der  Form  8n  -|-  3,  so  kann  man  setzen: 

c  -.  y»  +  2^ 
oder: 

2«*  =  c  -  y». 

Erhebt  man  beide  Seiten  auf  die  Potenz  — - —  und  beachtet  man, 

d&fs    — X--  ungerade  ist,  so  erhält  man,  indem  man  immer  die  Viel- 
fachen von  c  fortlafst: 

oder: 

2  «     =  —  1 
oder  endlich: 


(D  -  - 1- 


3)  Ist  c  von  der  Form  8n  -j-  &y  so  kann  c  nicht  von  der  Form 
yS  —  25*  sein;  es  kann  daher  auch  nicht  c  in  einer  Zahl  von  der 
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Form  f  —  2u^   aufgehen.     Wenn   aber  c  in   einer  Zahl   von  dieser 
Form  aufginge,  so  würde  (zufolge  Nö.  134)  (— j  =  1  sein.    Da  nun 

also  nicht  (    j  ^  1  sein  kann,  so  mufs  notwendig  l—\  =  —  1  sein. 

Dieser  Satz  bildet  in  Verbindung  mit  den  in  No.  135 
enthaltenen  Bemerkungen  eine  Art  von  Algoiithmns,  der  für 

die  Bereohnnng  der  Gröfsen  ( — j  von  grofsem  Nutzen  ist. 

§  4. 
Beweis  des  Satzes,  dafs  jede  ganze  Zahl  aus  vier  oder  weniger 

Quadraten  zusammengesetzt  ist. 

Wir  beweisen  zuerst  den  folgenden  Satz,  der  nicht  allein  als 
blofser  Hülfssatz  dem  in  Aussicht  genommenen  Ziele  dient,  sondern 
auch  eine  sehr  bemerkenswerte  Eigenschaft  der  Primzahlen  enthält 

151. 

SatE«  Ist  eine  Primzahl  A  und  zwei  beliebige  andere 
Zahlen  B  und  (7,  die  positiv  oder  negativ,  aber  nicht  durch 
A  teilbar  sein  dürfen,  gegeben,  so  kann  man  immer  zwei 
Zahlen  t  und  u  von  der  Art  finden,  dafs  die  Grofse  t^ — Bu^—C 
durch  A  teilbar  ist.    (Lagrange,  Abh.  der  Berl.  Ak.  1770.) 

1)  Wenn  man  nämlich  eine  Zahl  u  von  der  Art  finden  kann,  dafs 
Bu^  -\-  C  durch  A  teilbar  ist,  so  nehme  man  für  t  ein  Vielfaches 
von  A.   Alsdann  wird  die  Formel  fi  —  Bu^  —  C  durch  A  teilbar  sein. 

2)  Wenn  es  keine  Zahl  giebt,  welche  diese  Bedingung  erfSllt^ 
so  setze  man  zur  Abkürzung: 

A^2a+1,    Bu*  +  C^r. 

Da  nun  die  in  Rede  stehende  Grofse  fi  —  JBw*  —  C  oder  ^*  —  V  ein 
Teiler  von  <««  —  p»  ist,  so  kann  man  den  Quotienten 

setzen,  wodurch  man  erhält: 

(^2  _  v)P=  t*^  —  F«  =  ^*«  —  1  -  (F«  —  1). 
Ist 

und  multipliciert  man  beide  Seiten  mit  Q,  so  ergiebt  sich: 

(f  -  r)PQ  =  Qit^^  —  1)  —  (F>«  —  1). 
Nach  dem  F  er  manschen  Satze  (No.  129)  weifs  man  aber,  dafs  die 
rechte  Seite  durch  A  teilbar  ist,  vorausgesetzt,  dafs  t  und    V  prim 
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ZQ  Ä  sind.  Wenn  man  also  neben  der  ErfQllung  der  beiden  Be- 
dingQDgen  noch  bewirken  kann,  dafs  weder  P  noch  Q  durch  A  teilbar 
ist,  80  kann  man  mit  Sicherheit  schliefsen^  dafs  t^  —  V  durch  A 
teilbar  sei,  und  dies  soll  bewiesen  werden. 

Zunächst  ist  nun  nach  unserer  Voraussetzung  V  niemals  durch  A 
teilbar;  damit  aber  auch  t  durch  A  nicht  teilbar  sei,  braucht  man 
für  t  nur  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  ...  ^  —  1  zu  nehmen.  Auf  diese 
Weise  sind  die  beiden  ersten  Bedingungen  von  selbst  erfällt,  und  es 
bleibt  nur  noch  übrig,  den  beiden  andern  Bedingungen  zu  genügen 
(1.  b.  zu  bewirken,  dafs  weder  P  noch  Q  durch  A  teilbar  ist. 

Nun  giebt  zuerst  die  Entwicklung  der  Gröfse 

^  =  F«  + 1  =  {Bu"  +  cy  +  i 

die  Gleichung: 

1      *      A 

Eins  von  beiden  mufs  nun  stattfinden  (No.  134):  Entweder  ist  C^ —  1 
teilbar  durch  A,  oder  0*  +  1  i^*  teilbar  durch  A.    Findet  der  erste 

Fall  statt,   oder  mit  andern  Worten,   ist   (-j j  ^^  1,   so  kann  man 

t(  =  0  setzen,  und  die  Gröfse  Q  wird  nicht  durch  A  teilbar  sein. 
Dieser  Fall  ist  übrigens  an  und  für  sich  klar,  da  unabhängig  yon 
dem  Gliede  Bü^,  das  man  gleich  Null  oder  gleich  einem  Vielfachen 
Ton  Ä  setzen  kann,  der  Teil  fi  —  C  durch  A  teilbar  ist  zufolge  der 

Bedingung  l—j  =  1. 

Findet  aber  der  zweite  Fall  statt,  oder  ist  (-.-)  =  —  1 ,  so  er- 
hält man,  wenn  man  in  Q  den  durch  A  teilbaren  Teil  C7^  -{-  1  weg- 
läfst  und  das  Übrigbleibende  durch  u^  dividiert,  den  Quotienten: 

Da  diese  Funktion  in  Bezug  auf  u  betrachtet  nur  vom  Grade 
2a  —  2  oder  A  —  3  ist,  so  kann  es  höchstens  A  —  3  Werte  von  u 
geben,  f&r  welche  Q"  durch  A  teilbar  ist.  Mithin  giebt  es  wenigstens 
zwei  Werte  von  w,  für  welche  Qf  und  somit  auch  Q  nicht  durch  A 
teilbar  ist 

Nachdem  u  auf  diese  Weise  bestimmt  ist,  enthält  zweitens  die 
Funktion  P  nur  noch  die  Veränderliche  t,  imd  da  dieselbe  in  Bezug 
auf  diese  Veränderliche  nur  vom  Grade  2a  —  2  oder  A  —  3  ist,  so 
kann  es   zwischen  0  und  A  höchstens  A  —  3  Werte  von  t  geben. 
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fOr  welche  P  durch  A  teilbar  ist.  Mithin  giebt  es  stets  Bwisehen 
0  und  Ä  wenigstens  zwei  Werte  von  t,  für  welche  P  nicht  durch  A 
teilbar  ist. 

Daher  ist  es  stets  möglich^  den  beiden  verlangten  Bedingungen 
zu  genügen,  so  daCs  die  Gröfse  t*  —  Bu^  —  C  durch  die  Primzahl  Ä 
teilbar  wird. 

Zusatz.  Setzt  man  B  '^  C  ^  — ^1 ,  so  folgt  aus  diesem  Satze, 
dab  jede  Primzahl  Ä  ein  Teiler  der  Formel  ^*  +  ***  +  1  i»^  Kes 
hat  Euler  zuerst  bewiesen  im  5.  Bde.  der  ^^Neuen  Eommentarien  der 
Petersburger  Akademie^. 

152. 

HülfiBBati.  Das  Produkt  aus  einer  Summe  von  vier  Qua- 
draten in  eine  andere  Summe  von  vier  Quadraten  ist  eben- 
falls wieder  die  Summe  von  vier  Quadraten. 

Um  dies  einzusehen,  braucht  man  nur  die  folgende  Formel,  welche 
sich  als  eine  identische  erweist^  zu  entwickeln: 

(p'  +  ^  +  r'  +  s'){p'  +  q'  +  r''  +  s') 
«=  {PP'  +  M  +  ^^'  +  ss'y  +  (pq  —  qp'  +  rs  —  sr'Y 
+  (pr  —  qs  —  rp  +  «g  )*  +  (ps'  +  qr  —  rq  —  sp")*. 

In  dieser  Formel  kann  man  nach  Belieben  das  Vorzeichen  jedes  der 
darin  vorkommenden  Buchstaben  ändern.  Dadurch  ergeben  sich  Ter- 
schiedene  Arten,  das  in  Rede  stehende  Produkt  in  vier  Quadrate  zu 
zerlegen.*) 

Bemerkung.  Diesen  schönen  Satz  der  Algebra  verdankt  man 
ebenfalls  Euler;  derselbe  ist  später  von  Lagrange  (Abh.  der  Berl. 
Akad.  1770)  in  folgender  Weise  verallgemeinert  worden: 


*)  Man  kann  sich  überseugen,  dafa  eine  ähnliche  Formel  nicht  fSr  drei 
Quadrate  gilt,  d.  h.  dafs  das  Produkt  ans  einer  Summe  von  drei  Quadraten  in 
eine  Summe  von  drei  Quadraten  nicht  allgemein  durch  eine  Summe  von  drei 
Quadraten  ausgedrückt  werden  kann.  Denn  w&re  dies  möglich,  so  würde  man 
das  Produkt  (1  +  1  +  1)  (16  +  4  +  1),  welches  gleich  68  ist,  in  drei  Quadrate 
zerlegen  können.  Dies  findet  aber  nicht  statt,  weder  für  die  Zahl  63,  noch  för 
irgend  eine  Zahl  von  der  Form  8n  +  7  (No.  156). 

Ebenso  oder  mit  Hülfe  des  Beispiels  (1  -f  4  +  2  •  4)  (0  +  4  +  2  •  1)  wurde 
man  beweisen,  dafs  das  Produkt  zweier  Formeln  wie 

!>»  +  «■  +  2r«,   p'«  +  i'«  +  2/« 
nicht  allgemein  gleich  einer  ähnlichen  Formel  x*  •}-  y*  -{•  2b^  sein  kann. 

Anm.  d.  Verf. 
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ir^  —B^  -'Cf^  +  BC^  {p*  -  Bq^  -  Cr^  +  BCs^) 

=  CpP   +  Bqq  +  Crr'  ±  BCssJ  —  B{pq'  +pq  +  Crs'  ±  Crsf 

—  Cipr  —  Bqs  ±  rp'  +  Bsq'Y  +  BC{qr  -- ps'  ±ps  +  rqj. 

Man  erkennt  aus  dieser  Formel^  dafs  zwei  Funktionen  von  der  Form 
x^  —  -By"  —  Cje?*  +  BCu^j  wo  B  und  C  konstante  Koefficienten  sind, 
als  Produkt  eine  ähnliche  Funktion  ergeben.  Multipliciert  man  daher 
eine  beliebige  Anzahl  derartiger  Funktionen  mit  einander,  so  erhält 
man   als  Produkt  eine  Funktion  derselben  Art. 

153. 
SatB.    Jede  Primzahl  A  ist  yon  der  Form: 

1>*  +  «'  +  ^  +  s*. 
Wir  haben  in  No.  151  gezeigt,  dafs  es  stets  zwei  Zahlen  t  und  u 
von  der  Art  giebt,  dafs  t^  -{-  u^  -{-  \  teilbar  ist  durch  A,  Setzt  man 
aber  t  —  Aa  und  u  —  Aß  an  Stelle  von  t  und  u,  so  wird  das  Re- 
sultat (t  —  Aaf  '\'  {u  —  -4/J)*  +  1  ebenfalls  durch  A  teilbar  sein. 
Man    kann   daher  annehmen,   dafs   die  ursprünglichen  Werte  von  t 

und    u  kleiner  als  -^^  sind,  oder  dafs  sie  kleiner  als  ^^  gemacht 

worden  sind,  indem  man  Vielfache  von  A  davon  abzog.    Dies  voraus- 
geschickt erhält  man,  wenn  man 

AÄ  =  ^«  +  fi»  +  1 
setzt:  . 

aä<\a^  +  ^a^+\ 

oder:  ^  . 

Betrachten  wir  allgemeiner  die  Gleichung: 

AÄ  ^p^  +  q^  +  f^  +  ^, 
in   welcher  jede  der  Zahlen  Pj  q^  r,  s  kleiner  als  -^A  vorausgesetzt 
wirdy  so  erhält  man:  ^ 

ÄA<^A^  oder  A  <A. 

Hätte  man  nun  zunächst  A'  =  1,  so  würde  offenbar  A  gleich 
der  Summe  von  vier  Quadraten  sein,  und  der  Satz  wäre  bewiesen. 

Es  sei  also  A'  >  l.  Da  -4'  ein  Teiler  von  p*  +  g*  -|-  r*  +  «* 
isty  so  wird  es  auch  ein  Teiler  der  Gröfse 

(p  -  aÄy  +  {q-  ßA'Y  +  (r  -  yÄ')*  +  (s  -  SA')* 

sein,  wo  die  Zahlen  a,  /3,  y^  d  beliebig  angenommen  werden  können. 
Nimmt  man  diese  unbestimmten  Zahlen  derart  an,  dafs  keins  der 
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Glieder  p  —  aÄ,  q  —  ßA\  •  •  •  gröfser  ist  als  y-^',  und  setzt  man: 

Ä'A"  =  (p  -  aAJ  +  (2  -  ßA'y  +  (r  -  yA')*  +  (s  -  dAJ, 
so  erhält  man: 

A'A"<^A'*  oder  A"<Ä. 

Multipliciert  man  nun  mit  Hülfe  der  Formel  in  No.  152  den  Wert 
von  ÄÄ  mit  dem  von  A'Ä\  so  findet  man  als  Produkt  eine  Summe 
von  vier  Quadraten,  deren  jedes  durch  Ä*  teilbar  ist.  Dividiert  man 
also  das  Ganze  durch  Ä^,  so  erhält  man: 

AÄ'  =  (A'-  ap—ßq  —  yr-  *s)«  +  («g  ^  ßp  +  ys  —  dr)' 

+  (ar  —  yp  +  dq  —  ßsf  +  {as  —  dp  +  ßr  —  yq)\ 

Hat  man  nun  Ä'  ^\,  so  ist  der  Satz  bewiesen.  Ist  aber  Ä'  >  1, 
so  verfahrt  man  in  derselben  Weise,  um  ein  neues  durch  vier  Qua- 
drate ausgedrücktes  Produkt  AA"\  in  welchem  A'"  <  A"  ist,  zu  er- 
halten. Setzt  man  so  die  Reihe  der  abnehmenden  ganzen  Zahlen 
Ay  A',  Ä\  A"\  . . .  fort,  so  gelangt  man  notwendig  zu  einem  Gliede, 
welches  gleich  1  ist.  Mithin  ist  aldann  die  Primzahl  A  ausgedrückt 
durch  die  Summe  von  vier  Quadraten. 

154. 

SatB.  Eine  beliebige  Zahl  ist  die  Summe  von  vier  oder 
weniger  Quadraten.*) 

Dies  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  soeben  bewiesenen  Satzes 
und  des  vorhergenannten  Hülfssatzes.  Denn  da  eine  beliebige  Zahl 
das  Produkt  von  mehreren  gleichen  oder  ungleichen  Primzahlen  und 
jeder  der  Faktoren  von  der  Form  p*  +  9'*  +  *"*  +  ^  ist,  so  ist  klar, 
dafSy  wenn  man  zwei  Faktoren  mit  einander,  sodann  das  Produkt 
der  beiden  mit  einem  dritten,  femer  das  Produkt  der  drei  mit  einem 
vierten  Faktor  u.  s.  w.  multipliciert,  bis  alle  Faktoren  verbraucht 
sind,  die  aufeinanderfolgenden  Produkte  stets  die  Summe  von  vier 
Quadraten  sind.  Mithin  wird  auch  das  schliefsliche  Produkt^  welches 
die  gegebene  Zahl  ist,  die  Summe  von  vier  Quadraten  sein  und  dar- 
gestellt werden  können  durch  l?*  +  ?*  +  ^'  +  s*.  Es  steht  dem 
übrigens  nichts  im  Wege,  dafs  nicht  eins  oder  mehrere  der  Quadrate 
|)*,  g*,  r*,  s*  gleich  0  sein  könnten.  Mithin  ist  jede  beliebige  Zahl 
gleich  der  Summe  von  vier  oder  weniger  Quadraten. 

*)  Lagrange  war  der  erste,  der  diesen  schönen  Satz  bewies  (Abh.  der 
Berl.  Akad.  1770).  Später  wurde  dieser  Beweis  bedeutend  vereinfacht  von  Enler 
in  den  Acta  Petrop.  vom  Jahre  1777.  Anm.  d.  Verf. 
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Wir  bemerken  an  dieser  Stelle,  dafs  eine  Formel  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  ein  sehr  einfaches  und 
ganz  direktes  Mittel  liefert  zum  Beweise  desselben  Satzes. 
Man  findet  nämlich  in  meinem  Traite  des  fonctions  elliptiques  Bd.  III 
Seite  133y  dafs  die  Entwicklung  der  Potenz 

(2'  +  «'  +  8**  +  3*'  +  --)* 
die  Reihe  liefert: 

q  ,         öq  ,         oq  .         iq , 

Daraus  folgt  unmittelbar,  dafs  jede  Zahl  von  der  Form  8n  4~  ^  die 
Samme  Yon'Yier  ungeraden  Quadraten  ist,  woraus  sich  leicht  schliefsen 
läfst,  dafs  jede  beliebige  Zahl  die  Summe  von  vier  Quadraten  ist. 
Die  obige  Identität  kann  ohne  Zweifel  durch  rein  analytische  Be- 
trachtungen bewiesen  werden;  man  würde  so  den  denkbar  einfachsten 
Beweis  unseres  Satzes  erhalten. 

155. 

Es  giebt  keine  ganze  Zahl,  die  nicht  in  der  Formel 

p'  +  Q^  +  r^  +  ^ 
enthalten   wäre;  zum  grofsten  Teile  lassen  sie  sich  aber  durch  die 

einfachere  Formel  p'  4~  9^  4~  ^  darstellen.  Allgemein  kann  man  be- 
haupten, dals  jede  ungerade  Zahl,  mit  Ausnahme  derer  Yon 
der  Form  8w  +  7,  von  der  Form  p*  +  J*  +  r*  ist. 

Die  Zahlen  von  der  Form  8n  4~  7  bilden  hiervon  eine  Axisnahme. 
Denn  sind  von  den  drei  Gliedern  p,  q,  r  zwei  gerade  und  das  dritte 
ungerade,  so  ist  die  Formel  jp*  +  J*  +  »^  von  der  Form  4n  +  !• 
Sind  aber  die  drei  Zahlen  jp,  $,  r  ungerade,  so  ist  die  Formel 
P*  +  ?*  +  ^  von  der  Form  8n  +  3.  Somit  ist  keine  Zahl  von 
der  Form  8n  4~  7  die  Summe  dreier  Quadrate. 

Nimmt  man  in  der  Formel  p*  +  2*  +  ***  +  ^  zwei  Glieder  als 
gleich  an,  so  erhält  man  eine  neue  Formel  jp'  4~  9^  "f*  ^^y  die  Auch 
noch  sehr  allgemein  ist,  denn  man  kann  behaupten,  dafs  jede  un- 
gerade Zahl  ohne  Ausnahme  von  der  Form  p*  +  J*  +  2r*  ist. 

Diese  Sätze  werden  später  in  noch  helleres  Licht  gesetzt  werden; 
gegenwärtig  bemerken  wir  nur,  dafs  die  beiden  Formen  p*  +  J*  +  r* 
and  p^  4"  9*  4~  2^;  ^^n  denen  in  diesen  Sätzen  die  Rede  ist,  in  der 
Beziehung  zu  einander  stehen,  dafs  das  Doppelte  der  einen  die  andere 
hervorbringt.     Man  erkennt  dies  aus  den  Formeln: 

2(|>*  +  8«+    r«)  =  (p  +  «)»  +  (p  -  3)«  +  2r> 

2  (P»  +  9»  +  2f»)  ==  fp  +  qy  +  (i>  -  q)*  +  (^rf. 
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156. 

Der  Satz,  den  wir  in  diesem  Paragraphen  bewiesen  haben, 
bildet  einen  Teil  einer  von  Fermat  entdeckten  allgemeinen 
Eigenschaft  der  Polygonalzahlen.  Wir  können  nicht  nmhin^ 
dieselbe  anzuführen.  Mit  Rücksicht  auf  manche  Leser  müssen  wir 
jedoch  zunächst  auseinandersetzen ,  was  man  unter  Polygonalzahlen 
versteht. 

Wenn  man  verschiedene  arithmetische  Reihen  betrachtet^  welche 
alle  mit  1  beginnen,  und  deren  konstante  Differenzen  der  Reihe  nach 
1,  2,  3,  4,  . . .  sind,  und  wenn  man  sodann  durch  Addition  der  Glie- 
der  jeder  Reihe  eine  entsprechende  Reihe  bildet,  so  bilden  diese  ver- 
schiedenen Reihen  diejenigen  Zahlen ,  welche  man  Polygonalzahlen 
nennt.     Dieselben  sind  in  folgender  Tafel  enthalten: 


Arithmetische  Progressionen. 

Reihe  der  PolygonalsaUen. 

1,  2,  3,    4,    5,  .••« 
1,  3,  5,     7,    9,  ..•2w  —  1 
1,  4,  7,  10,  13,  ...3n  — 2 
1,  5,  9,  13,  17,  ..•4n  — 3 

1,3,    6,10,15,...^^^^^ 

1,  4,    9,  16,  25,  ... n» 

1,5,  12,22,35,  ..."('"^-i) 

1,  6,  15,  28,  45,  •  • .  n(2n  —  1) 

1,  «  +  1;  2a  +  1  ...  na  —  a  +  1 

1,  a+2,  3a+3  ..."<"- '^a-j-n. 

Die  erste  Reihe  1,  3,  6, . . .  ist  die  der  Trigonalzahlen,  die  zweite 
1,  4,  9,  . . .  die  der  Quadratzahlen,  die  dritte  1,  5,  12,  ...  die  der 
Pentagonalzahlen  u.  s.  w. 

Der  soeben  erwähnte  Satz  nun  ist  in  der  Fassung,  welche  Fer- 
mat demselben  in  seinen  Anmerkungen  zum  Diophant  Seite  180  ge- 
geben hat,  der  folgende  : 

„Imo  propositionem  pulcherrimam  et  maxime  generalem  nos  primi 
deteximus.  Nempe  omnem  numerum  vel  esse  triangulum  yel  ex  duo- 
bus  aut  tribus  triangulis  compositum;  esse  quadratum  vel  ex  duobas, 
tribus  aut  quatuor  quadratis  compositum;  esse  pentagonum  vel  ex 
duobus  tribus  quatuor  aut  quinque  pentagonis  compositum  et  sie 
deinceps  in  infinitum  in  hexagonis,  heptagonis  et  polygonis  quibus- 
libet,  enuntianda  videlicet  pro  numero  augulorum  generali  et  mirabili 
propositione.    Ejus  autem  demonstrationem  quae  ex  multis  yariis  et 
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abstraflissiinis  nameroram  mysteriis  deriyatar  hie  apponere  noo  licet, 
opus  enim  et  librum  integrum  huic  operi  destinare  decreyimus  et 
Arithmeiicen  bac  in  parte  ultra  yeteres  et  notos  terminos  mirum  in 
modum  promoyere/' 

[„Den  folgenden  sehr  schonen  und  ganz  allgemeinen  Satz  habe 
ich  zuerst  entdeckt:  Jede  Zahl  ist  entweder  ein  Dreieck  (eine  Tri- 
gonalzahl)  oder  aus  zwei  oder  drei  Dreiecken  zusammengesetzt;  sie 
ist  entweder  ein  Quadrat  oder  aus  zwei,  drei  oder  yier  Quadraten 
zusammengesetzt;  sie  ist  ein  Fünfeck  oder  aus  zwei,  drei;  yier  oder 
fünf  Fünfecken  zusammengesetzt,  und  so  fort  bei  den  Sechsecken, 
Siebenecken  und  beliebigen  Vielecken  bis  ins  Unendliche,  indem  sich 
immer  der  Ausspruch  des  allgemeinen  und  merkwürdigen  Satzes  nach 
der  Anzahl  der  Winkel  richtet.  Den  Beweis  desselben,  der  sich  auf 
viele  yerschiedene,  sehr  yersteckte  wunderbare  Eigenschaften  der 
Zahlen  gründet,  kann  ich  hier  nicht  beisetzen.  Ich  habe  beschlossen, 
diesem  Gegenstande  ein  ganzes  Werk  zu  widmen  und  die  Zahlenlehre 
in  diesem  Teile  über  die  alten  und  bekannten  Grenzen  hinaus  in 
staunenswerter  Weise  weiter  zu  entwickeln/'] 

Ich  habe  die  eigenen  Worte  des  Autors  angefahrt,  weil  man 
besonders  aus  dieser  Stelle  sieht,  dafs  sich  Fermat  mit  einem  grofsen 
Werke  beschäftigte,  welches,  wie  er  selbst  sagt,  yiele  schone  Eigen- 
schaften der  Zahlen  enthalten  sollte.  Die  Mathematiker  werden  es 
noch  lange  bedauern,  dafs  dieser  berühmte  Gelehrte  seine  Absicht 
nicht  verwirklicht  hat  oder  wenigstens  seine  Verwandten  und  Freunde, 
welche  seinen  handschriftlichen  Nachlafs  erbten,  nichts  an  die  Öffent- 
lichkeit haben  gelangen  lassen.  Man  würde  darin  aulser  den  noch 
nnbekaanten  Beweisen  mehrerer  seiner  Sätze  ohne  Zweifel  Methoden 
finden,  die  dem  Scharfsinn  des  Verfassers  würdig  wären,  Methoden, 
die  im  Verein  mit  den  späteren  Entdeckungen  yiel  dazu  beigetragen 
haben  würden,  diesen  sehr  schwierigen  Teil  der  exakten  Wissen- 
schaften zu  yervoUkommnen. 

Beachtet  man,  um  auf  den  erwähnten  Satz  zurückzukommen,  dafs 
eine  geringere  Anzahl  von  Polygonalzahlen  stets  in  einer  gröfseren 
enthalten  ist,  da  man  an  Stelle  der  fehlenden  Glieder  Null  setzen 
kann,  und  Null  in  der  That  ein  Glied  jeder  Reihe  yön  Polygonal- 
sahlen ist,  so  kann  man  den  in  Rede  stehenden  Satz  kürzer  in  folgen- 
den Worten  aussprechen: 

Jede  beliebige  Zahl  kann  durch  Addition  yon  drei  Tri- 
gonalzahlen,  ebenso  durch  Addition  von  vier  Quadratzahlen, 
ferner    durch    Addition    von    fünf   Pentagonalzahlen,    yon 
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sechs  Hexagonalzahlea  und  so  fort  ins  Unendliche  gebildet 
werden. 

157. 

• 

Ist  also  Ä  eine  gegebene  Zahl,  und  sind  x,  y,  is, . . ,  unbestimmte 
Zahlen,  so  kann  man  die  verschiedenen  Teile  des  allgemeinen  Satzes 
in  folgender  Weise  einzeln  darstellen: 

1)  Welches  auch  die  gegebene  Zahl  Ä  sein  möge,  man 
kann  stets  der  Gleichung 

.  _  a?'  +  g    I    y'  +  y     I     ^'  +  ^ 

^ 2  I  2  '  2  ~~ 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  der  Gleichung 

SA +  3^  (2x  +  lf  +  (2y  +  ly  +  {20  +  1)* 

Genüge  leisten. 

Wäre  dieser  erste  Teil  bewiesen,  so  wQrde  er  zeigen,  dalSs  jede 
Zahl  Yon  der  Form  8n  -}-  3  die  Summe  dreier  Quadrate  ist.  Um- 
gekehrt würde,  wenn  bewiesen  wäre,  dafs  jede  Zahl  von  der  Form 
8n  -^  3  die  Summe  dreier  Quadrate  ist,  unmittelbar  daraus  folgeu, 
dafs  jede  ganze  Zahl  die  Summe  dreier  Trigonalzahlen  ist. 

2)  Welches  auch  die  gegebene  Zahl  A  sein  möge,  man 
kann  stets  der  Gleichung 

^  =  X«  +  y«  +  ^«  +  M» 
Genüge  leisten. 

Dieser  zweite  Teil  ist  oben  auf  eine  Art,  die  nichts  zu  wünschen 

übrig  läfst,  bewiesen  worden.    Es  dürfte  jedoch  nicht  unnützlich  sein 

zu  zeigen,  dafs  der  erste  Teil  in  notwendiger  Verbindung  mit 

dem  zweiten  stehi     Wäre  nämlich  bewiesen,  dafs  man  stets  der 

Gleichung 

8A  +  3  =  x'  +  y^  +  z^ 

genügen  kann,  so  würde  daraus  folgen: 

8A  +  4  =  x^  +  y^  +  g'+l. 

Da  aber  die  vier  Quadrate  der  rechten  Seite  nur  ungerade  sein  können, 
so  sind  die  Zahlen  x  -\-  y,  x  —  y,  jßi  +  l,  jei  —  1  gerade;  mithin  hat 
man  in  ganzen  Zahlen: 

oder  kürzer: 

4A  +  2^x'^  +  y^  +  /"  +  u\ 

Nun  müssen  aber  von  diesen  vier  Quadraten  zwei  gerade  und 
zwei  ungerade  sein,  da  sonst  ihre  Summe  nicht  4^ -j"^  ^^^i  konnte. 
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Man  erhält  daher: 

4^  +  2  =  4a«  +  46«  +  (2c  +  1)«  +  {2d  +  1/, 

and  hieraus  folgt: 

2^  +  1  =  (a  +  &)«  +  (a  -  6)«  +  (c  +  d  +  1)«  +  (c  -  d)\ 

Wird  demnach  der  erste  Teil  des  allgemeinen  Satzes^  welcher  die 
Trigonalzahlen  betrifit,  als  bewiesen  Yorausgesetzt,  so  ergiebt  sich 
daraus  als  unmittelbare  Folge,  dafs  jede  ungerade  Zahl  2A  -{-  1  die 
Summe  Ton  vier  Quadraten  ist.  Ist  aber  eine  Zahl  die  Summe  von 
rier  Quadraten  m*  +  n*  +  JP*  +  i%  so  ist  das  Doppelte  derselben 
eine  ähnliche  Summe;  denn  es  ist: 

2(m«  +  ««  +  p«  +  2«)  =  (tn  +  ny  +  (m-«)«  +  (p  +  qf  +  (>-«)«. 

Folglich  ist  jede  beliebige  Zahl  die  Summe  von  vier  Quadraten. 

Man  sieht,  dafs  der  erste  Teil  des  Fermat'schen  Satzes  impli- 
cite  den  zweiten  einschliefst,  und  da  der  letztere  auf  anderm  Wege 
vollkommen  streng  bewiesen  ist^  so  kann  man  den  ersten  bereits  mit 
einem  grofsen  Grade  von  Wahrscheinlichkeit  als  richtig  ansehen. 

3)  Der  dritte  Teil  des  allgemeinen  Satzes  giebt: 

A         8ac^  —  a?    ,     8y'  —  y     ,     8g'  —  e     ,     8t'  —  t    ,     Su'  —  u 
^=  2  '  2  *  2  •  2  '  2 

oder: 

24.1  +  5  — (6ic—l)«  +  (6y-l)*  +  (60—l)«  +  (6^-l)«+(6u--l)«, 

80  dals  dieser  besondere  Satz  auf  den  folgenden  zurückkommt: 

Jede  Zahl  von  der  Form  24^4~5  ist  aus  fünf  Quadraten, 
deren  Seiten  von  der  Form  6m  —  1  sind,  zusammengesetzt 

4)  Der  vierte  Teil  giebt: 

A^z(2x^l)+y{2y—l)+0i2g—l)+s{2s-l)+t{2t'-l)-\-u(2u'-l) 

oder: 

84  +  6  =  (4x  —  1)«  +  (4y  —  1)»  +  (Ae  —  1)«  +  (4s  -  1)« 

+  (4t  -  1)«  +  (4u  -  1)1 
Also: 

Jede  Zahl  von  der  Form  8Ä-\-6  mufs  sich  in  sechs  Qua- 
drate zerlegen  lassen,  deren  Seiten  von  der  Form  4m —  1  sind. 

Oberhaupt  reduciert  sich  der  in  Rede  stehende  Satz  immer  auf 
die  Zerlegung  einer  gegebenen  Zahl  in  Quadrate,  und  alle  beson- 
deren Sätze  sind  in  der  folgenden  allgemeinen  Formel  ent- 
kalten: 

8ai(  +  (a  4- 2)  (a  —  2)«  =  (2aa;  —  a  +  2)« -f  (2ay— a  +  2)*-f  .•• 

wobei  die  Anzahl  der  Glieder  der  rechten  Seite  et  -f-  2  ist. 
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Von  der  linearen  Form,  welohe  den  Teilern  der  binomisclien  Formel 
a"  +  1 ,  in  der  a  und  n  gegebene  Zahlen  sind,  zukommt 

168. 

Die  Betrachtung  der  Formel  a"  +  ^;  üi  welcher  a  und  h  zu  ein- 
ander prime  Zahlen  sind^  wflrde  keine  grofsere  Allgemeinheit  invol- 
vieren. Denn  ist  diese  Formel  durch  die  Primzahl  jp  teilbar,  so  kann 
man  immer  a  »^  bx  -{-  py  setzeui  und  es  müfste  x*  +  1  ebenfalls 
durch  p  teilbar  sein.  Dies  Torausgeschickt,  untersuchen  wir  nach 
einander  die  beiden  Formeln  a"  -f-  1  und  a"  —  1. 

Zunächst  wollen  wir  die  notwendige  Bedingung  dafür 
finden,  dafs  die  Primzahl  p  ein  Teiler  der  Formel  a^-^-l  isL 

Welches  auch  p  sein  m5ge,  man  kann  immer  p  «»  2nx  -f-  sc  an- 
nehmen, wo  X  eine  unbestimmte  Zahl  und  n  eine  positive  Zahl  kleiner 
als   2n  ist.    Man   erhält  daher,   indem  man  die  Vielfachen  von  p 

wegläfst, 

a»  =  —  1. 

Nach  dem  Fermat'schen  Satze,  und  weil  a  nicht  durch  p  teilbar 

sein  kann,  ist  femer: 

a^'-^  —  ^-  1 
oder: 

Wegen  a"  =»  —  1  hat  man  aber  a*"*  =  1;  mithin  geht  die  vorige 

Gleichung  über  in: 

a^-i  —  1, 

so  dafs  wir  die  beiden  Bedingungen 

a"  =  — 1,    a^-^^l 

zu  befriedigen  haben.     Die  zweite  Bedingung  ist  von  selbst  erfüllt, 

wenn  gr  «=  1  ist;  alsdann  ist  die  Form  des  Teilers  p  <a  2nx  -f*  i- 

Ist  aber  sc  >  1 ,   so  sei  cd  der  gröfste  gemeinschaftliche  Teiler 

von  n  und  n  —  1.   Dann  kann  man  n «« na  und  sr  —  1  «> m'&  setzen; 

dies  giebt: 

a"'"  =  --l,    o^"  — 1. 

Da  aber  ar^  und  n'  prim  zu  einander  sind,  so  kann  man  immer  zwei 
ganze  Zahlen  f  und  g  von  der  Beschaffenheit  finden,  dals 

fn  —  ^r«'  =  1 
ist.     Daraus  folgt: 
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(—  1)/ =  a/"'"  =  O^^"  +  "  =  O", 

oder: 

a»  «  (-  1)/. 

Wird  dieser  Wert  in  die  beiden  Gleichungen  a*  "  =  —  1,  a**'*"  =  1 
eingesetsty  so  ergeben  sich  die  beiden  Bedingongen: 

(_  i)/-'  _  _  1,    (_  i)v/  „  1. 

Die  erste  zeigt,  dals  f  and  n  ungerade  Zahlen  sein  müssen;  die 
zweite,  dafs  x  eine  gerade  Zahl  ist  Letztere  schliefst  übrigens  die 
erstere  ein;  denn  ist  n  gerade,  so  müssen,  der  Gleichung  fn^^gn'\- 1 
Zufolge,  f  und  n   ungerade  sein. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  hat  man: 

a"  =  —  1 , 

i  L  a*  -(-  1  ist  teilbar  durch  p. 

Da  nun  die  Annahmen  %=  \  und  %>\  die  beiden  einzig 
möglichen  sind,  so  kann  man  den  folgenden  allgemeinen  Satz  auf- 
stellen: 

159. 

Jede  Primzahl  p,  welche  in  der  Formel  a" -j-  1  aufgeht, 
mufs  entweder  von  der  Form  2nx -^  1  oder  wenigstens  von 
der  Form  sein,  welche  für  einen  Teiler  einer  andern  Formel 
0*4-1»  in  welcher  der  Exponent  cd  gleich  dem  Quotienten 
tos  n  und  einer  ungeraden  Zahl  ist,  notwendig  ist. 

Dieser  Satz  findet  ebenso  Anwendung  auf  die  Teiler  von  a^  -^^  \ 
und  lalst  somit  nach  und  nach  alle  Formen  erkennen,  welche  die 
Teiler  der  gegebenen  Formel  o"  -j"  ^^  annehmen  können.  Einige  der 
braptsachlichsten  Zusätze,  die  man  unmittelbar  daraus  ableiten  kann, 
und  die  auszusprechen  genügt,  sind  folgende: 

1)  Ist  der  Exponent  n  eine  ungerade  Primzahl,  so  mufs 
jede  Primzahl,  welche  in  a*  +  1  aufgeht,  von  der  Form 
2iia;-|-  1  s^iii  oder  in  a -f-  l  aufgehen. 

2)  Ist  der  Exponent  n  eine  Potenz  von  2,  so  kann  die 
Formel  a"  +  1  ^^  Teilern  nur  solche  Primzahlen  haben, 
welche  in  der  Form  2na;  4~  I  enthalten  sind. 

Sucht  man  z.  B.  die  Primfactoren  von 

2«+ 1  —  4294967  297, 

so  müssen  dieselben  in  der  Formel  64  a;  -j-  1  enthalten  sein.  Man 
probiere  also  nach  einander  die  Zahlen  193,  257,  449,  577,  641.  Die 
Division  geht  auf  bei  641,  und  als  Quotienten  findet  man  6700417. 
Um  die  Teiler  dieses  letzteren  zu  finden,  mufs  man  gleichfalls  mit 
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allen  Primzahlen  von  der  Form  64^  -j-  h  welche  grofser  als  641  und 

kleiner   als   2588  =  ]/6700417    sind,   probieren.     Es   sind   dies  die 
folgenden: 

769,     1153,     1217,    1409,    1601,    2113. 

Da   keine   dieser  Zahlen   in  6700417  aufgeht,   so  folgt  daraus  mit 
Sicherheit,  dafs  6700417  eine  Primzahl  ist. 

3)  Ist  n  =  Zi/,  wo  A  ein  Glied  der  Progression  2,4,8, 
16,  .  .  •  und  V  eine  Primzahl  ist,  so  ist  jeder  Primteiler  der 
Formel  a"  +  1  entweder  von  der  Form  2nx -\-  1  oder  er  iat 
ein  Teiler  der  Formel  a^  +  1  und  als  solcher  von  der 
Form  2lx+  1. 

4)  Ist  n  =  fii/,  wo  fi  und  v  zwei  ungerade  Primzahlen 
sind,  so  ist  der  Primteiler  der  Formel  a*  +  1  von  der  Form 
2na;  +  1,  oder  er  ist  ein  Teiler  der  Formel  o'*  +  1  und  als- 
dann von  der  Form  2(tx  +  1>  oder  er  ist  ein  Teiler  der 
Formel  a^  +  1  u^d  alsdann  von  der  Form  2t/a;4"li  oder 
endlich  er  ist  ein  Teiler  von  a -j-  I*  Diese  Fälle  schliefsen  sich 
gegenseitig  tiicht  aus;  demi  es  ist  z.  B.  jede  Primzahl,  welche  in  der 
Formel  a  -}-  1  aufgeht,  offenbar  auch  ein  Teiler  aller  andern  Formeln 
a^  +  1>  ^  +  I;  u.  s.  w.,  und  ebenso  geht  jede  Primzahl,  welche  in 
a*  4"  I  aufgeht,  notwendigerweise  auch  in  a"  +  1  ^^f- 

160. 

Es  ist  von  keinem  Nutzen,  diese  Zusätze  auf  eine  grofsere  An- 
zahl von  Fällen  auszudehnen.  .Wir  bemerken  nur,  dafs^  wenn  man 
die  Teiler  einer  gegebenen  Formel  a"  4~  ^  finden  soll,  man  nach  und 
nach  die  Teiler  aller  andern  Formeln  a^  -j-  h  welche  einen  kleineren 
Exponenten  haben,  suchen  mufs,  indem  man  mit  dem,  in  weichem 
der  Exponent  von  a  am  kleinsten  ist,  beginnt.  Man  hat  dann  nur 
noch  gemäfs  der  Form  2nx  -j-  1  <Iio  Teiler  zu  suchen,  welche  nicht 
durch  die  Formeln,  die  einen  niedrigeren  Exponenten  haben  als 
a*  +  1,  gegeben  werden. 

Man  beachte  noch,  dafs,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  die 
Formel  a*  -f  1,  mit  a  multipliciert,  von  der  Form  a:^  +  a  wird,  und 
daher  zu  Teilern  nur  die  Primzahlen,  welche  in  a:*  +  a  aufgehen, 
haben  kann.  Diese  Bedingung  dient  dazu,  die  Hälfte  der  in  der 
Formel  2nx  '\-  1  enthaltenen  Primzahlen  auszuschliefsen;  jedoch  mufs 
man  zu  diesem  Zwecke  das  beachten,  was  wir  weiter  unten  von  den 
Teilern  von  a^  -{'  a  beweisen  werden.  Ffir  jetzt  sieht  man,  dafs, 
wenn   a   gleich    2    wäre,   die  Teiler   von   a;*  +  2   nur    von  den 


§  6.    Lineare  Form  der  Teiler  von  o"  :t  1*  225 

Formen  Sin -|-  1,  8m  +  3  sein  können.  Daher  kommt  es,  daüs 
die  beiden  andern  allgemeinen  Formen  Sm-j-ö;  Sm-j-?  ausge- 
schlossen und  niemals  Teiler  der  Formel  2"  +  1  ^i^^^y  wenn  n  un> 
gerade  ist  Eine  ähnliche  Ausschliefsung  findet  bei  andern  Werten 
von  a  ebenfalls  statt. 

161. 

Beispiel 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  alle  Teiler  der  Zahl 

549  7  558138  89  =  2»»+  l^Ä 
zü  finden. 

Wir  betrachten  zuerst  die  Formeln  mit  niedrigerem  Exponenten 

2^»+l,    2^+1,     2^  +  1. 

Die  letzte  ergiebt  3  als  Teiler  aller  Yorhergehenden  Formeln. 

Die  Formel  2»  +  1  «=  9  giebt  ebenfalls  nur  3  als  Primteiler; 
m  lehrt  aber  ferner,  daCsi  Ä  durch  9  teilbar  ist. 

Die  Formel  2^»  +  1  —  8193  —  3  .  2731  kann,  wenn  sie  einen 
andern  Teiler  als  3  hat,  nur  einen  solchen  von  der  Form  26x  +  1 
haben.  Da  aber  die  kleinste  in  der  Form  fi6x  +  1  enthaltene  Prim- 
zahl 53  bereits  zu  grofs  ist,  da  sie  die  Quadratwurzel  aus  2731  über- 
steigt, so  folgt  daraus,  dafs  2731  eine  Primzahl  ist,  und  dafs  somit 
2'^  +  1  keinen  andern  Teiler  hat  als  3  und  2731. 

Hiemach  mufs  die  Zahl  Ä  teilbar  sein  durch  9  .  2731.  Dividiert 
man  sie  zuerst  durch  3  .  2731,  welche  Zahl  gleich  2'^  -j-  ^  ^^^f  ^^  ^^^ 
der  Quotient  2*^  —  2"  +  1  =«  67100673,  und  dividiert  man  diese 
durch  3,  so  erhält  man  Ä  =  31  2731 .  22366  891. 

Man  hat  daher  nur  noch  die  Teiler  der  Zahl 

5  =  22366  891 

zu  suchen.  Diese  Teiler  müssen  von  der  Form  18x  -f-  1  sein,  und 
da  sie  auch  in  der  Formel  ^^  -j-  2  aufgehen  müssen,  so  können  sie 
nur  die  Formen  8n  +  1,  8n  +  3  haben.  Die  Form  78a;  +  1  ent- 
halt aber  vier  andere,  je  nachdem  x  gleich  einer  der  Zahlen 

4y,    4y+l,    4y  +  2,    4y  +  3 

ist    Diese  vier  Formen  sind: 

312y  +  1 ,    312y  +  79,    3l2y  +  157,    312y  +  235. 

Die  zweite  und  die  dritte  müssen  ausgeschlossen  werden,  da  sie  von 
der  Form  8n  -{'  1  und  8n  '\-  6  sind.  Mithin  ist  jede  Primzahl,  welche 
in  B  aufgeht,  in  einer  der  beiden  Formen  enthalten: 

312y  +  1,    312y  +  235. 

L»f  »ftdr«,  Z»hl0Btiieoxie  L  16 
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Die  Primzahlen,   welche  in   diesen  Formen   enthalten  nnd    zugleich 

kleiner  sind  als  YB,  welches  ungefähr  4620  ist,  sind  folgende: 

313,    547,    859,    937,     1171,     1249,     1483,     1873,     2731, 

3121,    3433,    4057,    4603. 

Probiert  man  der  Reihe  nach  mit  diesen  dreizehn  Zahlen  oder  nar 
mit  zwölf  (denn  es  ist  überflüssig  mit  2731  zn  probieren),  so  findet 
man,  dafs  keine  von  ihnen  in  B  aufgeht.  Daraus  folgt,  daXs  22  366  891 
eine  Primzahl  ist. 

Da  die  Zahl  B  ein  Teiler  von  fi  '\-  2  ist,  so  mufs  sie  von  der 
Form  p*  -\-  2q*  sein.  Will  man  B  wirklich  auf  diese  Form  bringen, 
so  kann  dies  ohne  Probieren  mit  Hülfe  der  folgenden  Formel  ge- 
schehen: 

4m*  —  2m"  +  1          /2m»  ±  2m  —  1\"      „  /2m*  q:  m  —  1\« 
—" 8 ""  V 'S )  +^\ 8 )  ' 

Nun  ist  B  =  — ^^ — i— :  setzt  man  also  m  «=  2*,  so  findet  man: 

8 

B  —  (2773)»  +  2(2709)J. 

162. 

Wir  gehen  jetzt  zur  zweiten  Frage  über-und  stellen  uns  die 
Aufgabe,  die  Form,  welche  die  Primteiler  der  gegebenen 
Zahl  o" —  1  haben  müssen,  zu  finden. 

Wie  beschaffen  die  Primzahl  |),  welche  in  dieser  Formel  auf- 
geht, auch  sein  möge,  man  kann  sie  immer  von  der  Form  p -»  no:  +  x 
annehmen,  wo  n  eine  positive  Zahl  kleiner  als  n  ist  Man  erhalt 
daher,  wenn  die  Vielfachen  von  jp  weggelassen  werden: 

a"  SS  1     und    o**-*  =  1, 

und  daraus  folgt: 

a*-i  — 1. 

In  dieser  letzteren  Gleichung  kann  man  nur  gr  «s  1  oder  js  >>  1  an- 
nehmen. 

1)  Ist  Ä  =  l,  so  ist  die  Form  des  Teilers  p  «=  no; -}-  1.  Sie 
bleibt  so,  so  lange  n  gerade  ist;  ist  aber  n  ungerade,  so  mufs  not- 
wendig X  gerade  sein,  und  daher  hat  man  jp  =s  2nj9  -{-  1. 

2)  Ist  »  >  1,  und  ist  o  der  grofste  gemeinschaftliche  Teiler  von 
n  und  IC  —  1,  (wo  o  gleich  1  sein  mufs,  wenn  es  kein  anderes  ge- 
meinsames Mafs  giebt),  so  kann  man  immer  zwei  ganze  Zahlen  f 
und  g  von  der  Beschaffenheit  finden,  dals 

fn  —  g{n:—l)  =  (o 


§  6.    Lineare  Form  der  Teiler  von  o»  ±  1.  227 

ist.    Nun   ergeben   die   beiden   Gleichungen   a"  -»  1,   a*"~^  =  1   die 

folgenden: 

1  =  a/"  =  a<'(''-«+«  =  a« 
oder: 

a"— 1. 

Mithin  ist  p  ein  Teiler  von  a^  —  1.  Hierbei  ist  dem  Resultate 
0*  3=  1  keine  Einschränkung  hinzuzufügen,  weil  die  Gleichung  a*"  =  1 
den  beiden  Gleichungen  a"  >»  1  und  a*~^  <»  1  genügt. 

Hiemach  ist  die  ganze  Theorie  der  Teiler  von  a"  —  1  in  dem 
folgenden  Satze  enthalten: 

163. 

Jede  Primzahl  |),  welche  in  der  Formel  a" — 1  aufgeht, 
mofs  entweder  in  der  Form  p  ^^nx  -{-  \  enthalten  oder  auch 
ein  Teiler  der  Formel  a*  —  1  sein,  in  welcher  cd  ein  Teiler 
Ton  n  ial 

Wir  fügen  hinzu,  dafs,  wenn  n  ungerade  ist,  in  welchem  Falle 
die  Form  nx  -(-  1  in  2nj9  -^  1  übergeht,  der  Teiler  p  auch  in  denjenigen 
Formen  enthalten  sein  muls,  welche  den  Teilern  der  Formel  a?  —  a 
zakommen. 

Derselbe  Satz  findet  Anwendung  auf  die  Formel  a*°  —  1  oder 
auf  jede  andere,  welche  unmittelbar  aus  den  Teilern  Yon  n  sich  er- 
giebt  Daher  erhalt  man  durch  Vereinigung  der  Resultate  alle 
Teiler  der  gegebenen  Formel.  Einige  allgemeine  Zusätze,  welche 
i»tch  daraus  ergeben,  sind  folgende: 

1)  Ist  die  Zahl  n  eine  Primzahl,  so  sind  die  Teiler  der 
Formel  o"  —  1  in  der  Form  2nB  -f-  1  enthalten,  mit  alleiniger 
Ausnahme  derer,  welche  in  a  —  1  aufgehen. 

2)  Wenn  die  Zahl  n  das  Produkt  zweier  Primzahlen  fi 
Qod  V  (2  ausgenommen)  ist,  so  wird  der  Primteiler  p  der 
Formel  a" —  1  entweder  von  der  Form  2n0  +  1  sein,  oder 
er  ist  ein  Teiler  von  o^  —  1  und  alsdann  von  der  Form 
2fi;f-|-  1,  oder  er  ist  ein  Teiler  von  a^ —  1  und  alsdann  von 
der  Form  2vz  +  1,  oder  endlich  er  ist  ein  Teiler  von  a  —  1 
ond  von  der  Form  2g'\'\y  welche  allen  Primzahlen  zu- 
kommt Denn  ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  geht  offenbar  a  —  1  in 
a*  —  1  auf;  mithin  mufs  jeder  Teiler  der  ersten  Gröfse  auch  ein 
Teuer  der  zweiten  sein. 

3)  Ist  die   Zahl   n  eine   Potenz   yon   2,   und   setzt   man 

«  — Y^?  ^*"  T*>  y*  y/'^*  •  *»  ^^  ist  der  Teiler  jpder  Formel 

IB» 
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a"  —  1  entweder  von  der  Form  nx  +  1>  oder  er  ist  von  der 
Form  ax  -{-  1  imd  ein  Teiler  von  a"  —  1,  oder  er  ist  von  der 
Form  /Ja;  4"  1  ^^^  ^in  Teiler  der  Formel  afi  —  1,  und  so  fort 
bis  zur  Form  2X'\-  1,  welche  in  a* —  1  aufgeht. 

164. 

Beispiel  1. 

Um  sämtliche  Teiler  der  Zahl  J.  «»  2^^  —  1  zu  erhalten,  bilden 
wir  die  folgende  Tafel,  in  welcher  man  die  gegebene  Formel  und 
die  daraus  sich  ergebenden  Formeln  nebst  den  entsprechenden  Formen 
des  Teilers  sieht: 

1>  =  32:c  +  1,  ^  =  2"  -  1  =  (2^«  +  1)B 

p  -=  16x  +  1,  B  =«  2>«  -  1  =  (2«  +  1)C 

p«=   8a?+l,  (7  =  2«  -1  =  (2*  +1)D 

p  —  4x  +  1,  D  =  2*  —  1  —  (2«  +  1)J? 

jp=    2a;+l,  i:— 2*  -1  =  3. 

Die  letzte  Zahl  E^  welche  sich  auf  3  reduciert,  mufs  alle  vorher- 
gehenden teilen;  und  zwar  hat  man: 

2)  =  (2« +1)3  =  3.5 

C=(2*  +  1)D  — 35.17. 

Die  Zahl  B  enthält  dieselben  Teiler  wie  C  und  auTserdem  noch 
2«  -|-  1  SS  257,  welches  eine  Primzahl  ist.  Endlich  ist  Ä  das  Produkt 
aus  B  und  2*«  +  1  =  65537.  Da  nun  2»«  +  1  mit  2'«  —  1  keinen 
gemeinschaftlichen  Teiler  haben  kann,  so  folgt,  dafs  die  Teiler  von 
2*^  +  1  oder  65537  nur  Primzahlen  von  der  Form  32a;  +  1  sein 
können.    Die  Primzahlen  aber,  welche  in  dieser  Form  enthalten  und 

kleiner  als  ^65537  sind,  sind  97  und  193,  und  diese  gehen  nicht  in 
65537  auf.  Demnach  ist  65537  eine  Primzahl,  und  die  Zahl  A^  in 
ihre  Primfaktoren  zerlegt,  ist: 

^  =  3  .  5  .  17  .  257  .  65537. 
Multipliciert  man  diesen  Wert  mit  demjepigen,  den  wir  (8.  15)  för 
2^^  "f"  1  gefunden  hatten,  so  erhält  man  den  in  Faktoren  zerlegten 
Wert  von  2«*  —  1. 

165. 

Beispiel  2. 

Es  sei  femer  die  Zahl  Ä^=»2^^  —  1  gegeben.  Da  der  Exponent 
31  eine  Primzahl  ist,  so  können  die  Teiler  von  A  nur  von  der  Form 


§  6.  Reciprocitätsgesetz  zwischen  zwei  Primzahlen.  229 

62x-|-  1  sein,  und  zwar  giebt  es  hiervon  keine  Ausnahme,  da  sich 
0  —  1  in  diesem  Falle  auf  2  —  1  =»  1  reduciert.  Beachtet  man  zu- 
gleich, dafs  die  Zahl  2A  von  der  Form  fi  —  2  ist,  und  dafs  somit 
die  Teiler  von  Ä  von  einer  der  Formen  Sn-j-l?  8n  +  7  sein  müssen, 
so  findet  man,  indem  man  diese  letzteren  Formen  mit  der  ersten 
62x  -|-  1  kombiniert,  dafs  jeder  Primteiler  von  Ä  notwendig  von 
einer  d^r  Formen  2480  -{"  1?  248 ß  -{"  63  ist.  Nun  zeigt  aber  Euler 
(Abhandl.  der  Berl.  Akad.  1772  S.  36),  dafs  man,  nachdem  man  alle 
in  diesen  Formen  enthaltenen  Primzahlen  bis  zu  46339,  der  Quadrat- 
wurzel der  Zahl  Ay  probiert  hat,  keine  findet,  welche  in  Ä  aufgeht. 
Daraus  folgt,  in  Übereinstimmung  mit  einer  Behauptung  Fermat's, 
dafe  die  Zahl  2«*  —  1  =  2  147  483  647  eine  Primzahl  isi  Dies  ist 
die  gröfste  von  allen  Primzahlen,  welche  bis  heute  als  solche  be- 
stätigt sind. 

Wir  wollen  diesen  Paragraphen  nicht  ohne  die  Bemerkung  be- 
schlielsen,  dafs  Euler  der  Urheber  der  hauptsächlichsten,  in  ihm 
enthaltenen  Sätze  ist.    Siehe  den  1.  Bd.  der  Novi  Comment.  Petrop. 


§6. 

Satz,  enthaltend  ein  Reoiprocitätsgesetz,  welckes  zwiscken  zwei 

beliebigen  Primzalilen  bestellt. 

166. 

Wir  haben  in  No.  135  gesehen,  dafs,  wenn  m  und  n  irgend 
zwei  ungerade  und  ungleiche  Primzahlen  sind,  die  abgekürzten  Aus- 
drücke f— )  und  (— )  der  erstere  den  Rest,  welcher  bei  der  Division 

Ton  m  *    durch   n   bleibt,   der   andere   den   Best,   welcher   bei   der 

in— 1 

Division  von  n  '  durch  m  bleibt,  darstellen. .  Gleichzeitig  haben  wir 
bewiesen,  dafs  diese  beiden  Beste  stets  nur  entweder  -j-  1  ^^^  ~~~  1 
sein  können.    Dies  vorausgeschickt,  existiert  zwischen  den  beiden 

Resten  ( — j  und  (— )  eine  Relation  von  der  Beschaffenheit,   dafs, 

wenn  der  eine  bekannt  ist,  auch  der  andere  unmittelbar  bestimmt 
ist    Der    allgemeine    Satz,    welcher    diese    Beziehung    enthält,    ist 

folgender: 

Welches  auch  die  Primzahlen  m  und  n  sein  mögen,  man 
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erhält  stets,  falls  sie  nicht  alle  beide  von  der  Form  Ax 
sind: 

Sind  sie  aber  alle  beide  von  der  Form  4a; -^3,  so  hat  man:; 

(i)— {")■ 

Diese    beiden    allgemeinen   Fälle    sind    in    die   Formel     za- 
sammengefafst: 

m  —  1     «—  1 


i-)_(_l)--r-.i). 


Um  die  verschiedenen  Fälle  dieses  Satzes  zu  entwickeln^  ist  es 
erforderlich,  darch  besondere  Buchstaben  die  Primzahlen  Ton  der 
Form  4d;  -)-  1  von  denen  von  der  Form  4  a;  -f-  3  zu  unterscheiden. 
Wir  werden  im  Verlaufe  dieses  Beweises  die  ersteren  mit  den  Buch-i 
staben  A,  a,  a,  die  letzteren  mit  den  Buchstaben  B^  b,  ß  bezeiehnen.1 
Alsdann  schliefst  der  soeben  ausgesprochene  Satz  die  folgenden  acht! 
Fälle  ein: 

I.  Ist  (I) 1,  so  folgt:  (I)  =»  -  1. 

IL  Ist  (I)  =  +  1,  so  folgt:  (I)  -  +  1. 

m.  Ist  (1^)  =  +  1,  so  folgt:  (^)  —  -  1. 

IV.  Ist  (^)  =  —  1,  so  folgt:  (~)  —  +  1. 

V.  Ist  (;J)  -  +  1,  80  folgt:  (4)  =  +  1. 

VI.  Ist  (j) 1,  so  folgt:  (^)  =  —  1. 

Vn.  Ist  (I)  -  +  1,  80  folgt:  (A)  «  +  1. 

VIll.  Ist  (A)  =  —  1,  so  folgt:  (y)  =  -  1. 

167. 

Beweis  der  Fälle  I  und  IL 
Ich  bemerke  zunächst,  dafs  die  Gleichung 

oder  allgemeiner 

(4/-+  l)x'  +  {Ag  +  l)y«  =  (4n  +  3  y 
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anmSglich  ist  Denn  da  x  and  y  als  relative  Primzahlen  voraus- 
gesetzt sind,  80  ist  die  linke  Seite  stets  in  den  Formen  4A;  -^  1  und 
41  -f-  3  enthalten,  während  die  rechte  Seite  nur  von  einer  der  Formen 
ik  und  Aih  -f-  .3  sein  kann. 

Nach  No.  27  würde  aber  die  Gleichung  s?  -j-  ^V^  =^  ^^  lösbar 
sein,  wenn  man  zwei  ganze  Zahlen  k  und  ft  von  der  Beschaffenheit 

finden  konnte,  dafs  -  7-  -  und ganze  Zahlen  würden.  Andrer- 
seits ist  die  Bedingung  daf&r,  dafs  h  ein  Teiler  von  A'  -j-  ^  s^^y  <^^® 
folgende: 

(Ili)-1    oder    (f) 1, 

ond  ebenso  ist  die  Bedingung  dafür,  dafs  a  ein  Teiler  von  ft^  —  b  sei: 

(I)  - + 1- 

Mithin  könnte  man  nicht  gleichzeitig  haben: 

(|)--l.und     (1)=.  +  1. 

Ferner  kann  aber  jeder  dieser  Ausdrücke  nur  -|-  1  oder  —  1  sein. 
Folglich: 

I.    Ist  (yj  =  —  1 ,       so  ergiebt  sich  (  - j  =  —  1. 

IL    Ist  (— j  =»  +  1,      so  ergiebt  sich  (yj  «=  -|-  1, 

Übrigens  sind  diese  beiden  Sätze  derart  unter  einander  verbunden, 
daGs  der  eine  nur  eine  Folge  des  andern  ist.    Denn  nimmt  man  den 

ersten  als  richtig  an,  und  ist  (—1  =  +  1,  so  konnte  nicht  (yj  =  —  1 

sein,  da  sich  sonst  gegen  die  Annahme  f — )  <=  —  1  ergeben  würde. 
Mau  erhält  daher  (y)  bss  -j-  1. 

168. 

Beweis  der  FBlle  m  und  IV. 

Sind  B  und  h  zwei  Primzahlen  von  der  Form  4n  -j-  3,  so  ist 
es,  wie  wir  in  No.  47  bewiesen  haben,  immer  möglich,  einer  der 
beiden  Gleichungen 

Bs?-hy^^+\,        Sa?  —  6y»  =  -  1 

Genfige  zn  leisten. 

1)  Ist  ^  r-j  =  +  1,  so  kann  die  Gleichung  Bx^  —  6y*  =  — .  ] 
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nicht  stattfinden;  denn  wäre  sie  erf&Ut;   so  würde  b  ein  Teiler  von 
Ba^  + 1  oder  Yon  gi'-^B  sein.    Darnach  müfste  man  haben:  f — g — j  =  1 

oder  l-r-j  "=  —  ^}  entgegen  der  Voraussetzung.    Nachdem  so  die  eine 

der  beiden  Gleichungen  ausgeschlossen  ist,  mufs  die  andere  notwendig 
stattfinden.     Aus   dieser  erkennt  man  aber^   dafs  B  ein  Teiler   von 

6y*+lodervoni?*-j-6ist.   Mithin  hat  man  (^^^^j  =  1  oder  l-gj  =  —  1. 

2)  Ist  f-.-j  =  —  ly  so  beweist  man  analog,  dals  die  Grleichnng 

Bx^  —  by^  =  -|-  1  unmöglich  ist.    Mithin  findet  notwendig  die  andere 
Gleichung  Bx*  —  Jy*  =  —  1  statt.    Polglich  ist  B  Teiler  ^00  &y*  —  1 

oder  von  e^  —  6,  und  dies  giebt:  l-^j  =  -j"  !•    Also: 

III.  Ist  (y)  =  +  1 ,      so  ergiebt  sich  ( -^ j  =  —  1. 

IV.  Ist  (y)  =  —  1,      so  ergiebt  sich  ( »^)  *=  +  !• 

Man  ersieht  hieraus,  dafs  (yj  und  y^)  immer  von  entgegengesetKtem 
Zeichen  sind. 

169. 
Beweis  der  FKlle  V  und  VI. 

Ist  (^j  —  +  1,  so  behaupte  ich,  dafs  daraus  •  auch  ( — ß  «=  -|-  1 
folge.  Ist  nämlich  ß  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  -{-  S,  ^w eiche 
in  der  Formel  x*  +  a  aufgeht,  so  mufs  l-j)  =  —  1,  und  somit  nach 

Fall  I  l—J  =  —  1  sein.  Betrachten  wir  die  nicht  erfQllbare  Glei- 
chung x^  -|-  ay^  =  ^ß^}  90  zeigt  No.  27,  dafs  diese  Gleichung  statt- 
finden würde,  wenn  man  zwei  ganze  Zahlen  X  und  fi  von  der  Be- 
schaffenheit finden  konnte,  dafs  — jg—  und  ^^-^ — -  ganze  Zahlen 
würden.  Die  erste  Bedingung  ist  von  selbst  erfüllt;  denn  damit 
A*  -|-  a  durch  A  teilbar  sei,  mufs  (-^)  =  1  oder  (4-1  =  1  sein, 
und  dies  ist  nach  Voraussetzung  der  Fall;  und  damit  X^  -{-  a  durch 
ß  teilbar  sei,  mufs  (-^j  •=*  1  oder  l—)  =  —  1  sein,  was  ebenfalls 
stattfindet. 

Die  zweite  Bedingung  würde  erfordern,  dafs  (--)  =  -f-  1    oder 
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(  -)  (— j  =  -|-  1  sei.    Nun  ist  aber  schon  f — )  =  —  1 ;  mithin  müfste 

(— j  SS  —  1  sein.    Diese  zweite  Bedingung  kann  nicht  erfüllt  werden, 

da  die  gegebene  Gleichung  unmöglich  ist.    Demnach  ist  l—J  «=»  -|-  1 
und  daher: 

V.    Ist  (^)  =  +  1 ,      sö  ergiebt  sich  (i-)  =  +  1 . 

Ist  jetzt  (-jj  =  —  1,  so  kann  nicht  l—)  =  -)-  1  sein,  denn  aus 
dieser  würde  sich  für  den  soeben  bewiesenen  Fall  i^J  =  4-1  er- 
geben, was  der  Voraussetzung  zuwider  isi  Man  hat  daher  [—)  «»  —  1 
und  somit: 

VI.    Ist  f-^j  =  —  1 ,      so  ergiebt  sich  (— )  =  —  1. 

Wir  haben  oben  in  No.  48  bewiesen,  dafs;  wenn  a  und  A  zwei 
Primzahlen  von  der  Form  4n  -)-  1  sind,  es  immer  möglich  ist^  einer 
der  beiden    Gleichungen  Äx^  —  ay*  ==  +  1 ,  x^  —  Aat^  =  —  1   zu 

genügen«    Die  erste  erfordert,  dafs  man  (— )  =  +  1  und  i-j)  =  -)-  1 

habe.    Wenn  demnach  (— )  —  —  1  und  \-j)  =  —  1  ist,  Bedingungen, 

¥on  denen  die  eine  eine  Folge  der  andern  ist,  wie  wir  soeben  be- 
wiesen haben,  so  ist  die  zweite  Gleichung  die  einzig  mögliche,  und 
dieselbe  findet  notwendigerweise  statt.    Daraus  folgt  der  Satz: 

Sind  a  und  Ä  zwei  Primzahlen  von  der  Form  An -\-  1, 

und  ist   (— j  =  —  1    oder    (4^)  =  —  1;    so   ist   die   Gleichung 

^  -  Aay* 1  immer  möglich. 

170. 
Beweis  der  Fftlle  Vn  und  VIEL 

Ist  (y)  =  -j-  1,  so  behaupte  ich,  dafs  daraus  i—j  =  +  1  folgt. 
Ist  nämlich  wieder  ß  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  -|-  3,  welche 
in  der  Formel   o?*  +  o  aufgeht,   so   dafs   (-|-]  =  —  1,   und    mithin 

(-^j  BS  —  1  ist^  so  ist  es,  wie  wir  bereits  in  No.  49  gesehen  haben, 
immer  möglich,  einer  der  drei  folgenden  Gleichungen 
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+  1  _  aa:*  —  bßy" 
+  1  «  bx^  ^  aßy* 

+  1  =  /Sa:«  -  a6y*, 

vorausgesetzt,  dafs  man  das  Zeichen  der  lioken  Seite  passend  wählt, 
Genüge  zu  leisten. 

Da  nun  (yj  =  -f^  1 ,  {~\  =  —  1  und  somit  y~)  =»  —  1  an- 
genommen worden  ist,  so  ergiebt  sich,  dafs  von  diesen  drei  Glei* 
chungen,  welche  eigentlich  sechs  darstellen ^  vier  nicht  stattfinden 
können,  nämlich: 

1)  die  Gleichung  -f"  1  =  ß^  -^  ö6y*,  welche  l~)  =  +  1  voranssetzt; 

2)  die  Gleichung  —  1  =  ßx^  —  aby^,  welche  (— )  =  -j-  1  voraussetzt; 

3)  die  Gleichung  —  1  =  ax^  —  bßy\  welche  (yj  =  —  1  voraussetzt; 

4)  die  Gleichung  +  1  ==  ax*  —  bßy^,  welche  l~)  =  -j"  1  voraussetzt 

Es  bleiben  daher  nur  noch  die  beiden  Gleichungen  übrig: 

+  1  =  6rc*  —  aßy* 
—  1  _  Ja;«  —  a/Jy*, 

von  denen  eine  notwendig  stattfinden  mufs.    Nun  erfordern  alle  beide, 

dafs  l—j  =  -\-  1  sei,  da  vermöge  der  ersten  a  ein  Teiler  von  6*a;*  —  h 

oder  von  s^  —  6  und  vermöge  der  zweiten  a  ein  Teiler  von  6*x*  +  6 
oder  von  ji^  -\-  b  ist.     Folglich: 

VII.    Ist  (yj  =  -|-  1^      so  ergiebt  sich  daraus  l—J  =  -f-  1. 

Ist  zweitens  l—J  =  —  1,  so  behaupte  ich,  dafs  daraus  (y j  =  —  1 

folgt     Denn   hätte   man   (yj  ^»  -|-  1,   so    würde   daraus,    entgegen 

unsrer  Voraussetzung,  nach  dem  eben  bewiesenen  Falle  ( — ]  c»  -|-  1 
folgen.     Demnach  erhält  man  schliefslich  das  Resultat: 

VIII.    Ist  l—)  =  —  1,    so  ergiebt  sich  daraus  (y)  =  —  1. 

171. 

Man  bemerke,  dafs  die  vier  ersten  Fälle  auf  eine  vollkommene 
Weise,  welche  nichts  zu  wünschen  übrig  läfst,  bewiesen  sind.  Die 
vier  andern  Fälle  setzen  voraus,   dafs,   wenn  eine  Zahl  a  von  der 
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Form  4ii  -f-  1  gegeben  ist^  es  immer  möglich  ist;  eine  Primzahl  ß 
Ton  der  Form  4n  ^  d  zu  finden,  welche  in  der  Formel  z^  -(-  a  auf- 
geht; and  dals  somit  \-ö)  «=>  —  1  sei. 

Die  Existenz  dieser  Hülfsgrofse  kann  man  unmittelbar  beweisen, 
wenn  a  von  der  Form  8n  -|-  5  ist.  Denn  setzt  man  x  =»  1,  so  ist 
die  Zahl  a;*  -)-  o,  welche  in  1  +  a  übergeht,  von  der  Form  8n  +  6; 
dieselbe  ist  daher  teilbar  durch  eine  Zahl  von  der  Form  4n  -|-  3, 
und  daher  auch  durch  eine  Primzahl  von  eben  dieser  Form.  Diese 
Primzahl  kann  dann  f&r  ß  genommen  werden. 

Ist  a  von  der  Form  8n  4*  h  ^^  beachte  man,  dafs  diese  Form, 
in  Bezug  auf  die  Vielfachen  von  3  betrachtet,  sich  in  zwei  andere 
spaltet,  nämlich  in  24n  -|-  1  und  24n  -|-  17.  Hinsichtlich  dieser 
letzteren  braucht  man  nur  o; «»  1  bu  setzen,  und  da  x*  -|*  a,  welches 
m24ii-f-18   übergeht,   durch  3  teilbar   ist,   so   kann   man  ß=^3 

nehmen.     Alsdann  ist  die  Bedingung  r^  j  ^=^  —  1  für  jede  Primzahl 

a  von  der  Form  24n  +  17  erfüllt. 

Es  ist  daher  nur  noch  zu  beweisen,  dafs  man  für  jede  Prim- 
zahl a  von  der  Form  24n  -^  Ij  die  Einheit  ausgenommen,  immer 
eine  Primzahl  ß  von   der  Form  4n  4-  3   finden   kann,   welche   ein 

Teiler  von  j»*  -j-  a  ist,  oder  welche  der  Bedingung  (^J  «=»  —  1  genügt. 

Zunächst  beweist  man  leicht  durch  eine  einfache  Substitution, 
dab  jede  in  einer  der  sechs  Formen 

a  —  168«  +  17,  41,  73,  89,  97,  145 

enthaltene  Primzahl  von  der  Form  24n  -|-  1  die  Eigenschaft  besitzt, 
dab,  wenn  man  entsprechend  für  z  die  Werte 

z~2,  1,  2,  3,  1,  3 

nimmt,  die  Formel  z^  -{-  a  durch  7  teilbar  ist,  so  dafs  der  Wert  /J  *»  7 
für  alle  in  diesen  Formeln  enthaltenen  Primzahlen   der  Bedingung 

(^)-=  — l  genügt 

Ebenso  beweist  man,  dafs  jede  Primzahl  von  der  Form  24n  -f  1, 
welche  in  einer  der  zehn  Formen 

a  —  264«  +  17,  41,  66,  73,  145,  161,  193,  217,  233,  241 

enthalten  ist,  die  Eigenschaft  besitzt,  dafs,  wenn  man  entsprechend 
für  z  die  Werte 

^«4,    5,     1,    2,    3,    2,    4,    5,    3,     1 
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setzt,  die  Formel  ^sr*  -f-  a  durch  11  teilbar  ist.    Setzt  man  also  ß^U, 

so  genügt  man  für  alle  Primzahlen  a  der  Bedingung  f-jj  «^  —  1. 

Primzahlen  von  der  Form  24n  -|-  1  giebt  es  bis  zur  Grenze  1009 
im  Ganzen  15,  nämlich: 

73,  97,  193,  241,  313,  337,  409,  433,  457,  577,  601,  673, 

769,  937,  1009. 

Von  diesen  fünfzehn  Zahlen  genügen  zehn  der  Bedingung  (y)  =  ""  h 

nämlich: 

a  =  73,  97,  241,  313,  409,  433,  577,  601,  769,  937, 

die  andern  fünf  der  Bedingung  y^J  =*  —  1,  nämlich: 

a  =  193,  337,  457,  673,  1009. 

Unsere  Annahme  ist  daher  bis  zur  Grenze  a  =  1009  als  richtig  be- 
stätigt; dieselbe  ist  auch  richtig  für  eine  unendliche  Anzahl  von 
Primzahlen,  welche  in  den  vorhergehenden  Formeln  enthalten  sind; 
indessen  ist  es  von  Wichtigkeit  zu  zeigen ,  dafs  sie  allgemein  für 
jede  Primzahl  a  von  der  Form  8n  4-  1  aufser  der  Einheit  richtig  ist 

Wenn  die  Primzahl  a  von  der  Form  8n  -}~  1  ist,  so  weils  man^ 
dafs  es  immer  möglich  ist,  der  Gleichung  a  »&  2f^  —  ^  zu  genügen, 
und  dafs  somit  2/y*  +  2gffZ  +  fe^  ein  quadratischer  Teiler  der 
Formel  fi  -{-  au^  ist. 

Wenn  f  eine  Primzahl  ß  von  der  Form  4n  +  3  zum  Teiler  hat 
(was  immer  der  Fall  ist,  wenn  f  von  dieser  Form  ist),  so  wird  offen- 
bar diese  Zahl  in  z^  -{-  a,  welches  dadurch,  dafs  man  e  ^=^  g  setzt,  in 
2f^  übergeht,  aufgehen,  und  es  wird  somit  ß  der  Bedingung  genügen. 

Überhaupt  mufs  es,  was  auch  f  sein  möge,  unter  den  Zahlen, 
welche  durch  2fy^  +  2gyz  +  fe^  dargestellt  werden,  und  deren  es 
unendlich  viele  g^ebt,  eine  oder  mehrere  geben,  die  sich  durch  eine 
Primzahl  von  der  Form  4n  -l-  3  teilen  lassen. 

Wenn  nämlich  alle  durch  2fy^  +  ^9y^  +  ff^  dargestellten 
Zahlen  nur  Primteiler  von  der  Form  4n  -|~  1  besäfsen,  so  würde  das 
Produkt  aller,  da  jeder  Teiler  alsdann  von  der  Form  p*  +  ^  wäre, 
selbst  wenn  man  den  Faktor  2  noch  hinzunähme,  von  derselben 
Form  sein.  Mithin  müfste  man,  welches  auch  die  relativprimen 
Zahlen  y  und  e  sein  mögen,  stets  der  Gleichung 

^«  +  u«  =  2fy'  +  2gyz  +  fi^ 

genügen  können.    Die  allgemeinste  Art,  dieser  Gleichung  Genüge  zu 
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leisten,  besteht  dariu,  dafs  man  unbestimmte  Zahlen  Ä,  B,  M,  N  an- 
nimmt, und  daraus  die  Werte  bildet: 

t^Ay  +  Be,    w  =  Jlfy  +  Nis. 

Alsdann  müTste  man  die  identische  Gleichung  habep: 

(Ay  +  B0y  +  {My  +  NzY  =  2fy^  +  2gye  +  A«, 

imd  bieraas  würden  sich  die  drei  Gleichungen  ergeben: 

A^  +M^  =  2f 

AB  +  M11  =  g 

B*  +  N*    =A 

Multipliciert  man  die  erste  mit  der  dritten^  und  subtrahiert  man  von 
em  Produkte  das  Quadrat  der  zweiten,  so  erhält  man: 

(AN  —  BMy  =  2f^  -g^^a. 

Es  mülflte   demnach  a  ein  Quadrat  sein.     Dies   ist  aber  nicht  der 
Fall,  da  a  eine  Primzahl  und  der  Fall  a  =  1  ausgenommen  ist. 

Somit  können  nicht  alle  Primteiler  der  Formel  2/y  +  2gyjs  +  />* 
Ton  der  Form  4n  -^  1  sein;  es  giebt  daher  einen  oder  mehrere  von 
der  Form  4n  -|-  3.    Ist  /3  dieser  Teiler  oder  einer  von  diesen  Teilern, 

so  kann  man 

ßP  =  2fy^  +  2gyz  +  ft? 
oder: 

ßfP=  ife  +  gyf  ■{■  ay» 

setzen.    Mithin  ist  ß  ein  Teiler  von  x^  -|-  a. 

Da  übrigens  der  allgemeine  Satz,  welchen  wir  mit  dem  Namen 
,3eoiprooit&t8geBetB  swisohen  awei  Frimsahlen**  belegt  haben,  der 
bemerkenawerteate  und  fmehtbarste  Satz  der  SSahlentheorie  ist,  so 
werden  wir  später  noch  einen  zweiten  Beweis  desselben  geben,  der 
sich  auf  andere  Prinzipien  gründet. 

172. 

Es  ist  hier  der  Ort,  um  einige  ziemlich  wichtige  Sätze  an- 
zuführen, yon  denen  mehrere  nur  mit  Hülfe  des  soeben  bewiesenen 
Reciprocitätsgesetzes  bewiesen  werden  können. 

Jede  Primzahl  von  der  Form  4n  -|~  1  geht  entweder 
gleichzeitig  in  den  beiden  Formeln  f  •\' cu^y  fi  —  cu*  oder  in 
keiner  von  beiden  auf. 

Ist  a  die  betreffende  Primzahl,  und  hat  man  t^j  <»  -|-  1,  so 

wird  die  Zahl  a  in  den  beiden  Formeln  fl  +  cw*,  ^*  —  cm*,  in  denen  c 
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eine  beliebige  Zahl  ist,  aufgehen.    Ist  dagegen  (— j  =>  —  1,  so  geht 

sie  weder  in  der  einen  noch  in  der  andern  auf,  wie  sich  anmittelbar 
aus  No.  134  und  135  ergiebt 

173. 

Jede  Primzahl  von  der  Form  4n  +  3,  welche  in  ^ -|- c«* 
aufgeht,  kann  nicht  in  fi  •—  cu^  aufgehen  und  umgekehrt. 
Denn  ist  diese  Primzahl  gleich  b^  so  ist  die  Bedingung  dafiir, 

dafs  b  in  ^  +  cw*  aufgehe:   (-r^)  ■=  1   oder  (yj  =  -;-  1,   und   die 

Bedingung,   dafs   sie   in   fi  —  cu^   aufgehe,   ist  (-r-j  «a  -[-  1.     Diese 

beiden  Bedingungen  schliefsen  sich  aber  gegenseitig  aus. 

ZusatB.  Jede  Primzahl  b  von  der  Form  4n  -|-  3  ist  not- 
wendig ein  Teiler  einer  der  beiden  Formeln  ^+cfi*,  fi  —  et«*; 

denn   es   ist   immer    entweder   fyj  =  +  1    oder   i^j  =  —  1.     Bei 

diesem  und  dem  vorhergehenden  Satze  sieht  man  voa  dem  Falle  ab, 
wo  b  ein  Teiler  von  c  ist.  Alsdann  brauchte  man  nämlich  nicht  mehr 
zu  fragen,  ob  6  in  ^'  -f-  cu^  oder  in  fi  —  cu^  aufgehe. 

174. 

Wenn  die  Primzahl  c  in  den  beiden  Formeln, i'  —  au*  und 
fi  —  bu*  aufgeht,  so  geht  sie  auch  in  der  Formel  fi  —  abu*  auf. 

Denn  da   nach  Voraussetzung  (— j  =  1    und    l—j  «=»  1    ist,   so 

folgt  daraus  f— j  =  1,  und  somit  ist  c  ein  Teiler  von  fl  —  abu\ 

Dasselbe  Resultat  würde  für  eine  gröfsere  Anzahl  von  Faktoren 
stattfinden. 

175. 

Wenn  die  Primzahl  c  weder  in  der  Formel  t^  —  au*  noch 
in  der  Formel  fi  —  bu*  aufgeht,  so  geht  sie  notwendig  in  der 
Formel  fi  —  abu*  auf. 

Denn  da  nach  Voraussetzung  (— j  =  —  1  uud  l—)  =  —  1  ist, 
so  folgt  daraus  (--)  =  -|-  1^  und  somit  ist  c  ein  Teiler  von  ^  —  abu\ 

176. 

Sind  a  und  Ä  zwei  Primzahlen,  beide  von  der  Form  4n  -f~  h 
so  wird,  wenn  a  in  der  Formel  f^  -}-  Au*  aufgeht,  umgekehrt  Ä 
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in  der  Formel  ^^  4"  ^^'  aufgehen.  Geht  aber  a  nicht  in  der 
Formel  t^ -^  Au*  auf,  so  wird  auch  umgekehrt  Ä  nicht  in 
der  Formel  fi  -[-  ou*  aufgehen. 

Im  ersten  Falle   ist  nämlich  (•— -)  "■  1>  d.  h.  (— )  «=*  1,  also 

omgekehrt  l~)  =  1.     Folglich  ist  A  ein  Teiler  von  fi  +  au*. 

Im  zweiten  Falle  ist  (— j  =  —  1 ;  daraus  folgt  ebenfalls  l-jj  =  —  1 ; 
mithin  ist  A  kein  Teiler  yon  fi  -f-  au\ 

177. 

Ist  a  eine  Primzahl  von  der  Form  4n-f-ly  und  sind  A 
und  B  zwei  beliebige  Primzahlen^  welche  entweder  alle 
beide  Teiler  oder  alle  beide  Nicht-Teiler  der  Formel  fi  —  au* 
sind,  so  ist  a  ein  Teiler  der  Formel  t*  —  ABu*. 

1)  Sind  nämlich  A  und  B  Teiler  der  Formel  t*  —  au*,   so  hat 

°^  (t)  "*  ^'  V^)  '^  ^  ^^^  daher  umgekehrt  (— )  ™  1,  (— j  =  1. 
Mithin  ( )  «=  1.    Folglich  ist  a  ein  Teiler  von  t*  —  ABu\ 

2)  Sind  A  und  J3  keine  Teiler  der  Forlnel  fi  —  au*,  so  ist 
I" Jas  —  1^  l^j  =»  —  1  und  daher  umgekehrt  {—)  =  —  1^  (  /  "^  —  ^• 
Mithin  ebenfalls  ( — j  «»  1.    Folglich  ist  a  ein  Teiler  von  t*  —  ABu*, 

178. 

Ist  a  eine  Primzahl  von  der  Form  4n -|- 1  und  b  eine 
solche  von  der  Form  4n -f- 3,  welche  nicht  ein  Teiler  von 
f'\-au*  ist,  so  wird  im  Gegenteil  a  ein  Teiler  von  t* -^  bu* 
sein. 

Denn  da  nach  Voraussetzung  (-y-)  =  —  1  oder  (y j  =  +  1  ^^^9 
80  folgt  daraus  (— j  <»  1.     Folglich  ist  a  ein  Teiler  von  fi  -f*  bu*. 

Hat  man  allgemein  mehrere  Primzahlen  b,  V,  b'\  alle  von  der 
Form  4n  -(-  3,  von  denen  keine  in  a^  -^  a  aufgeht,  so  ist  a  ein 
Teiler  der  Formel  t*  +  bVVu*. 

179. 

Jede  Primzahl  c  von  der  Form  8n  -|-  1  oder  8n  -f-  7  geht 
entweder  gleichzeitig  in  den  beiden  Formeln  t* -{- au*  und 
?  +  2att*  oder  in  keiner  von  beiden  auf. 
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Denn  der  Wert  von  ( j  ist  derselbe^  wie  der  von  ( j,  da 

man  stets,  wenn  die  Zahl  c  von  einer  der  erwähnten  Formen  ist, 
nach  No.  150  (-|)  =  1  hat 

180. 

Jede  Primzahl  c  von  der  Form  8n  -f-  3  oder  Sn  -{-  5  geht 
stets  in  einer,  aber  auch  nur  in  einer  der  beiden  Formeln 
fi  +  au^,  fi  +  2oM*  auf. 

Denn  bei  den  erwähnten  Formen  hat  man  ( — j  =»  —  1 ;  mitbin 

sind   die   beiden   Gröfsen   (-— )    und   \^ — )  von  entgegengesetztem 

Zeichen.  Es  mufs  demnach  die  eine  dieser  Gröfsen  -|-  1,  die  andere 
—  1  sein.  Daraus  folgt,  dafs  c  in  der  einen  von  den  beiden  in  Rede 
stehenden  Formeln  aufgeht,  nicht  aber  in  der  andern. 

Man  beachte,  dafs  in  diesem  Satze,  ebenso  wie  im  vorhergehen- 
den, a  irgend  eine  positive  oder  negative  Zahl  ist. 

181. 

Wir  halten  uns  nicht  länger  damit  auf,  diese  Art  von  Sätzen 
noch  weiter  zu  vermehren;  doch,  glauben  wir,  werden  die  Mathe- 
matiker mit  Vergnügen  die  Anwendung  unseres  Reciprocitäts- 
gesetzes  auf  den  Beweis  zweier  allgemeinen  Sätze  sehen,  zu 
denen  Euler  auf  dem  Wege  der  Induktion  in  seinen  Opuscola 
analytica  Bd.  I  gelangt  ist,  und  die  die  Grundlage  einer 
wichtigen  Theorie  bilden.  Der  erste  ist  ungefähr  in  folgende 
Worte  gefafst  (s.  das  angeführte  Werk  S.  276): 

Wenn  man  die  aufeinanderfolgenden  Quadratzahlen 
1,  4,  9  16,  .  .  .  sämtlich  durch  eine  und  dieselbe  Primzahl 
von  der  Form  4n  4*  1  dividiert,  so  werden  die  bei  der  Divi- 
sion sich  ergebenden  Reste  nicht  nur  alle  Zahlen,  welche 
in  den  Formeln  n  —  9*  —  ?  und  3^  +  2  —  ♦*  enthalten  sind 
sondern  auch  alle  Primfaktoren,  aus  denen  diese  Zahlen 
zusammengesetzt  sind,  umfassen. 

Zunächst  sieht  man  leicht,  dafs  man,  da  c  =  4n  -f-  1  ^^f  ^^^ 

Gleichung 

a?'  +  n  —  g'  —  g  ^^ 
c 

dadurch  genügen  kann,  dafs  man  2a;  »s  2^^  -|-  1  +  c  setzt  Da  ferner  e 
von    der  Form  4w  +  1  ist,   so  ist,   falls  die  Gleichung  — -^—  =  e 
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möglich   ist,    die   Gleichung  ^ =  e    ebenfalls   möglich.     Mithin 

kann  in  der  That  jede  Zahl,  welche  entweder  in  der  Formel  n  —  g*  —  g 
oder  in  der  Formel  3*  +  J  —  n  enthalten  ist,  oder  die  um  ein  Viel- 
faches Ton  c  verminderte  Zahl  dieser  Art  als  der  Rest  angesehen 
werden,  welcher  bei  der  Division  einer  Quadratzahl  durch  c  übrig- 
bleibt Dieser  erste  Teil  des  Satzes  bietet,  wie  Euler  selbst  gezeigt 
hat,  keine  Schwierigkeiten.  Wir  gehen  zu  dem  zweiten  Teile,  welcher 
die  Anwendung  des  Reciprocitatsgesetzes  erfordert,  über. 

Ist  a  eine  Primzahl,  welche  in  n  —  3*  —  g  oder  in  2*  +  J  —  n 
aufgeht^  so  kann  man  g*  +  ? — n^=^'\;^aA  setzen.  Multipliciert  man 
also  mit  4  und  setzt  dann  für  4n  seinen  Wert  c  —  1,  so  hat  man: 

(2?  +  1)«  —  c  =  +  4aX 
Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  die  Vielfachen  von  a  weggelassen  werden, 

t  =  (2g  +  1)*.  Mj^thin  ist  c  *  oder  nach  unsrer  Bezeichnung 
(1)  =  (2j  + 1)«-^  =  1.    Aus  (-^)  =  1  folgt  aber  nach  dem  Eeci- 

procitatsgesetze    (— j  «=  1.     Demnach   ist  c   ein  Teiler   der  Formel 

j*  —  a.  Somit  mufs  sich  a  unter  den  Resten,  welche  bei  der  Divi- 
sion der  Quadratzahlen  durch  die  Primzahl  c  übrig  bleiben,  vor- 
finden.   Dies  ist  der  Satz  von  Euler. 

182. 

Der  zweite  allgemeine  Satz  (s.  das  angeführte  Werk  S.  281) 
ist  der  folgende: 

Wenn  man  die  Quadratzahlen  1,  4,  9,  16,  .  .  .  durch  die 
Primzahl  4n — 1  dividiert,  so  werden  die  bei  der  Division 
sich  ergebenden  Reste  nicht  nur  alle  durch  die  Formel 
**  +  ^ '4~  9  dargestellten  Zahlen,  sondern  auch  alle  Prim- 
faktoren, aus  denen  diese  Zahlen  zusammengesetzt  sind, 
enthalten. 

Um  dem  ersten  Teile  zu  genügen,  mufs  man  eine  Zahl  x  von 
der  Beschaffenheit  finden,  dafs  a^*  —  (»  +  2*  +  q)  durch  die  Primzahl 
c  =s  4n  —  1  teilbar  ist.  Dies  erreicht  man  aber  unmittelbar,  wenn 
man  2a:  =  2g  +  1  +  c  setzt.  Mithin  ist  die  Zahl  w  -|-  g*  -^-  g  oder 
diese  um  ein  Vielfaches  von  c  verminderte  Zahl  stets  der  Rest^ 
welchen  die  Quadratzahl  :?  bei  der  Division  durch  c  übrigläfst. 

Ist  femer  a  eine  Primzahl,  welche  in  »  +  3*  +  ?  aufgeht  und 
setzt  man  »  +  ff*  +  g  «=  «^;  so  leitet  man  daraus,  ebenso  wie  oben, 

Legend re,  Zahlentheorie  L  IQ 
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die  Gleichung  (2$  -|-  1)^  -|-  c  <»  4a^  ab.  Läfst  man  also  die  Viel- 
fachen von  a  weg,  so  hat  man  c  =  —  (2g  +  1)*,  also  (— — )  =  1. 
Hiemach  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

1)  Ist  a  von  der  Form  4m  +  1;  so  ist  die  Gleichung  C^j^l 

dieselbe  wie  l—j  =  1;  daraus  folgt  nach  dem  Beciprocitatsgesetze 
l—J  CS  1.     Mithin  ist  c  ein  Teiler  von  x^  —  a. 

2)  Ist  a  von  der  Form  4  w  —  1,  so  giebt  die  Gleichung  (— ^)  =  1 
die  folgende  (— )  —  —  1.  Daraus  folgt  nach  dem  Beciprocitats- 
gesetze (— )  =  1.    Mithin  ist  auch  hier  c  ein  Teiler  von  a;*  —  a. 

Demnach  ist  in  allen  Fällen  die  Primzahl  a,  oder  diese  Zahl 
vermindert  um  ein  Vielfaches  von  c  der  Best,  welchen  eine  Quadrat- 
zahl  bei  der  Division  durch  c  übrigläfst;  es  mufs  sich  daher  jene 
Zahl  unter  den  Besten,  welche  die  verschiedenen  Glieder  der  Reihe 
1,  4,  9,  16,  .  .  .  bei  der  Division  durch  c  ergeben,  vorfinden. 

§  7. 

Anwendung  des  vorigen  Satzes,  um  zu  erkennen,  ob  eine  Primzahl  c 
in  der  Formel  x*  +  a  aufgeht.    Fälle,  In  denen  man  die  Zahl  x 

a  priori  bestimmen  kann. 

183. 

Wenn  c  eine  etwas  grofse  Zahl  ist  und  man  wissen  will,  ob  c 
ein  Teiler  von  a?  -^  a  sei,  so  kann  die  Erhebung  der  Zahl  a  auf  die 

Potenz  — r —  sehr  langwierig  sein,  selbst  wenn  man  die  BechnuBg 

soviel  wie  möglich  abkürzt  und  darauf  achtet,  dafs  die  Vielfachen 
von  c,  so  oft  sie  sich  darbieten,  weggelassen  werden.  Ein  Ver- 
fahren,  welches  der  vorhergehende  Satz  an  die  Hand  giebt,  und 

c) 
führt,  ist  folgendes: 

1)  Ist  a  grofser  als  c,  so  setze  man  an  Stelle  von  a  den  Rest 
der  Division  von  a  durch  c.  Mithin  kann  man  immer  annehmen; 
dafs    a   kleiner    als   c   sei.    In    der   That    sieht    man    sofort,   dafs 

(mc  -{-  a)  ^     bei  der  Division  durch  c  denselben  Best  läfst  wie  a  '  . 

2)  Wenn  die  so  reducierte  Zahl  a  eine  Primzahl  ist,  so 


§  7.    Anwendang  des  vorhergehenden  Satzes.  243 

Terwandelt  sich  der  Ausdruck  ( — )  unserm  Satze  zufolge  entweder  in  ( — j 

oder  in  —  (     )  >  ^^^  zwar  kann  dieser  letztere  Fall  nur  eintreten, 

wenn  a  und  c  alle  beide  Ton  der  Form  4n  -f-  3  sind.  Da  aber  c^a 
ist,  80  kann  man  an  Stelle  von  c  den  Kest  der  Division  von  c  durch  a 

setzen.    Ist  dieser  Rest  c ,   so  hat  man  also  f — )  =  ( — ).     Somit  ist 

die  Untersuchung  des  Wertes  von  (  - )   zurückgeführt  auf  diejenige 

des  Ausdruckes   f — ),   welcher   aus   kleineren  Zahlen    besteht.     Die 

fernere  Ermittlung  des  Wertes  geschieht  daher  teils  nach  dem,  was  ^ 
wir  bereits  erwähnt  haben,  teils  nach  dem,  was  wir  noch  hinzufügen 
werden. 

3)   Ist   a  keine  Primzahl,   so   zerlege  man  dieselbe  in  ihre 
Pnmfaktoren  a,  ß,  y,  . . .,  unter  denen  auch  2  enthalten  sein  kann. 

Dann  ist  (— j  gleich  dem  Produkte  \—j  y-^J  (~j  •  •  •  Von  den  Fak- 
toren a,  ßf  y,  . . .  lasse  man  diejenigen  weg,  welche  Quadrate  sind, 
da  allgemein   f — j  =  (— j  (— )  =  +  1  ist.    Femer  beachte  man,  dafs 

nach  No.  150  (-^-)  =  +  1,  sobald  c  die  Form  8n  +  1,  und  (--)  ==  —  1 

ist,  sobald  c  die  Form  8n  +  3  besitzt. 

Mit  Hülfe  dieser  Vorschriften  und  ümkehrungen,  wie  sie  durch 
den  Satz  des  vorhergehenden  Paragraphen  gegeben  sind,  findet  man 

bald  den  Wert  des  gegebeneu   Ausdrucks  ( -j.     Die  Rechnung,  die 

derjenigen  ziemlich  ähnlich  ist,  mittelst  welcher  man  den  gröfsten 
gemeinschaftlichen  Teiler  zweier'Zahlen  sucht,  ist  nahezu  ebenso  leicht 
und  einfach  wie  diese. 

184. 
Beispiel  1. 

Um  den  Wert  des  Ausdrucks  (tötö)  ^^  erhalten,  bemerken  wir, 

dab  diese  beiden  Zahlen  Primzahlen  sind.  Unserm  Satze  zufolge 
erhalten  wir  also: 

/  601  \  /  1013  \ 

\  1018  /         \  601  7  • 

Die  Division   von  1013  durch  601   giebt  412  als  Rest,  und  da  412 

16* 
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das  Produkt   aus  4  und   103  ist;   so   kann   man  den  quadratischen 
Faktor  4  weglassen.     Dies  giebt: 


/j^Ol  \  ^  /108\ 

\  1013  /         \  601  /  • 


(J2L\  =  _  1. 


Da  aber  103  ebenfalls  eine  Primzahl  ist,  so  hat  man  nach  unserm 
Satze: 

/103\  _  /601\ 
\  601  /  V  103  /  ' 

und  wenn  man  601  durch  103  dividiert  und  nur  den  Rest  beibehält: 

i  \  103  /  V    103    /  \  103  /  V  17  /  \  17  /  • 

Mithin  ist: 

1 1013  / 
Demnach  ist  1013  kein  Teiler  von  rc*  +  601. 

um  dieselbe  Ermittlung  des  Wertes  auf  dem  gewohnlichen  Wege 
auszuführen,  hätte  man  601  auf  die  Potenz  506  erheben  müssen^ 
indem  man  die  Vielfachen  von  1013,  so  oft  sie  vorkommen,  weg- 
läfsi  Die  Zahl  506  ist  aber  im  dyadischen  Zahlsystem*)  ausge- 
drückt 111111010  d.  h.  in  andern  Worten  506  ist  die  Summe 
der  Potenzen  von  2,  deren  Exponenten  8,  7,  6^  5,  4,  3,  1  sind. 
Um  die  Potenzen  von  601,  welche  diese  Potenzen  von  2  zu  Expo- 
nenten haben,  zu  bilden^  mu£9  man  acht  Multiplikationen  oder  £r> 
hebungen  zum  Quadrat  ausführen;  darauf  bedarf  es,  um  die  verschie- 
denen Potenzen  von  601,  deren  Exponenten  2«,  2\  2%  2\  2*,  2*,  2* 
sind,  mit  einander  zu  multiplideren,  noch  weiterer  sechs  Multiplika 
tionen,  so  dafs  man,  um  zum  schliefslichen  Resultat  zu  kommen, 
vierzehn  Multiplikationen  und  ebenso  viele  Divisionen  durch  1013 
nötig  hat  Im  Übrigen  sind  behufs  besserer  Vergleichung*  der  beiden 
Methoden  die  Einzelheiten  der  Rechnung  folgende,  wobei  nur  die 
Reste  der  Divisionen  durch  1013  hingeschrieben  sind: 


*)  Ein  sehr  kurzes  Verfahren,  eine  etwas  grofse  Zahl  im  dyadischen  Zahl- 
system auszudrücken,  ist  folgendes:  Ist  z.  B.  die  Zahl  11183445  gegeben,  von  der 
im  Beispiel  3  die  Bede  sein  wird,  so  dividiere  man  diese  Zahl  durch  64;  dies 
giebt  den  Best  21  und  den  Quotienten  174741;  dieser,  durch  64  geteilt,  giebt 
den  Best  21  und  den  Quotienten  2730;  endlich  giebt  2780  durch  64  geteilt  den 
Best  42  und  den  Quotienten  42.  Nun  drückt  sich  aber  21  im  dyadischen  Zahl- 
system  durch  10101  und  42  durch  101010  aus;  mithin  wird  die  gegebene  Zahl 
durch  101010  101010  010101  010101  ausgedrückt. 

Anmerkung  des  VerfEMsers. 
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(601)»    =573 
(601)*    =(573)*=       117 
(601)«    =(117/=       520 
(601)'«  =(520)«  =  -    71 

(601)»  =    (71)« 24 

(601)«*  =  (24)»  =  -437 
(601)"«  =  (437)»  =  525 
(601)«*«  =  (525)»  =        89 

(601)»«*=        89  X       525=       127 
(601)**«  =       127  X  -  437  =  +  216 

(601)*«»  =  +  216  X  -    24 119 

(^601)*»« 119  X  —    71  =       345 

(601)««=      345  X      520=        99 
(601)«w=        99  X      573 1. 

Demnach  ist  in  der  That: 

Vl013/  ^' 

185. 
Beispiel  2. 

Man   soll  den  Wert  von  ( aöo")  bilden. 

Dazu    zerlege  man  402  in  seine  drei  Faktoren  2  .  3  .  67.    Dann 
erhalt  man: 

\929/  \929/     \929/     \929/* 

Nun  ist  aber: 

\  929  / 

(i)=(T)=(i)=-i 

(JL)  ^  (iü)  ^  f-n LL)  _  _  1 

\929/         \  67  /         \  67  /  \67/ 

Das  Produkt  dieser  drei  Resultate  ist  -{-  1]  mithin  ist: 

l"929")  "^  +  ^• 
Es  ist   demnach  929  ein  Teiler  von  <»  +  402«»  oder  Ton  x»  +  402. 
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186. 

Beispiel  8. 

Wir  nehmen  noch  eine  sehr  grofse  Primzahl  z.  B.  22366891 
und  untersuchen;  ob  diese  Zahl  ein  Teiler  von  7?  -|-  1459  ist. 

Dazu  mufs  man  den  Wert  von  (  22  see  891 )  ^^^^®^-  ^*  "'"^  ^^^ 
gleichfalls  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  -|-  3  ist,  so  ist  dieser 
Wert: 

/  22  866  891  \ ^_^^L\  =  —  (--"^^  \ /196\ 

\       1469       /  ~"         \  1459^/  "^         \  42T  /  \421  /  ' 

(weil  196  eine  Quadratzahl  ist).  Demnach  ist  der  gesuchte  Wert 
gleich  —  1.     Es  ist  daher  22366  891  ein  Teiler  von  x^  +  1459. 

Dies  hätte  man  auf  dem  gewohnlichen  Wege  nur  durch  Aus- 
führung von  34  Multiplikationen  und  ebenso  vieler,  wegen  des  Divi- 
sors 22366  891  sehr  mühsamer  Divisionen  finden  können. 

187. 

Nachdem  man  nun  die  Gewilisheit  erlangt  hat;  dafs  die  Primzahl 
c  ein  Teiler  von  a?*  +  a  ist,  hat  man  noch  den  Wert  von  x  zu 
bestimmen^  welcher  die  Division  ausführbar  macht.  Dies 
kann  in  einigen  allgemeinen  Fällen^  die  wir  anführen  wollen^ 
a  priori  geschehen. 

1)  Ist  c  =  4ii  +  3,  so  ist  die  Bedingung  der  Möglichkeit  der 
Division,  dafs  (— a)^'*+^ —  1  durch  c  teilbar  sei.  Mithin  ist  0^"+*+ a 
durch  c  teilbar.  Nimmt  man  also  a;  =  0*+*  oder  gleich  dem  Reste, 
welchen  a"+^  bei  der  Division  durch  c  läfst,  so  ist  man  sicher,  dafs 

—   eine   ganze  Zahl  ist.     Dieser  erste  sehr  allgemeine  Fall 

umfafst  bereits  die  Hälfte  aller  möglichen  Fälle.  Es  bleibt 
daher  nur  noch  der  Fall  c  =  4n  +  1,  welcher  die  beiden  Formen 
8n  +  1  und  8n  +  5  einschliefst,  zu  untersuchen  übrig. 

2)  Ist  c  =  8n  +  5,  so  erfordert  die  Bedingung  der  Möglichkeit, 
dafs  «***+*  —  1  durch  c  teilbar  sei.  Diese  Gröfse  ist  aber  das  Pro- 
dukt der  beiden  Faktoren  a^"+^  +  1  und  a*"+^  —  I5  somit  mufs  einer 

•  dieser  Faktoren  durch  c  teilbar  sein.    Ist  der  Faktor  o?"^-^^  +  1  durch 

c  teilbar,  so  setze  man  a;  =  a"+S  wodurch  — — — =c  wird.    Ist 

'  c 

aber  der  andere  Faktor  durch  c  teilbar,  so  setze  man  ebenso  d'=a"~^^; 

dann  ist =  €.    In  diesem  letzteren  Falle  hat  man  also  nur 

c 
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x^  4-  9^ 
noch  der  Gleichung  — — —  =  e  zu  genügen.    Nun  kann  man,  da  c 

Ton  der  Form  4m  +  1  ist,  immer  c  =  /^  +  gr*  setzen.  Sucht  man 
sodann  die  Unbestimmten  p  und  q,  welche  der  Gleichung 

d'  =  fp  +  gq 
genügen,  so  folgt  daraus: 

x  =  fq  —  gp. 
Denn  hieraus  ergiebt  sich: 

«*  +  ^ = (/* + i/')  (p* + «*)• 

Demnach  ist  x^  +  #*,  und  folglich  a?*  +  a  teilbar  durch  c 

3)  Der  letzte  zu  betrachtende  Fall  ist  (;  =>  8n -f-  1*    Als- 
dann  aber  kann  man  der  Gleichung  — ~ —  =  e  nicht  immer  auf  eine 

direkte  Weise  und  ohne  Probieren  Genüge  leisten.  Ist  n  =  aß,  wo 
ß  eine  ungerade  Zahl  und  a  eine  Potenz  von  2  ist,  so  kann  es,  da 
die  Bedingung  der  Möglichkeit  erfordert,  dafs  o***/*  —  1  durch  c  teil- 
bar sei,  vorkommen,  dafs  sich  a^  +  1  durch  c  teilen  läfst,  und  als- 
dann findet  man,  da  ß  ungerade  ist,  den  Wert  von  x  gerade  so,  wie 
man  ihn  im  Falle  c  <=  8n  +  5  gefunden  hatte. 

Ist   a^  +  1   nicht  durch  c  teilbar,   so  findet  man  keine 
Losung  a  priori.     Man  mufs  demnach,  wenn  man  die  Gleichung 

=  e  auflosen  will,  die  verschiedenen  Glieder  der  Reihe  c  —  a, 

c  '  ' 

2c  —  a,  3c  —  a,  4c  —  a,  ...  berechnen,  bis  man  eines  findet,  das 

ein  vollkommenes  Quadrat  ist  und  den  Wert  von  x^  giebt.    Übrigens 

enthält  diese  Reihe  notwendig  das  gesuchte  Quadrat,  und  zwar  mufs 

dieses  kleiner  als  —  c^  sein,  so  dafs  die  Anzahl  der  zu  berechnenden 

1 
Glieder  --r-c  nicht  übersteigen  kann. 

Ist  z.  B.  die  Gleichung 

X*  +  229    __ 

641  ^ 

(229  \ 
•— )  ==  1  bereits 

festgestellt  ist,  so  mufs  man  die  verschiedenen  Glieder  der  arith- 
metischen Progression,  deren  allgemeines  Glied  641  e  —  229  ist, 
bilden.    Diese  Progression  ist: 

412,  1053,  1694,  2335,  . . . 

Indessen  mufs  man  dieselbe  bis  zum  94*^  Gliede  fortsetzen,  ehe  man 
das  Quadrat  60025,  dessen  Wurzel  x  «=  245  ist,  findet.  Allerdings 
kann  man   viele  Glieder  unbeachtet  lassen,   wenn  man  vorhersieht. 


248  Zweiter  Hauptteil. 

dafs  die  Endziffer  derselben  keine  von  denen  ist,  die  den  Quadrat 
zahlen  eigen*)  sind.  Jedoch  bleibt  die  Arbeit  auf  diesem  Wege  immer 
noch  ziemlich  langwierig,  wenn  die  gesuchte  Zahl  x  nicht  viel  kleiner 

als  yC  ist. 

188. 

Um  diese  Bestimmung  weniger  mühsam  zu  machen, 
kann  man  sich  auf  Eigenschaften  der  Teiler  stützen,  die 
wir  später  beweisen  werden.  Diesen  Eigenschaften  zufolge  ist 
jeder  Teiler  der  Formel  ^  +  ^w*  selbst  von  der  Form  y*  +  az^,  oder 
er    nimmt    wenigstens    diese  Form    an,    wenn   man   ihn   mit  einer 

Zahl  |),  die   kleiner  als  ^y^  ^^'   multipliciert.     Nimmt   man  an, 

dafs  man  pc  =  /**  +  ag^  gefunden  habe,  so  bestimme  man  x  aus  der 
Gleichung: 

Dann  wird  der  Wert  von  x  derart  sein,  dafs  x^-{-a  durch  c  teilbar  ist. 
So  erkennt  man  in  dem  vorigen  Beispiel  bald,  dafs  die  Zahl  641 
nicht  von  der  Form  f^  +  229 g^  ist;  sie  wird  es  aber,  nachdem  man 
sie  mit  14  multipliciert  hat;  denn  es  ist: 

641  X  14  =  8974  =  57«  +  229  .  5*. 

Setzt  man  also  57  =  5a:  +  641  y,  so  findet  man  a;  ==  —  245.  Dieses 
Verfahren  kann  viele  Versuche  ersparen,  und  es  wird  besonders  vor- 
teilhaft, wenn  a  etwas  beträchtlich  ist  Die  Tafeln  zeigen  nämlich 
je  nach  der  Form  Aaz  -{-  a  der  Zahl  c  den  Multiplikator  an,  ver- 
mittelst dessen  das  Produkt  pc  auf  die  Form  f^  +  ag^  gebracht  wird. 

*)  Das  Quadrat  der  Zahl  10  m  -f  ^  ist  100  m^  -f  20mn  -f  m';  mithin  ist 
die  Endziffer  des  Quadrats  von  10  m  -f*  ^  dieselbe  wie  die  Endziffer  des  Quadrate 
von  n.  Nan  haben  aber  die  Quadrate  der  Zahlen  0,  1,  2,  3,  ...  9  zu  Endziffern 
eine  der  Ziffern  0,  1,  4,  6,  6,  9;  mithin  kann  kein  Quadrat  mit  2,  3,  7,  8 
endigen. 

Zu  dieser  Bemerkung  kann  man  noch  hinzufügen: 

1)  Wenn  die  letzte  Ziffer  eines  Quadrates  0  ist,  so  müssen  die  letzten  bei- 
den Ziffern  zwei  Nullen  sein. 

2)  Wenn  die  letzte  Ziffer  5  ist,  so  müssen  die  beiden  letzten  26  sein. 

3)  Wenn  die  letzte  Ziffer  ungerade  ist,  so  muls  die  vorletzte  gerade  sein. 

4)  Wenn  die  letzte  Ziffer  4  ist,  so  muTs  die  vorletzte  gerade  sein,  damit 
die  ganze  Zahl  durch  4  teilbar  sei. 

5)  Wenn  die  letzte  Ziffer  6  ist,  so  muls  die  vorletzte  ungerade  sein  aas 
demselben  Grunde.  Anm.  d.  Verf. 
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§8. 

Methode,  um  o;  so  zu  bestimmen,  dafs  a?  -^  a  dorcli  eine  beliebige 

Zusammengesetzte  Zahl  N  teilbar  sei. 

189. 

Ist  c  eine  Primzahl  und  a  irgend  eine  durch  c  nicht  teilbare 
Zahl,  und  will  man  den  Wert  von  x  wissen,  für  welchen  x^  •\-  a  durch 
c^  teilbar  ist,  so  suche  man  zunächst  nach  dem  Vorhergehenden 
den  Wert  von  #,  ftir  welchen  ^*  +  a  durch  c  teilbar  ist,  und  setze 
sodann: 

(^  +  Z^^)"*  =  jp  +  qY^^. 
Dann  ist  ebenso:  

mid  das  Produkt  beider  Gleichungen  giebt: 

{^^  +  a)'«  =  p'  +  aq\ 

Demnach   ist  jp'  -f-  ag^  durch  o"*  teilbar.    In  diesem  Resultat  sind  q 
und  c  prim  zu  einander.     Man  kann  daher 

j)  =  ga:  +  c"*y 

setzen,  und  es  wird  o;^  +  ^  durch  <f*  teilbar  sein,  was  verlangt  wurde. 
Wir  haben  soeben  vorausgesetzt,  dafs  q  nicht  durch  c  teilbar  ist. 
Denn  wäre  dies  der  Fall,  so  würde  p  zufolge  der  Gleichung 

deren  linke  Seite  durch  (f^  teilbar  ist,  ebenfalls  durch  c  teilbar  sein. 
Es  ist  aber: 

'^       ^  ^^       \  .^      ^        "I  1.2.3.4  ^        "  ' 

und  da  -Ö^  +  a  durch  c  teilbar  ist,  so  kann  man  —  %^  ■\-  Ac  für  a 
setzen,  wodurch  p  von  der  Form  wird: 

oder: 

p  =  2"»-^ö^  +  JBc. 

Nun  ist  aber  %  nicht  durch  c  teilbar,  demnach  kann  auch  nicht  p 
und  somit  auch  nicht  q  durch  c  teilbar  sein. 

Ist  die  Zahl  a  durch  c  teilbar,  so  ist  die  Gröfse  x^  -^  a  eben- 
Ms  dnrcli  c  teilbar,  wenn  man  x^^Q  oder  gleich  einem  Vielfachen 
von  c  setzt.     Es  ist  jedoch  häufig  unmöglich,  dals  x^  '\-  a  durch  (^ 


•^ 


1 


'* 
I 


*;• 


.f 


t 


[f 


\:»- 
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oder  durch  eine  höhere  Potenz  von  c  teilbar  sei.  Ist  z.  B.  a  durch  c^ 
aber  nicht  durch  c^  teilbar,  so  ist  offenbar  s^  -]-  a  niemals  durch  c^ 
teilbar. 

190. 

Es  ist  nun  leicht,  den  Wert  von  x,  falls  dies  überhaupt  mög- 
lich ist,  zu  finden,  für  welchen  x^  ••{'  a  durch  irgend  eine  sn- 
sammengesetste  Zahl  N  teilbar  ist. 

1)  Sind  N  und  a  relative  Primzahlen,  so  zerlege  man  N 
in  seine  ungeraden  Primfaktoren  a^ßf*y* . , ,  und  suche  nach  der  vor- 
stehenden Methode  die  Zahlen  ^  J5,  (7,  . . .,  für  welche  die  Grofsen 

Ä*  +  a         B^  +  a         C»  +  a 


•  •  • 


ganze  Zahlen  werden.   Sodann  hat  man  den  unbestimmten  Gleichungen 

a;  =  ^  +  a^y  =  +  B  -f  /J^;ef  =  +  C  +  y"!«  =  . . . 

zu  genügen,  und  man  sieht  leicht,  dafs,  wenn  a^  -^  a  durch  jeden 
der  Faktoreni«^,  /J^,  y*",  ...  teilbar  ist,  es  auch  durch  ihr  Produkt 
€^ßf*y*  . . .  teilbar  ist 

2)  Sind  die  Zahlen  N  und  a  nicht  prim  zu  einander,  so 
sei  ^*a)  ihr  gröfster  gemeinschaftlicher  Teiler,  wobei  ^*  das  grofste 
in  if^G)  aufgehende  Quadrat  ist,  und  somit  o  nur  noch  einfache  Fak- 
toren besitzen  kann.     Alsdann  hat  man  zu  setzen: 

j^=  tlf^oN'y     a  =  if^cna,     x  =  tl;(ox\ 
Dadurch  geht  die  aufzulösende  Gleichung  — ^- —  =  e  über  in : 

(ox'^  +  a 

^^—  -  =  «. 

In  dieser  müssen  o  und  N'  zu  einander  prim  sein;  denn  wenn  sie 
einen  gemeinschaftlichen  Teiler  tc  hätten,  so  müfste  auch  a  «durch  x 
teilbar  sein  (da  sonst  die  aufzulösende  Gleichung  unmöglich  wäre). 
Mithin  würde,  entgegen  unserer  Annahme,  o^^  nicht  der  gröfste  ge- 
meinsame Teiler  von  a  und  N  sein. 

Da  (o  und  N'  prim  zu  einander  sind,  so  kann  man  zwei  ganze 
Zahlen  fnnd  g  von  der  Beschaffenheit  finden,  dafs  fio  — gN'  =^  1  ist. 

Multipliciert  man  also  die  Gleichung -^i =  e  mit  f  und  setzt 

gK  •\'  \  an  die  Stelle  von  /*g),  so  geht  diese  Gleichung  über  in: 

N'  ^• 

Mithin  ist  die  Aufgabe  auf  den  vorigen  Fall  zurückgef&hrt,  in 
welchem  N  und  a  zu  einander  prim  sind. 
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191. 
Wenn  die  Zahl  N  aufser  den  in  den  vorhergehenden  beiden  Fällen 
betrachteten  ungeraden  Faktoren  a^,  /J",  y",  ...  noch  den  Faktor  2"» 
enthält,    so  mufs  man  die  für  jeden  ungeraden  Faktor  gefundenen 
Werte  mit  demjenigen  verbinden,  welcher  aus  der  Gleichung 


e, 


IW»  ' 


2' 

mit  der  wir  uns  sogleich  beschäftigen  werden,  hervorgeht. 

Ist  a  durch  4  oder  durch  eine  höhere  Potenz  von  2  z.  B.  durch  2^' 
oder  2'*+*  teilbar,  so  mufs  man  x  =  2^x  setzen.  Dadurch  wird  die 
Aufgabe  unmittelbar  auf  den  Fall  zurückgef&hrt,  wo  a  ungerade  oder 
das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist. 

Ist  a  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  so  ist  ersichtlich,  dafs 
die  Gleichung  a?*  +  ^  =  2"*y  nur  in  dem  einen  Falle  w  =  1  auf- 
loäbar  ist,  so  dafs  wir  von  diesem  Falle  absehen  können. 

Ist  demnach  a  ungerade  und  w>  1,  so  mufs  x  ungerade  sein, 
und  da  alsdann  a^  von  der  Form  8n  +  1  ist,  so  erhält  man  je  nach 
den  verschiedenen  Formen  von  a  =^  ^c  die  entsprechenden  Formen 
Ton  X*  +  c  wie  folgt: 

c  =  8n  +  1,   a?«  +  c  =  8n  +  2,  x^  —  c  =  8n 
c  =  8n  +  3,  x^  +  c  =  8n  +  4:,      a?  —  c=^8n  +  6 
c  =  8n  +  5,   a;«  +  c  =  8n  +  6,  s^  —  c  =  8n  +  4: 
c=8n  +  7,  x^  +  c  =  8n         ,  x^  —  c  =  8n  +  2. 

Scheidet  man  demnach  die  Fälle  aus,  welche  nicht  gestatten, 
dafs  x^  -\-  c  durch  eine  höhere  Potenz  von  2  als  die  erste  teilbar  ist, 
SO  sind  die  übrigbleibenden  Fälle  die  folgenden  vier: 

c  =  8n  +  1       ,      x^  —  c  =  8n 
c  =  8n  +  3  *   ,      x*  +  c  =  8w  +  4 
c  =  8w  +  5      ,      x^  —  c  =  8n  +  4: 
.    (•  =  8w+7       ,      ic*  +  c  =  8n. 

Der  zweite  und  dritte  Fall  sind  nur  fiir  den  einen  Wert  m  =  2  auf- 
lösbar, und  zwar  ist  dann  die  Lösung  einfach  x  =  1, 

Die  beiden  andern  Fälle,  in  denen  a  =  —  1  +  8«  ist,  sind  für 
beliebige  Werte  des  Exponenten  m  auflösbar,  und  kann  man  zur 
Lösung  leicht  durch  aufeinanderfolgende  Substitutionen  gelangen.  ''Ist 

z.  B.  die  zum  vierten  Falle  gehörige  Gleichung 

a;'  4-  16   _ 

gegeben,  und  setzt  man  x  =  l,  so  hat  man  x^  -{'  15  =»  2^    Ist  also: 

a?  =  1  +  2^x\ 
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80  ergiebt  sich  durch  Substitution  die  Gleichung: 

1  +  a?'  +  2*a;'«  =  2«y. 
Dieselbe  zeigt^  dafs  1  -f-x'  durch  4  teilbar  sein  mufs.    Setzt  man  also 

;x! 1  +  4a:", 

so  erhält  man: 

— ir-  =  ^- 

Folglich:  x'  =  7,  rc'  =  27,  a;  =  217. 

Sobald  man  eine  specielle  Lösung  x  =  ^  kennt,  so  erhält  man 
daraus  die  allgemeine  Lösung  a;=ä'""'*a;'+0',  welche  der  gegebenen 
Gleichung  ä*  +  ^  *=  2"*y  genügt^  weil  w  >  1  ist.  Dieser  Wert  mufs 
sodann  mit  denjenigen  verbunden  werden,  welche  ausdrücken,  dafs 
x^  -^r  a  durch  die  verschiedenen  ungeraden  Faktoren  von  N  teilbar  ist 

Wir  haben  jetzt  zu  untersuchen,  wieviele  Lösungen  die  Glei- 
chung — ^ —  =  e  haben  kann.    Jedoch  beschränken  wir  uns 

hierbei  auf  die  Fälle,  wo  ^eine  ungerade  Zahl  oder  das  Dop- 
pelte einer  ungeraden  Zahl  ist. 

192. 

Ist  1^  ungerade  und  prim  zu  a,  so  ist  die  Anzahl  der 
Lösungen  der  Gleichung 

gleich  2*"'*,  wo  i  die  Anzahl  der  verschiedenen  in  'S  auf- 
gehenden Primfaktoren  ist. 

Ist  zuerst  ^»»a^,  wo  a  eine  Primzahl  ist,  so  behaupte  ich, 

dals  es  nur  eine  Weise  giebt,  der  Gleichung  — -Z —  =  c  zu  genügen. 

Denn  gäbe  es  zwei  Lösungen,  welche  durch  x  und  x  bezeichnet  seien, 
so  müfste  x^  —  x^  durch  a^  teilbar  sein,  und  da  keiner  der  Faktoren 
a;  +  ä',  X  —  X   durch  af-  teilbar  ist,  weil  x  und  x'  als  ungleich  und 

kleiner  als  —of-  vorausgesetzt  sind,  so  müssen  diese  Faktoren  a;-f  ;r', 

X  —  X  alle  beide  durch  a  teilbar  sein.  Mithin  würde  auch  ihre 
Summe   2a;   durch   a   teilbar  sein.     Ist  aber  x  durch  a  teilbar,  so 

müfste   der  Gleichung  — -^ —  =  e  zufolffe   auch  a  durch   a  teilbar 

sein.   Da  nun  a  und  "N  prim  zu  einander  sind,  so  kann  die  Gleichung 

— "^ —  =  e  nur  eine  Lösung  haben,  die  kleiner  als  -^af-  ist. 

Ist  zweitens  ^=  a^/J"  und  sind  A  und  'S  die  Werte  von  x. 
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welche  den  Gleichungen  — -j —  =  e,  — ^ —  =  e  genügen,  und  kom- 

biniert  man  femer  nach  No.  13  die  beiden  Werte  a;  =  -4.  +  a^y  und 
y^=^S-\-ßf^0  mit  einander,  so  ist  klar,  dafs  man  wegen  des  dop- 
pelten Zeichens  +  zwei  Werte  von  x  von  der  Form. 

erhält,  von  denen  jeder  dadurch,  dafs  man  für  x  den  passenden  Wert 

nimmt,  kleiner  gemacht  werden  kann  als  y-^*    Mithin  hat  im  Falle 

zweier  ungleichen  Faktoren  a  und  ß  die  gegebene  Gleichung  zwei 
Losungen. 

Giebt  es  einen  dritten  Faktor  7/^,  so  mufs  man  den  gefun- 
denen Wert  x^=^K-\-(x?'^x  mit  einer  dritten  Formel  a;=  +  ^"h "f^ 
kombinieren,  und  es  ist  klar,  dafs  man  vier  Lösungen  von  der  Form 
K -j- of-^'fx'  oder  K'  +  'Noi'  erhält,  welche  kleiner  gemacht  werden 

können  als  -^N, 

Überhaupt  verdoppelt  jeder  neue  Faktor  die  Anzahl  der  durch 
die  Vorhergehenden  Faktoren  erhaltenen  Losungen.  Demnach  erhält 
man  2'~^  Losungen,  wenn  i  die  Anzahl  der  Faktoren  a^,  ßf*,  y*,  ..., 
aas  denen  N  zusammengesetzt  ist,  bezeichnet. 

Bemerkung.    Ist  j^T  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  so  hat 

die  Gleichong  — ^ —  =  e  ebenfalls  2»~*  Losungen.    Denn  ist  d*  ein 

Wert  von  x,  für  welchen  a;*  +  a  durch   ^^  teilbar  ist,   so  wird 

r  -f-  a  für  diesen  Wert  oder  wenigstens  für  den  Wert  ^  ^ —  ^  durch 
N  teilbar  sein. 

193. 
Ist  N  eine  ungerade  Zahl  oder  das  Doppelte  einer  sol- 
chen und  haben  die  beiden  Zahlen  N  und  a  einen  gemein- 
schaftlichen Teiler  a>,  welcher  durch  keine  Quadratzahl  teil- 
bar ist,  so  besitzt  die  Gleichung 

x^  +  a 

stets  2*'-"*  Lösungen,  wenn  i  die  Anzahl  der  ungeraden  und 

ungleichen  Primfaktoren  ist,  welche  in  N  aber  nicht  in  a 

aafgeheii. 

Ist  nämlich: 

N  =  (oN'y    a  =  (oa\    x  =  ox', 

so  geht  die  gegebene  Gleichung  über  in: 

aas   P 
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Da  nun  o  und  N'  keinen  gemeinsamen  Teiler  faaben^  so  kann  man 

f(o—gN'=l 
setzen.     Dies  ergiebt  die  reducierte  Gleichung: 

Nun  besitzt  diese, 'da  N'  und  fa  prim  zu  einander  sind,  soviel  Lo- 
sungen, als  in  2*~^  Einheiten  enthalten  sind,  wobei  i  die  Anzahl  der 
ungeraden  und  ungleichen  in  N'  aufgehenden  Primfaktoren  bezeichnet^ 
und  setzt  man  allgemein: 

so  erhält  man: 

x^ci%  +  oN'x'  =  ©#  +  Nx\ 

Demnach  giebt  es  ebensoviele  Werte  von  x,  die  kleiner  als  —N  sind, 

als  es  Werte  von  x'  giebt,  die  kleiner  als  y-N^  sind;  mithin  ist 
die  Anzahl  dieser  Werte  gleich  2'""*. 

194. 

Wenn  die  Zahl  N,  wel^^he  ungerade  oder  das  Doppelte 
einer  ungeraden  Zahl  ist,  mit  a  einen  beliebigen  gemein- 
schaftlichen Teiler  hat,  und  dieser  Teiler  durch  co^*  dar- 
gestellt wird,  so  dafs  JST^^'o^'  ist,  wo  cd  durch  kein  Qua- 
drat mehr  teilbar  sein  soll^  so  besitzt  die  Gleichung 

X*  4-  a 

-^ — ' 

ebenso  viele  Losungen,  als  ^ .  2'~^  Einheiten  besitzt,  wobei 
i   die   Anzahl    der    ungeraden   und   ungleichen,    in    If    auf- 
gehenden Primfaktoren  bezeichnet 
In  diesem  Falle  ist  nämlich: 

a  =  ii^iody     X  =  il)iox\ 

und  die  aufzulösende  Gleichung  geht  über  in: 

<dä'*  4-  a' 

Dieselbe  ergiebt,  wie  wir  in  der  vorigen  Nummer  gesehen  haben, 
2'~*  Werte  von  x\  welche  kleiner  als  ö  -^'  sind.   Ist  daher  allgemein: 

X  =^  +  N'x\ 
so  erhält  man: 

X  =  ^0)^  -f-  tlfG)N'x'\ 

Da  es  nun  ausreicht,  wenn  die  Werte  von  x  kleiner  oder  nicht  grofser 
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als  --JN'=  — ^*oi\r  sind,  so  kann  man  offenbar  x''  die  aufeinander- 

folgenden  Werte  0,  +1,  +2,  ...  bis  +  y(^  ~~  ^)  geben.  Die  An- 
zahl dieser  Werte  ist  augenscheinlich  gleich  ^.  Demnach  liefert 
jeder  Wert  von  x,  welcher  kleiner  als  y^'  ^^^   ^  Werte  von  x, 

welche  kleiner  sind  als  -^N,    Mithin  ist  die  Anzahl  aller  Werte  von 

X  gleich  if .  2*--^ 

Bemerkung.  Diese  Formel  ist  auch  für  den  Fall  i  s=  0  richtig, 
d.  L   wenn   die  Zahl  N  oder  wenigstens  die  Hälfte  derselben  ein 

Teiler  von  a  ist.  Alsdann  reduciert  sie  sich  auf  yV';  man  muTs 
jedoch  den  in  y^  enthaltenen  Bruch  als  ganz  rechnen,  so  dafs,  wenn 
it»  =  2A  +  1  ist,  man  Ä  -f-  1  für  — ^  zu  nehmen  hat. 

Ja 

§9. 
Anf losnng  der  symbolischeH  Gleichungen  (y)  =  1 ,  (yj  =  —  1 ,  In 

denen  c  eine  Primzahl  ist. 

195. 

Es  ^sei  c  irgend  eine  Primzahl,  und  es  sei  die  Aufgabe  ge- 
stellt, alle  Werte  von  x  zu  finden,  welche  der  Gleichung 

c-l      • 

■ 

l—j  =  1     oder =  e 

genügen. 

Wie  leicht  zu  sehen,  kann  man  x  =  y^  setzen,  wo  y  irgend 
eine  durch  c  nicht  teilbare  Zahl  ist.  Demnach  werden  die  verschie- 
denen Werte  von  x  sein: 

1,  4,  9,  16,  ...  bis  (— 2 — )    einschliefslich. 

Diese  Werte  können  sämtlich  unter  c  herabgedrückt  werden,  wenn 
man  davon  die  in  ihnen  enthaltenen  Vielfachen  von  c  subtrahiert, 

und  ihre  Anzahl  ist,  wie  man  sieht,  —  — .     Sie  kann  nicht  gröfser 

sein,  da  der  Exponent  von  x  nur  — ~ —  ist:  sie  kann  aber  auch  nicht 

kleiner  sein,  da,  wenn  die  beiden  Quadrate  m',  n^,  von  denen  jedes 

kleiner  als  (— s")  ^^^y  denselben  Rest  oder  denselben  Wert  von  x 
ergaben,   m^  —  n^   diirdi   c   teilbar  sein   müfste.     Dies  kann  jedoch 


-'■  ^' 
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nicht  der  Fall  sein,  da  m  -f-  n  und  m  —  n  alle  beide  kleiner  als  r 

sind.    Wir  kennen  also  die  -  -- —  Lösungen  der  Gleichung  (— )  =  ^ 

wenn  diese  Lösungen  zwischen  0  und  c  liegen.  Da  es  sich  jedoch 
nur  um  ungeradzahlige  Lösungen  handelt^  so  wird  man  von  den 
Werten  Ton  x  die  ungeraden  Zahlen  beibehalten  und  zu  den  geraden 

Zahlen  c  addieren^  was  ebenfalls  — r —  ungeradzahb'ge,  zwischen  1 

und  2  c  —  1  enthaltene  Lösungen  ergiebt. 

Um  unmittelbar  zu  diesen  Lösungen  zu  gelangen,  bilde 
man  mit  Hülfe  der  Differenzen  die  Reihe  der  ungeraden  Quadrate,  wie 
im  Folgenden: 

Differenzen:  8,  16,  24,  32,  40,    48,    56 

Quadrate:      1,    9,  25,  49,  81,  121,  169,  225,  . . .  , 

und  ziehe  sowohl  bei  den  Differenzen  wie  bei  den  Quadraten  die  Viel- 
fachen von  2  c  ab,  so  oft  sie  vorkommen,  so  wird  die  Reihe  der  Qua- 

drate  oder  vielmehr  die  Reihe  ihrer  Reste,   bis  zu  — ^ —   Gliedern 

fortgesetzt,  alle  Lösungen  der  Gleichung  l—j  ^=  1  enthalten,  welche 

ungerade,  positiv  und  kleiner  als  2o  sind.  Darauf  kann  man  diese 
Lösungen  um  irgend  ein  Vielfaches  von  2c  vermehren*,    dies  giebt 

x  =  2cz  •\-h,  wo  6  — - —  verschiedene  Werte  hat 

Wenn  man  auf  diese  Weise  alle  Lösungen  der  Gleichung  (— j  =  1 
kennt,  so  findet  man  auch,  indem  man  diese  ausscheidet,  sämtliche 
Lösungen  der  Gleichung  (— j  =  —  1.    Denn  diejenigen  Zahlen,  welche 

kleiner  als  2  c  und  nicht  unter  den  Lösungen  der  Gleichung  f  —  j  =  1 

enthalten  sind,  genügen  notwendig  der  Gleichung  (— j  =  —  1.     Die 

Anzahl  dieser  letzteren  ist  ebenfalls      ~    :  denn  da  die  Anzahl  der 

Glieder  der  Progression  1,  3,  5,  7, ...  2c  —  1  gleich  c  ist,  so  bleiben, 
wenn  man  das  Glied  c,  welches  weder  der  einen  noch  der  andern 
von  diesen  Gleichungen  genügt,  ausschliefst,  c —  1  Glieder  übrig,  von 

denen  die  eine  Hälfte  der  Gleichung  (— j  =^  1,  die  andere  Hälfte  der 

Gleichung  (— j  =  —  1  genügt.  Es  braucht  wohl  nicht  erst  hinzu- 
gefügt zu  werden,  dafs  man  die  Lösungen  dieser  letzteren  Gleichung 
ebenfalls  um  irgend  ein  Vielfaches  von  2  c  vennehren  kann. 
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196. 

Beispiel  L 

Ist  6=^41^  so  bilde  man  mit  Hülfe  der  DiiFerenzen  die  Reihe 
der  ungeraden  Quadrate ,  und  ziehe  sowohl  von  den  Differenzen  wie 
von  den  Quadraten  die  Vielfachen  von  82;  so  oft  solche  vorkommen; 
ab.    Die  Rechnung  ist  folgende: 

Differenzen:  8,  16,  24,  32,  40,         48,  56,       64,         72, 

Quadrate:       1,     9,  25,  49,  81,  121  =  39,  87  =  5,  61,  125  ==  43, 

Differenzen:         80,  88  =  6,     14,22,30,         38,        46, 

Quadrate:       115  =  33,  113  =  31,  37,  51,  73,  103  =  21,  59, 

Differenzen:         54,         62,         70,  78,  86  =  4 

Quadrate:       105  =  23,  77,  139  =  57,  127  =  45,  123  =  41  =  c. 

Die  zwanzig  ersten  Glieder  geben,  nach  ihrer  Gröfse  geordnet,  die 

folgende   Formel,    welche    alle   Losungen   der   Gleichung   (75-)  =  1 

enthalt: 

1,    5,    9,  21,  23,  25,  31,  33,  37,  39, 

81,  77,  73,  61,  59,  57,  51,  49,  45,  43.^ 

Man  beachte,  daCs  die  zwanzig  Zahlwerte,  welche  hinter  82^;  stehen, 
und  die  eigentlich  die  Losungen  der  gegebenen  Gleichung  sind,  derart 
liind,  dafs  jeder  Wert  von  h  zusammen  mit  seinem  Komple- 
ment 2c  —  b  vorkommt,  so  dafis  beide  zusammen  beständig  2c  er- 
geben. Dies  ist  allgemein  immer  dann  der  Fall,  wenn  die 
Zahl  c  von  der  Form  4m  +  1  ist;  denn  ist  &**" —  1  durch  c  teil- 
bar, so  ist  offenbar  (2c  —  ft)^"* —  1  ebenfalls  durch  c  teilbar.  Mithin 
kommt  alsdann  die  Losung  oder  Wurzel  b  stets  mit  der  Wurzel 
'2c  —  b  zusammen  Tor.  Dies  würde  aber  nicht  stattfinden, 
wenn  c  von  der  Form  4m  +  3  wäre;    vielmehr  sieht  man,  dafs, 

wenn  b  der  Gleichung  l—j  =»  1  genügt,  sein  Komplement  2c  —  b  der 
Gleichung  [—)  =  —  1  Genüge  leistet 

197. 
Beispiel  2. 
Ist  c  =B  59,  2c  =  118,  so  verfahre  man  folgendermafsen: 
Differenzen:  8,  16,  24,  32,  40,       48,       56,    64,         72, 
Quadrate:      1,    9,  25,  49,  81,  121  =  3,  51,  107,  171  =  53, 

Legeadre,  Z«hlentheorie  I.  l7 


«  =.  82«  +  j 
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DiflFerenzen:     80,      88,        96,  104,  112,      120=2,    10, 

Quadrate:     125=7,  87,  175=57,  153—35,  139=21,  133=15, 17, 

Differenzen:  18,  26,  34,    42,       50,        58,        66,        74,       82, 
Quadrate:      27,  45,  71,  105,  147—29,  79,  137  =  19,  85,  159=41 

Differenzen:       90,        98,       106,  114 

Quadrate:      123  =  5,  95,  193  =  75,  181  =  63. 

Ordnet  man  wieder  diese  29  Resultate  nach  der  Grofse,   so  erhält 
man  die  folgende  Formel,  welche  sämtliche  Losungen  der  Gleichong 

(— )  =»  1  enthält: 

a;=  118£f  +  1,  3,  5,  7,  9;   15,  17,  19,  21,  25;   27,  29,  35,  41,  45; 

49,  51,  53,  57,  63;  71,  75,  79,  81,  85;  87,  95,  105,  107. 

Mithin  sind  die  Lösungen  der  Gleichung  [tq)  «»  —  1  die  folgenden: 

X  =  118j?  +  11,  13,  23,  31,  33;  37,  39,  43,  47,  55;  61,  65,  67,  69, 

73;    77,  83,  89,  91,  93;   97,  99,  101,  103,  109;   111, 
113,  115,  117. 

§  10. 

Ermittlung  der  linearen  Formen,  welche  den  Teilern  der  Formel 

t*  +  cu^  zukommen. 

Wir  werden  zunächst  den  Fall  untersuchen,  wo  c  eine  Prim- 
zahl ist.     Für  diesen  ergeben  sich  zwei  Hauptsätze: 

198. 

Sats.  Ist  c  eine  Primzahl  4n  -|-  1  und  A  ein  beliebiger 
ungerader    Teiler    der   Formel    a? -{- c   oder   ^*  +  cn*,    so  ist 

l — )  =  1,    wenn   Ä   von   der   Form   4n  +  l,    und  ( — j  ««  —  1, 

wenn  Ä  von  der  Form  4n  +  3  ist. 

Denn  ist  a  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  -}-  1  und  ß  eine 
Primzahl  von  der  Form  4n  +  3,  welche  beide  Teiler  von  a:*  +  c 
sind,  so  hat  man  nach  No.  134: 

oder: 


(r)-'  ""'  ())  —  >■ 
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Hieraus  folgt  nach  dem  Reciprocitätsgesetz: 

(f)_i  .„d  (A)--i. 

Nun  ist  aber  die  Zahl  A^  falls  sie  von  der  Form  4n  -l*  1  ist,  das 
Produkt    einer  beliebigen  Anzahl  von  Faktoren  a  und  einer  geraden 

Anzahl    Ton  Faktoren   ß]   mithin  ist  in  diesem*  Falle   ( — )  «a  -f-  1. 

Ist  daf^^egen  die  Zahl  Ä  von  der  Form  4n  -f-  3;  so  entsteht  sie  durch 
Moltiplikation  einer  beliebigen  Anzahl  von  Faktoren  a  mit  einer  un- 
geraden  Anzahl  von  Faktoren  ß]  mithin  ist  in  diesem  zweiten  Falle 

(f )  -  -  >• 

ZO«.    B^^U^  „..  al.  »»  l  .in.  d»  1=1  .■^^«d» 

Zahlen,    welche  kleiner  als  2c  sind  und  der  Gleichung  l—j  >»  1  ge- 

nugeiiy  so  hat  man  A^^2cb  •\-h.  Von  den  Zahlen  h  kann  man  die- 
jenigen, welche  von  der  Form  4n  -f*  1  sind,  beibehalten  nnd  zu  denen, 
welche    Ton   der  Form  4n  -f-  3  sind,   2c  addieren.     Dadurch  erhält 

man  — ^   -  Zahlen  von  der  Form  4»  -|-  1,  welche  kleiner  sind  als  4c. 

Ist  a   eine  dieser  Zahlen,  so  ist  Ä=a4c0-\-a.    Dies  giebt  —^ — 

lineare  Formen  für  die  Teiler  der  Formel  f^  -f-  cu^,  welche  von 
der  Form  4n -|-  1  sind. 

Wenn    man    in    gleicher   Weise    alle   Lösungen   der   Gleichung 

(  -j  «=»  —  1   auf  die  Form  4»  +  3  bringt,   was  dadurch   geschieht, 

daCs  man  die  Zahlen  von  der  Form  4n  -|"  3  beibehält  und  zu  denen 

c  —  1 
Ton  der  Form  4»  -|-  1  2c  addiert,  so  erhält  man  — - —  Zahlen  von 

der  Form  4n  -(-  3,  die  kleiner  sind  als  4c.  Ist  a  irgend  eine  dieser 
Zahlen,  so  ist  der  Ausdruck  4css  +  ^  die  allgemeine  Form  für  die 
Teiler  4n  -f  3  der  Formel  fi  +  cwl 

So   sind  z.  B.  die  Teiler  4n  +  1  der  Formel  ^*  -|-  41m*  in  der 
Formel  enthalten: 

A~  164£r+  1,  5,  9,  21,  25;    33,  37,  45,  49,  57;    61,  73,  77,  81, 

105;    113,  121,  125,  133,  141, 

und  die  Teiler  4n  +  3  derselben  Formel  sind  enthalten  in: 

A  =  164j?-f  3,  7,  11,  15,  19;    27,  35,  47,  55,  63;    67,  71,  75,  79, 

95;    99,  111,  135,  147,  151. 

Durch  Aasscheidung  dieser  ergeben  sich  die  verschiedenen  Formen, 
welche   nicht  in   t*  +  41m*   aufgehen    und   entweder  von  der  Form 

17» 
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4n  +  1  oder  von  der  Form  4n  +  3  sind.  Überhaupt  erkennt  man 
leicht,  dafs  es  stets  ebensoviele  Formen  für  die  Nichtteiler 
wie  für  die  Teiler  giebt,   und   zwar  ist  ihre  Anzahl  gleich 

~^ —  sowohl  bei  der  Form  4»  +  1  wie  bei  der  Form  4n  -|-  3. 

Bemerkung.  Jede  in  den  linearen  Formen  der  Teiler 
von  t^ '{■' cu'*  enthaltene  Primzahl  ist  notwendig  ein  Teiler 
von  fi  -}-  cu*.    Denn  ist  Ä  diese  Primzahl,  so  hat  man,  falls  sie  von 

der  Form  4n  +  1   ist,  ( — j  =  1,   mithin  \^j  =  l,   folglich  A  ein 

Teiler  von  t*  +  cu^.    Ist  aber  Ä  von  der  Form  4n  +  3,  so  hat  man 

l — j  =  —  1,  mithin  (4- j  =  —  1 ,  folglich  Ä  ein  Teiler  von  ^  -|-  cu\ 

Auf  dieser  Bemerkung  beruht  eine  grofse  Anzahl  von 
Eigenschaften  der  Primzahlen.  Denn  da  man  für  ein  gegebenes 
c  a  priori  alle  linearen  Formen  4ce  -\-i,  welche  die  Teiler  der  Formel 
t^  -f-  cu^  annehmen  können,  bestimmen  kann,  und  da  man  anderer- 
seits auch  alle  quadratischen  Formen  py^  +  2gyi»  +  rs^,  welche  eben 
diesen  Teilern  zukommen,  zu  bestimmen  imstande  ist,  so  folgt  daraus, 
dafs  jede  in  einer  der  linearen  Formen 

4cjef  +  ^ 
enthaltene  Primzahl  von  einer  der  quadratischen  Formen 

py^  +  22yjef  +  rz^ 
sein  mufs.     Es  ist  dies  ein  äufserst  fruchtbarer  Satz,  dessen 
nähere  Entwicklung  für  die  verschiedenen  Werte  der  Primzahl  c  eine 
Menge  interessanter  Sätze  über  die  Primzahlen  liefert 

Ist  A  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  genügt  es  nicht,  dafs  die- 
selbe in  den  Formen  Acz  +  6,  welche  den  Teilern  von  t^  +  cu*  zu- 
kommen, enthalten  sei;  denn  trotz  dieser  Bedingung  könnte  es  vor- 
kommen, dafs  A  kein  Teiler  dieser  Formel  ist.  Ist  z.  B.  c  -»  41,  so 
enthält  die  Form  164jei  +  57  die  Zahl  221  ««13. 17,  welche  kein 
Teiler  von  t^  +  41t«*  ist,  da  weder  13  noch  17  in  t^  +  41m*  aufgeht. 

199. 
Satz.    Ist  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4n -f- 3  und  A 
irgend  ein  ungerader  Teiler  der  Formel  t^  -{-  cu%  so  hat  man 

stets  ( — )  =  1. 

Denn  ist  a  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  4~  I  und  ß  eine 
Primzahl  von  der  Form  4n  -\-  3,  welche  beide  Teiler  von  ^  -|-  cu* 
sind,  so  hat  man: 
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oder: 


(i)_l    und    (D—l. 
Folglich  umgekehrt: 

Mithin   giebt  jeder  Teiler  A,    welcher   das   Produkt  von   mehreren 

Primzahlen  a  und  ß  ist,  ( — )  =  1. 

ZusatB.    Jeder  ungerade  Teiler  der  Formel  fi -^  cu^  läfst 

sich  darstellen  in  der  Form  2cz  •\- a,    wo  a  eine  der  — - — 

ungeraden  Zahlen    ist,   welche  kleiner  als  2c  sind  und  der 

Gleichung  (— j  =  1  genügen. 

So  kann  z.  B.,  wenn  c  s=  59  ist,  jeder  ungerade  Teiler  der  Formel 
?  +  59 u*  dargestellt  werden  durch  die  Formel: 

i=  118^  +  1,  3,  5,  7,  9;    15,  17,  19,  21,  25;    27,  29,  35,  41,  45; 

49,  51,  53,  57,  63;  71,  75,  79,  81,  85;  87,  95,  105,  107. 

Ebenso  wie  im  vorhergehenden  Falle  beweist  man  ferner,  dafs  jede 
in  der  linearen  Form  2c0  +  a  enthaltene  Primzahl  notwendig 
ein  Teiler  von  fi  +  et**  ist 

Bemerkung.  Man  wärde,  was  die  Teiler  der  Formel  t^  —  cu^ 
anlangt,  ebenso  die  folgenden  Bätse  finden: 

1)  Ist  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  +  1  und  Ä  ein 
beliebiger  ungerader  Teiler  der  Formel  fi  —  cw*,  so  hat  man 

(  -)  =  1-     Mithin  ist  Ä  immer  von  der  Form  2cz  +  a,  wo  a 

eine  der  — -^ —  Losungen  der  Gleichung  ( — j  =  1  ist.  Um- 
gekehrt ist  jede  in  den  Formen  2cz-{'a  enthaltene  Primzahl 
ein  Teiler  der  Formel  t^  —  cw*. 

2)  Ist  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  +  3  und  A  ein 
beliebiger    ungerader    Teiler    der    Formel    t^  —  cw*,    so    ist 

( ^  ]  =  1,  falls  A  von  der  Form  in  +  1>  dagegen  ( — j  =  —  1, 
falls  A  von  der  Form  4w  +  3  ist.  Daraus  ergeben  sich  leicht 
<lie  linearen  Formen,  welche  dem  Teiler  A  zukommen.  Um- 
gekehrt ist  jede  in  diesen  Formen  enthaltene  Primzahl  ein 
Teiler  der  Formel  fi  —  cu^. 
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200. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Teiler  der  Formel  ^ -f- 2cu*,  in 
welcher  c  eine  Primzahl  ist. 

Ist  zunächst  c  «=  4w  4-  1  ^^^^  sind  a,  ö',  a",  a"  Prim- 
zahlen resp.  von  den  Formen  8w  +  1,  8n  +  3,  8n  +  5,  8n  -f-  7, 
welche  sämtlich  Teiler  von  t^  -j~  ^^^^  sind^  so  hat  man  in  diesen 
verschiedenen  Fällen  (No.  134): 

Zugleich  aber  ist  (No.  150): 

Mithin: 

Folglich  umgekehrt: 

(t)->.   ©  =  '.      (t)  =  -i.  (t^)— •• 

Es  sei  jetzt  Ä  irgend  eine  Zahl  von  einer  der  beiden  Formen 
8n  -j~  1>  8n  4-  3,  und  B  eine  Zahl  von  einer  der  beiden  Formen 
Sn-^  öy  8n  -j-  7-  Alsdann  entsteht  Ä  notwendig  durch  Multiplikation 
einer  beliebigen  Anzahl  von  Faktoren  a,  a  mit  einer  geraden  An- 
zahl von  Faktoren  a\  a\  so  dafs  stets  (~j  «a  1  ist.  Ebenso  ent- 
steht die  Zahl  B  durch  Multiplikation  einer  beliebigen  Anzahl  tou 
Faktoren  a,  a   mit  einer  ungeraden  Anzahl  von  Faktoren  a'',  a'\  so 

dafs  (— j  =»  —  1  ist. 

Ist  zweitens  c  =»  4n  -j~  3  und  sind  stets  a,  a, . .' .  Primzahlen 
von  den  Formen  8w4-l>  8w4-3,...,  welche  sämtlich  Teiler  von 
fi  -j~  2^**^  sind^  so  erhält  man^  wie  oben: 

Demnach  umgekehrt: 

(v)-'.  (^)— '.  e)— .  (?)-'• 

Sind  nun  ^  und  B  zwei  zusammengesetzte  Zahlen,  erstere  von 
der  Form  8n  +  1  oder  8n  +  7,  letztere  von  der  Form  8n  +  5  oder 
8n  4~  ^;  so  ist  leicht  zu  sehen^  dafs  die  Zahl  A  durch  Multiplikation 
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einer  beliebigen  Anzahl  yon  Faktoren  a,  a'"  mit  einer  geraden  An- 
zahl Yon  Faktoren  a,  a    entsteht^   and  demnach  stets  f  — j  ^=^  1  ist. 

Was  die  Zahl  J5  angeht  ^  so  kann  dieselbe  als  Produkt  aus  einer 
Zahl  A.    und  einem   der  Faktoren  a,  a     betrachtet  werden;   es  ist 

daher  ( — j  «a  — -  1. 

Wir  können  daher  folgende  beiden  Sätee  aufstellen: 

I.     Ist  A  ein  beliebiger  Teiler  der  Formel  i?  +  2ctt*  von 

der   Form  8n  +  1   oder  8n  +  3  und  JB  ein  Teiler  derselben 

Formel   von  der'  Form  8n  -{-  5  oder  8n  -{-  7,  so  erhält  mau^ 

wenn     c    eine    Primzahl    von    der    Form    4w  +  1    ist,    stets 

(^)-i-(f)— «■ 

IT.  Ist  A  ein  Teiler  der  Formel  i?  +  2cw*  von  der  Form 
8n  -f-  1  oder  8n  +  7  und  JB  ein  Teiler  derselben  Formel  von 
der  Form  811  +  3  oder  8w  +  5,  so  erhält  man,   wenn  c  eine 

Primzahl    von    der  Form    4n  +  3    ist,    stets    (— j  =  1    und 

201. 

Man  ersieht  hieraus,  dafs  man  a  priori  alle  linearen  Formen 
8cj;  -f-  &,  welche  den  Teilern  A  wie  den  Teilern  JB  der  Formel 
^  -f-  2cu'  zukommen,  bestimmen  kann. 

Ist  z.  B.  c  SS  29,  so  sind  die  Losungen  der  Gleichung  \—\  <»  1 : 

^  «=  58ir  +  1,  5,  7,  9,  13;  23,  25,  33,  35,  45;  49,  51,  53,  57. 

Brin^  man  diese  Losungen  mit  den  Formen  8n4~l;  8n4-3  in 
Übereinstimmung,  so  erhält  man  alle  Formen  der  Teiler  der  Formel 
i^  -f-  58u*  von  der  Form  8n  +  1  und  8w  +  3,  nämlich: 

A  =  232i?  +  1,  9,  25,  33,  35;  49,  51,  57,  59,  65;  67,  81,  83,  91, 

107;  115,  121,  123,  129,  139;  161,  169,  179, 
187,  209;  219,  225,  227. 

Ebenso  findet  man  f&r  dieselbe  Formel  sämtliche  Teiler  von  der 
Form   8n  +  5  und  8n  +  7,  nämlich: 

B  —  232^+  15,  21,  31,  37,  39;  47,  55,  61,  69,  77;  79,  85,  95, 

101,  119;  127,  133,  135,  143,  157;  159,  189,  191, 
205,  213;  215,  221,  229. 
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Ist    femer   c  =   11,    so    besitzt    die    Gleichung    \jrj  =  1   die 

Lösungen:  ^ 

rc  ==  22^  +  1,  3,  5,  9,  15. 

Bringt  man  jede  Lösung  auf  die  Formen  8n  +  1  ^"^^  8n  +  7,  so 
erhält  man  für  die  Formel  fi  +  22m*  alle  Formen  der  Teiler  von 
der  Form  8n  +  1  und  8n  +  7,  nämlich: 

^=88;?+  1,  9,  15,  23,  25;  31,  47,  49,  71,  81 
Ebenso  besitzt  die  Gleichung  f— j  =  —  l  die  Lösungen: 

a;  =  22ie?  +  7,  13,  17,  19,  21. 

Bringt  man  dieselben  auf  die  Formen  8n  -{-  3,  8n  -^  5^  so  erhält 
man  für  die  Formel  t^  +  22m*  sämtliche  Formen  der  Teiler  von  der 
Form  8n  +  3  und  8n  +  5,  nämlich: 

B  =  8Sg+  13,  19,  21,  29,  35;  43,  51,  61,  83,  85. 

202. 

Nachdem  wir  so  die  verschiedenen  linearen  Formen  Sex  -\-  h. 
welche  den  Teilern  der  Formel  t^  +  2cm*  zukommen,  bestimmt  haben, 
können  wir  beweisen,  dafs  jede  in  diesen  Formen  enthaltene 
Primzahl  notwendig  ein  Teiler  von  ^*  +  2cm*  ist.  Denn  ist 
z.  B.  Ä  von  der  Form   8n  -|-  3  und  c  von   der  Form  4n  +  1,  so 

hat  man  (No.  200):  (— j  =  1,  und  daher  i^j  =  1.    Femer  ist  wegen 

der  Form  der  Zahl  A:  \-j)  =  —  1,  also  (— r--)  =  1?  mithin  ist  A 

ein  Teiler  von  fi  +  2  cm*.  Die  andern  Fälle  werden  in  derselben 
Weise  bewiesen. 

Bemerkung.  Es  ist  wesentlich  zu  bemerken,  dafs,  mag  die  Zahl 
c  beschafiFen  sein,  wie  sie  will,  ob  Primzahl  oder  nicht,  ob  positiv 
oder  negativ,  die  linearen  Teiler  der  Formel  t^  +  cm*  dieselben  sind, 
mögen  nun  diese  Teiler  als  Primzahlen  vorausgesetzt  werden,  oder 
mögen  sie  beliebige  zusammengesetzte  Zahlen  sein. 

Betrachtet  man  nämlich  unter  den  Teilern  der  Formel  ^  -}-  cti^ 
nur  diejenigen,  welche  prim  zu  c  sind  (und  es  ist  unnötig,  andere 
zu  betrachten,  weil  man  weifs,  dafs  jeder  Teiler  von  c  in  der  Formel 
fs  -|-  et**  aufgeht),  und  stellt  man  durch  2cz  -j-  b  einen  der  betreffen- 
den linearen  Teiler  dar,  so  wird  h  prim  zu  c  sein,  so  dafs  die  Formel 
2csi  -{-  b  notwendig  Primzahlen  und  sogar  in  unendlicher  Anzahl  ent- 
hält  (siehe   weiter   unten    Hauptteil   IV).      Demnach    ist    die   Form 
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2cz  -f-  6  unter  allen  möglichen  Formen  der  Primzahlen,  welche  Teiler 
der  Formel  f^  -{-  cu^  sind,  enthalten.  Man  braucht  daher  nur  alle 
linearen  Formen  der  Primzahlen  zu  suchen;  dieselben  werden  absolut 
alle  möglichen  Formen  sowohl  der  einfachen  wie  der  zusammen- 
gesetzten Teiler  enthalten. 

Diese  Bemerkung  kürzt  die  Rechnungen,  welche  erforder- 
lich sind,  um  die  linearen  Formen  der  Teiler  der  Formel  fi  +  cu*, 
wo  c  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  a  priori  zu  bestimmen,  aufser- 
ordentlich  ab.  Wir  werden  diese  Methode  auf  einige  allgemeine 
Fälle  anwenden;  sodann  werden  wir  eine  andere  Methode  angeben, 
die  zwar  weniger  direkt  ist,  aber  bedeutend  schneller  zum  Ziele  führt 

203. 

Aufgabe.  Ist  c=^aßj  wo  a  und  ß  irgend  welche  Prim- 
zahlen aufser  2  sind,  so  verlangt  man  zu  wissen,  welche 
Form  die  Primzahl  Ä  besitzen  müsse,  damit  Ä  in  der 
Formel  i*  +  aßu^  aufgehe. 

Allgemein  muJjs  \ä    )  =  1  sein.    Um  aber  dieser  Gleichung  zu 

genügen,  unterscheiden  wir  zwei  Fälle,  je  nachdem  Ä  von  der 
Form  4n  -f-  1  oder  von  der  Form  4n  +  3  ist. 

1)  Ist  A  eine  Primzahl  von  der  Form  4n -{~  1,  so  ist  die 
aufzulösende  Gleichung: 

(-1)  (i)  -  >• 

Derselben  kann  man  nur  auf  zwei  Arten  genügen,  nämlich  einmal, 
indem  man  setzt: 

te)  - '.  (1)  - '. 

das  andre  Mal,  indem  man  setzt: 

In  dem  ersten  Falle  hat  man  nach  dem  Reciprocitätsgesetz: 

(4)  -  ••  (1)  -  '• 

Ist  die  erste  Gleichung  nach  dem  oben  entwickelten  Verfahren  gelöst, 

and  sind  die  Losungen  sämtlich  auf  die  Form  4n  -j-  1  gebracht,  so 

ff  -—  1 
hat  man  — ^—  Werte  von  Ä  von  der  Form  4ta0  4-  a.    Ebenso  liefert 

die  zweite  Gleichung  ^-^-  Werte  von  A  von   der  Form  4ßz  +  ß^. 
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Bringt  man   also  jede  der  Formeln  Aae  '\'  a    in  Übereinstimmung 

mit  jeder  der  Formeln  4:ßz  +  /J',  so  erhält  man  im  Ganzen  — - —  •  -    - 

Formeln  von  folgender  Art:  A  =  iaßz  +  y- 

Tm  zweiten  Falle  erhält  man  analog  die  Gleichungen: 

(4)  — 1.  (f)— >• 

Werden  dieselben  zuerst  jede  für  sich  gelöst^  und  kombiniert  man 

darnach    ihre    Lösungen    mit    einander,    so    ergeben    sich    ebenso 
a—  1    ß 


-  Formeln  von  der  Form  A  «=  Aaße  +  y. 


2  2 

2)  Ist  A  eine  Primzahl  von  der  Form  4n -{-  3,  so  ist  die 
Bedingung  zu  erfüllen: 

(-J)— .       od«      (l).(l)— .. 

Man  kann  derselben  nur  auf  zwei  Arten  genügen;  entweder  indem 
man  setzt: 

oder  indem  man  setzt: 


(4)—..  (4)-i. 


Die  zweite  Art  giebt  dem  Reciprocitätsgesetz  zufolge  (No.  166): 
Da  diese  Gleichungen  stets  mit  einer  der  beiden  Gleichungen 

(f)-  +  '.     (t)--'. 

in  denen  c  eine  Primzahl  ist,  übereinstimmen,  so  kann  man  leicht 
den  Wert  von  A   erhalten,   welcher  jeder   von   diesen  Gleichungen 

genügt    Sodann    giebt    die   Kombination    der    Werte    ^^-^ — -- 

Lösungen,  welche  sämtlich  von  der  Form  Aaße  -^  a  sind. 
Die  erste  Art,  der  Aufgabe  zu  genügen,  giebt: 

(4) = (- 1)"^'       (j)  -  (- 1)^- 

Hieraus  zieht  man  ähnliche  Folgerungen.  Es  giebt  daher  im  Ganzen 
vier  allgemeine  Formeln  Aaßz  +  a,  von  denen  jede  — ^ —  •^-— 
Werte  für  a  enthält. 
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204 

Setzt  man  c«»  aßy  voraus,  wo  a,  ß,  y  drei  ungleiche  Prim- 
zahlen aufser  2  sind,  so  verfährt  man,  um  die  Form  der  ver- 
schiedenen Primzahlen,  welche  Teiler  der  Formel  i?  +  cxf  sind,  zu 
ünden^   ixi  ähnlicher  Weise. 

Ist   ^   eine  dieser  Zahlen,  so  muTs  man  allgemein  haben: 

{=^)  - 1- 

Nehmen   ^r  zunächst  an,  dafs  Ä  von  der  Form  4n  -j'  ^  ^^h  ^^  ^^^ 
diese  Gleichung: 

(i)  (4)  (i)  - 1. 

und  dieser  kann  man  nur  auf  folgende  vier  Arten  Genüge  leisten: 

»  ©-'.     (-!-)->.     (i)-M 
2)  (1)-'.     (4)— vö)— '> 

Im  ersten  Falle  erhält  man  nach  dem  Reciprocitätsgesetz: 

(4)-'.     (^)-'.     (t)-'- 

Nun    sind   die  Werte,  welche  diesen  Gleichungen  genügen,  von  der 
Form: 

4K   —    1  Ä   -^    1 

wobei   «    — 5 —  Werte  kleiner  als  4a,  /J'  ^-^ —  Werte  kleiner  als  Aß 

m  m 

and  y    ^  'Z     Werte  kleiner  als  4y  besitzt.    Bringt  man  demnach  die 

drei  "Werte  4tae  -^  a,  4ßz  +  ß^y  ^Y^  +  /  in  allen  möglichen  Kom- 
binationen mit  einander  in  Übereinstimmung,   so   erhält  man   eine 

neue    Formel   A  =  Aaßyz  +  a,    in   welcher   a    ^  T"     ■  ^^^  •  ^^-^ 

Werte  besitzt. 

Eine  ähnliche  Formel  giebt  es  in  jedem  der  andern  Fälle,  die 
man,  wenn  A  von  der  Form  4n  -^  1  ist,  zu  betrachten  hat.  Femer 
giebt   es   vier  analoge  Formeln,   welche    die  Werte   von  A  in  dem 


>   « 

,  »  • » 


t:v 


Ü.'* 
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Werten    besitzt;   so    dafs   die  Ad 


Falle  darstellen,  wenn  A  von  der  Form  4n  -f  3  ist.     Man  erhält 

daher  im  Ganzen  acht  Formeln,  von  denen  jede  ^^ —  •  ^-^ —  ^^-r— 

verschiedene  Formen  unter  sich  begreift. 

Es  ist  nicht  schwer  zu  sehen^  dafs,  wenn  c  einen  vierten  Faktor 
8  enthielte,  die  Anzahl  der  Formeln  doppelt  so  grofs  und  die  Anzahl 

der  in  jeder  derselben  enthaltenen  Formen  ^.tzl.  1^ .  *rJ 

sein    würde.     Man    kann    daher    folgenden    allgemeinen    Schlufs 
machen: 

Bezeichnet  man  mit  m  die  Anzahl  der  PrimfaktoreD 
ff,  /),  }',...,  aus  denen  die  Zahl  c  besteht,  so  sind  die  un- 
geraden   Teiler    der   Form'el    f  +  cii*    dargestellt   durch  2* 

Formeln   J.  =  4cje: -|- a,   in    deren   jeder   a   eine   AnzahF  von 
«~l    (5—1    y  —  1    d-  \ 

2  2  2  2 

zahl  aller  in  diesen  Formeln  enthaltenen   linearen   Formeo 
gleich  (ß  —  1)  (/}  ~  1)  (y  —  1)  {8  —  1)  .  .  .  ist. 

Es  kann  der  Fall  eintreten,  dafs  die  Formen  4n -f-  1,  4n  +  3 
in  einer  und  derselben  Formel,  welche  alsdann  2css  -{-  a  an  Stelie 
der  soeben  gefundenen  Acz  H~  ^  ^^^^  wQrde,  vereinigt  sind;  alsdann 
aber  würde  es  nur  halb   so  viel  Formeln  geben,   was   auf  dasselbe 

hinauskäme. 

« 

205. 

Ist  c  ^=  2d,  wo  d  eine  ungerade  Zahl  und  gleich  dem  Produkte 
der  m  Primzahlen  a,  /),  y, . . .  ist,  so  mufs  man,  was  den  Teiler  Ä 
betrifiFt,  die  vier  Formen  8n  +  i,  8n  +  3,  8n  +  5,  8n  +  7  be- 
trachten, deren  jede  einen  bestimmten  Wert  für  i-jj  liefert,  so  dafs 

man  je  nach  den  einzelnen  Fällen  nur  noch  einer  der  beiden  Glei- 
chungen 

ZU  genügen  hat. 

Wird  diese  Gleichung  wieder  in  derselben  Weise  behandelt,  so 
liefert  sie  2"*""^  Werte  von  u4,  jeden  von  der  Form  8de  -\~  a,  wo  a 


eine  Anzahl  von 


tt  — 1    p—  1    y  —  1 


•  •  •  Werten  besitzt    Da  dasselbe 


2  2  2 

für  jede  der  vier  Formen  8n  -|-  1,  8w  +  3, . . .  gilt,  so  erhält  man 
also  im  Ganzen  2"*+*  Formeln  A  =  8dz  +  a,  oder  A  =  4cjBf  +  a, 


in  deren  jeder  a  eine  Anzahl  von 


tt  — 1     P-- 1     Y  —  l 
2  ~  *      2  2 


•  •  •  Werten 
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besitzt,  and   es  ist   demnach   die  Gesamtzahl   der   linearen  Formen 
gleich  2(a  -  Ij  (^  -  1)  (y  -  1)  . . . 

Wenn  die  Zahl  c  einen  quadratischen  Faktor  enthielte,  so  könnte 
man  sie  durch  diesen  Faktor  dividieren^  da  die  Formel  t*  -\-  cd^u^ 
nicht  allgemeiner  ist  als  t^  -j~  ^^^  ^^^  keine  anderen  zu  c  primen 
Teiler  besitzt.  Man  kann  demnach  immer  voraussetzen^  dafs  c  das 
Produkt  von  mehreren  ungleichen  Primzahlen,  2  nicht  ausgenommen, 
ist,  so  dafs  die  beiden  soeben  untersuchten  allgemeinen  Fälle  absolut 
alle  möglichen  Fälle  einschlielsen.  Und  obschon  wir  bisher  nur  den 
Fall  eines  positiven  c  betrachtet  haben^  so  würde  man  endlich  auch 
die  Formel  ^  —  cm*  auf  dieselbe  Weise  behandeln  können  und  würde, 
was  die  Anzahl  der  Formen  4cxr  -^  a  anlangt,  welche  den  Teilern 
dieser  Formel  zukommen,  dieselben  Resultate  erhalten.  In  allen 
diesen  Fällen  aber  kann  man  diese  verschiedenen  linearen 
Formen  auf  eine  einfaohere  Weise,  die  zugleich  zu  neuen 
Eigenschaften  führt,  finden. 

206. 

Wir  haben  bereits  gesehen  (No.  140),  dafs  die  verschiedenen 
Teiler  einer  solchen  Formel  wie  fi  ^  cu^  stets  auf  die  Form  ge- 
bracht werden  können: 

in  welcher  pr^^  g^  '^'^  c  ist,  und  bei  welcher  man  annehmen  kann, 
dafs  2g  nicht  gröfser  als  p  und  r  ist.  Mit  Hülfe  dieser  Be- 
dingungen kann  man  leicht  a  priori  alle  Formen  der 
Teiler  bestimmen,  welche  einer  gegebenen  Zahl  c  ent- 
sprechen.    Die  Formen 

py^  +  2qyz  +  rz% 

in  denen  die  Unbestimmten  in  der  zweiten  Potenz  vorkommen, 
werden  wir  fernerhin  qnadratisolie  Formen  nennen,  um  sie  von 
den  linearen  Formen  4:CX  -|-  a,  mit  denen  wir  uns  in  diesem  und 
im  vorigen  Paragraphen  beschäftigt  haben,  zu  unterscheiden. 

Nehmen  wir  also  an,  dals  man  für  eine  gegebene  Zahl  c  zu- 
nächst alle  quadratischen  Formen,  welche  den  Teilern  der  gegebenen 
Formel  fi  +  cu^  zukommen,  bestimmt  habe,  so  hat  man  nur  noch 
diese  quadratischen  Formen  in  lineare  Formen  zu  entwickeln.  Man 
erhält  auf  diese  Weise  alle  linearen  Formen,  welche  den  Teilern 
dieser  Formel  zukommen,   und  erlangt   überdies  den   Vorteil,   dafs 
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man  den  Zusammenhang  kennen  lernt,  in  welchem  die 
quadratischen  und  die  linearen  Formen  zu  einander  stehen. 

Es  reduciert  sich  demnach  alles  darauf  zuzusehen ,  was  aus  der 
Formel  py^  +  ^QV^  +  ^^*  wird,  wenn  man  darin  an  Stelle  von  y 
und  z  irgendwelche  bestimmte  Zahlen  setzt  und  die  Resultate  auf 
die  Form  4ca?  +  a  bringt,  wobei  man  die  Vielfachen  von  4c  weg- 
lassen und  nur  das  Resultat  beibehalten  kann,  welches  positiv  und 
kleiner  als  4  c  ist. 

Nun  braucht  man  bei  dieser  Substitution  y  und  0  nicht  grofser 
als  2c  zu  nehmen;  denn  setzt  man  2c -j~  y  ^^d  2c  4~  ^  ^^  auik 
von  y  und  e,  so  geht  die  Formel  py*  +  2qyg  +  rz^  über  in: 

p{2c  +  yy  +  2q{2c  +  y)  (2c  +  z)  ±  r(2c  +  zY, 

und  diese  Gröfse  verwandelt  sich  in: 

jjy*  +  2qyz  +  rz^  +  4cJlf, 

wo  4cJlf  ein  Vielfaches  von  4  c  ist.  Demnach  geben  diese  Werte 
2c  -j-  y,  2c  -j-  jer  dieselbe  lineare  Form  4ca;  +  a,  welche  y  und  z  g^ 
geben  hatten. 

Femer  muJGs  man  es  vermeiden,  y  und  0  Werte  zu  geben,  for 
welche  py^  +  2qy0  +  ris^  gerade  wird;  denn  wir  betrachten  hier 
nur  die  ungeraden  und  zu  c  primen  Teiler. 

Um  diese  Bedingung  um  so  sicherer  zu  erfüllen,  ist  es  guty  den 
quadratischen  Teiler  py^  +  2gy^  +  rz^  so  vorzubereiten,  dafs  r  ge- 
rade ist.  Denn  da  alsdann  p  ungerade  ist,  so  gebe  man  y  irgend- 
welche ungeraden  Werte  und  0  nach  Belieben  gerade  oder  ungerade 
Werte.  Ist  r  nicht  bereits  in  dem  Teiler  eine  gerade  Zahl,  so  braucht 
man  nur  y  +  0  a,n  die  Stelle  von  y  zu  setzen;  dann  wird  das  letzte 
Glied  in  der  transformierten  Form  gerade  sein.  In  gewissen  Fällen 
werden  wir  uns  auch  veranlafst  sehen,  den  quadratischen  Teilern  die 
Form  py*  +  qy0  +  rs^^  in  welcher  die  drei  Koefßcienten  ungerade 
sind,  zu  geben.  Alsdann  mufs  man  der  lUibe  nach  0  «s  2u,  y  ^  2t(, 
0  -{•  y  =  2u  setzen;  dies  liefert  drei  Formeln,  welche  die  verlangt« 
Bedingung  erfüllen,  jedoch  wird  man  sehen,  dafs  die  Entwicklung 
einer  dieser  Formeln  genügt. 

207. 

Wir  betrachten  also  «die  Formel: 

A  ==|)y*  +  2qy0  +  2mÄ*, 

in  welcher  

2mp  -f-  g*  =  c 
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ist,  und  in  welcher  überdies  y  und  p  ungerade  Zahlen  sein  müssen. 
Nimmt  man  q  und  c  prim  zu  einander  an,  so  werden  auch  p  und  c 
prim  zu  einander  sein.  Setzt  man  hierauf  y=»ly  so  behaupten 
wir,  dals  die  Formel 

p  +  2qif  +  2mif\ 

in   welcher    nur    noch    die    eine    Unbestimmte   ^   vorkommt,    alle 

linearen  Formen  Acx -}- a  enthält,  weichein  der  gegebenen 

Formel  py^  +  2qyz  +  2m;?*  enthalten  sind. 

Dazu  muTs  man  beweisen,  dafs  man,  wie  beschaffen  auch  y  und 

s  »ein  mögen,  immer  eine  unbestimmte  Zahl  ^  der  Art  finden  kann, 

d&fa 

P  +  2g^  J:  2fflV>'  — py*  —  2qyg  ^  8mg' 

4c 

eine  ganze  Zahl  ist.  Da  nämlich  p  und  4c  relative  Primzahlen  sind, 
so  wird  die  vorst-ehende  Oröfse  eine  ganze  Zahl  sein,  wenn  das 
Produkt  derselben  mit  p  eine  solche  ist,  d.  h.  wenn  man  hat: 

Ist  nun  zunächst  if  ^^  e  -^21,  so  hat  man  nur  der  Bedingung  zu 

genügen: 

(p  +  q8  +  2g^)'  -  ipy  +  gg)'  _  ^ 

4c  ~^» 

und  dies  kann  man  erreichen,  indem  man  eine  neue  unbestimmte 
Zahl  d"  der  Art  annimmt,  dafs 

p  +  gj»  +  2g A  =i)y  +  jjEf  -j-  2cd^ 
ist.    Diese  Gleichung  ist  aber  immer  auflösbar,  da  sie  auf  die  Form 

gebracht  werden  kann,  wobei  c  und  q  prim  zu  einander  sind  und 
überdies  die  rechte  Seite  eine  ganze  Zahl  ist 

Um  daher  sämtliche  linearen  Formen  der  Formel 

A  =  py^  +  2qye  +  2w;ef* 

XU  bestimmen,  reicht  es  hin,  diejenigen  der  einfacheren  Formel 

A^p  +  2qi;  +  2fnfl^ 

zn  suchen,  und  dies  geschieht,  indem  man  ^  der  Reihe  nach  die 
Werte  0,  1,  2,  3, . . .  bis  2c  —  1  oder,  falls  g  =  0,  nur  bis  c  —  1 
beilegt  Die  Werte  von  A  kann  man  leicht  mit  Hülfe  ihrer  Diffe- 
renzen berechnen,  indem  man  die  Vielfachen  von  4c,  so  oft  sie  vor- 
kommen, wegläfst.     Alsdann    verwerfe    man   von   diesen  Resultaten 
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diejenigen,  welche  mit  andern  identisch  sind,  und  die,  welche  mit  c 
einen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben. 

208. 

Sind  q  und  c  nicht  prim  zu  einander,  so  kann  man  immer  die 
Formel  jpy*  +  2qys}  +  2mz^  leicht  in  eine  andre  ähnliche  umfornieD, 
in  welcher  q  prim  zu  c  ist,  so  dafs  man  das  soeben  angegebene 
Verfahren  als  absolut  allgemein  betrachten  mufs.  Indessen  wollen 
wir  noch  ein  paar  Worte  über  den  besonderen  Fall,  wo  die 
gegebene  Formel 

y^  +  csi*    oder    ay*  4-  bis^ 
ist,  hinzufügen. 

Ist  J.  =  y*  +  c^*,  so  mufs  man  zwei  Falle  unterscheiden,  je 
nachdem  c  gerade  oder  ungerade  ist. 

1)  Ist  c  ungerade,  so  nehme  man  zunächst  y  ungerade  und  s 
gerade  an;  dies  reduciert  den  Wert  von  Ä,  wenn  man  die  Vielfachen 
von  4  c  beiseite  läTst,  auf  das  einzige  Glied  y\  Daraus  folgt 
Ä  =  1,  9,  25, . . .  Sodann  nehme  man  y  gerade  und  0  ungerade  an. 
Dies  giebt  A  =  4t4*  +  c,  und  auf  diese  Weise  bilde  man  die  Reihe: 
4  +  c,  16  +  c,  36  +  c, . . .,  indem  man  stets  darauf  achtet,  dafs  die 
Vielfachen  von  4c  weggelassen  werden.  Die  aus  diesen  Annahmen 
sich  ergebenden  Resultate  bilden  sämtliche  lineare  Formen  von  Ä. 

2)  Ist  c  gerade,  so  mufs  y  notwendig  ungerade  sein,  während 
sf  beliebig  ist.  Ist  .g  gerade,  so  hat  man  einfach  J.  *»  y^  e»  1,  9,  25, . . , 
und  ist  0  ungerade,  so  wird  ^^  =»  y'  +  <^i  ^^  ^^^  ^^^  ^^^  Reihe 
bilden,  mufs:  1  +  ^>  9  i  ^>  25  +  c, . .  .  Beide  Systeme  zusammen 
geben  sämtliche  Formen  des  Teilers  Ä. 

Ist  die  Zahl  c  «^  ab,  so  findet  man  unter  den  Teilern  von 
t^  +  CM*  notwendigerweise  ay*  +  b0^.  Um  die  linearen  Formen 
dieses  Teilers  zu  erhalten,  gebe  man  y  die  aufeinanderfolgenden 
Werte  1,  2,  3, , . .  bis  b  —  1,  und  0  die  Werte  1,  2,  3, ...  a  —  1. 
Es  ist  nicht  nötig  weiter  zu  gehen,  weil  sich,  wenn  man  b  -{-  y  oder 
b—y  für  y  setzt,  die  beiden  Resultate  um  ein  Vielfaches  von  4ah 
oder  4c  unterscheiden  und  daher  als  nicht  verschieden  zu  betrachten 
sind.  Ebenso  ist  es,  wenn  man  a  -{-  0  oder  a  —  »  fiir  0  setzt.  Man 
mufs  daher  jeden  der  Werte  von  ay^  mit  jedem  der  Werte  von 
+  bir*  kombinieren.  Schon  die  einzige  Bedingung,  dafs  die  Summe 
eine  ungerade  Zahl  sein  soll,  schliefst  eine  Menge  Kombinationen 
aus.     Sodann  mufs  man  diejenigen  Resultate   unterdrücken,   welche 
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identiscli    mit  andern  sind,   oder  welche  mit  c  einen  gemeinschaft- 
liehen   Teiler  haben. 

Diesen  allgemeinen  Vorschriften  fügen  wir  nur  noch  eine  Be- 
merkung hinzu.  In  dem  Falle  c  s=  4n -f- 3  müssen  die  linearen 
Teiler  der  Formel  t^  +  cu^  einfach  durch  2cx  -{-  a  anstatt  durch 
4car  -h  €»  dargestellt  werden,  weU  alsdann  eine  und  dieselbe  quadra- 
tiscbe  Form  die  Teiler  von  der  Form  4w  +  1  ^uid  die  von  der  Form 
An  -{-  3  enthält.  Im  Übrigen  ist  die  Bechnung  dieselbe,  mit  dem 
einzigen  Unterschiede,  dafs  man,  anstatt  die  Vielfachen  von  4c  zu 
nnter drucken,  diejenigen  von  2c  wegzulassen  hat,  wodurch  die  Rech- 
nung  noch  weit  kürzer  wird. 

209. 
Beispiel  L 

Es     sei   die   Aufgabe   gestellt,    alle,    sowohl   quadratischen   wie 
linearen,  Teiler  der  Formel  t^  4~  ^1^'  zu  finden. 

Man    suche   zunächst   die   quadratischen    Teiler  mit   Hülfe   der 

Formel : 

pr  — g«  =  41, 

in   w^elcher  man  q  <  1/ --  <  4  und  2q<p  und  <  r  annehmen  mufs. 

Die   Rechnung  ist  ^folgende: 

1)   Ist  g  =  0,  so  ist  |)r  «=  41 ,  also:  I?  =    1 ,  r  =  41 

|)  =    3,  r  =  14 

p=    7,  r=    6 

p  =  21,  r=    2 

3)  Ist  j  *=  2,  so  ist  pr  =  45  =  5.9  also:  p=    5,  r  =    9 

4)  Ist  9  >»  3,  so  ist  pr  <»  50.  Jedoch  kann  man  50  nicht  in 
zwei  Faktoren  zerlegen,  welche  beide  grofser  als  6  oder  von  denen 
der  kleinere  gleich  6  wäre.  Mithin  ist  die  Rechnung  zu  Ende,  und 
es  giebt  also  nur  fünf  mögliche  Formen  für  die  quadratischen  Teiler 
der  gegebenen  Formel.  Von  diesen  fünf  Formen  beziehen  sich  drei 
auf  die  Teiler  von  der  Form  4n  +  1,  nämlich: 

y^  +  41x?^ 

21y*  +  2ye  +  2e^ 

5y»  +  4y0  +  9z^. 

EHe  beiden  andern  beziehen  sich  auf  die  Teiler  von  der  Form  4n  -j-  3 
and  sind: 

I«eS«Bdro,  Zahlentheorie  I.  18 


2)  Ist  2  =  1,  80  ist  jpr  =  42,  also: 
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Wir  Sachen  nun  die  linearen  Formen ,  welche  diesen  quadra- 
tischen Formen  entsprechen. 

Wir  nehmen  von  den  Teilern  von  der  Form  4n  +  1  die  Form: 

und  setzen,  da  der  Eoefficient  des  letzten  Gliedes  ungerade  ist^  y—z 
an  Stelle  von  y;  sodann  ändern  wir  das  Zeichen  von  0  und  erhalten: 

^  =  5y*  +  6yjg  +  lOjei*. 

Nach  dieser  Vorbereitung  können  wir  einfach  die  Formel  betrachten: 

J.^.5  +  6^  +  10^. 

Die  Resultate,  welche  diese  Formel  liefert,  wenn  darin  nach  und 
nach  ^  «a  0,  1,  2,  3, . . .  gesetzt  wird  und  die  Vielfachen  Ton 
4c  8=»  164  weggelassen  werden,  sind  folgende: 

Differenzen:  16,  36,  56,    76,        96,       116,         136,  156, 

A=         5,  21,  57,  113,  189=25,  121,  237  =  73,  209=45, 

Differenzen:  176  =  12,  32,  52,     72,         92 

A=  201  =  37,  49,  81,  133,  205  =  41,  133. 

Beim  Resultate  41  <»  c  angelangt,  sieht  man,  daüs  die  vorher- 
gehenden 133,  81,  .  .  .  in  umgekehrter  Reihenfolge  wiederkehren 
müssen,  so  dafs  man  also  wieder  zu  dem  Gliede  5  gelangt  Man 
mufs  aber  auch  noch  wissen,  ob  nicht  etwa  über  das  Glied  5  hinaas 
neue  Glieder  auftreten,  die  nicht  in  den  bereits  gefundenen  enthalten 
sind.  Zu  dem  Zwecke  mufs  man  die  Reihe  rückwärts  fortsetzen, 
wie  folgt: 

Differenzen:  —16,4,24,44,64,    84,      104,         124^     144,    164=0. 

A  =  21,  5,  9,  33,  77, 141,  225=61, 165=1, 125,  269=105. 

Wegen  der  Differenz  0  gehen  wir  nicht  mehr  weiter,  da  wir  jetzt 
sicher  sind,  dafs  die  vorhergehenden  Glieder  wiederkehren  und  kein 
neues  Glied  mehr  auftritt.  Nimmt  man  also  die  gefundenen  Resul- 
tate zusammen  und  schliefst  41  =  c  aus,  so  erhält  man  die  folgenden 
20,  dem  gegebenen  Teiler  5y*  +  Aye  +  Qz^  oder  5y*  +  6ye  +  1^*' 
entsprechenden  Formen,  nämlich: 

Ä  =  164a:  +  1,  5,  9,  21,  25;  33,  37,  45,  49,  57;  61,  73, 

77,  81,  105;  113,  121,  125,  133,  141. 

Nehmen  wir  jetzt  die  quadratische  Formel 

Ä^y'  +  Alis', 
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und  setzen  wir  zunächst  0  als  gerade  Zahl  voraus,  so  brauchen  wir 
nur  den  Wert  von  y*  zu  entwickeln.  Daraus  ergeben  sich  dieselben 
20  Formen,  die  wir  soeben  gefunden  haben.  Ist  sodann  y  gerade 
und  0  ungerade,  so  hat  man  den  Wert  A  =  4w*  +  41  zu  entwickeln. 
Auch  hieraus  folgen  stets  dieselben  Formen.  Schliefslich  giebt  auch 
die  dritte  quadratische  Form  J.  =  21y*  +  2y0  +  2^*  für  die  Teiler 
Ton  der  Form  4n  -f*  1  dieselben  Formen,  imd  in  der  That  schliefsen 
die  gefundenen  Formen  alle  diejenigen  ein,  welche  wir  a  priori  für  die 
Teiler  der  Formel  fi  +  c^*  ^^^  ^^^  Form  4n  +  1  gefunden  haben. 
Die  Entwicklung  der  verschiedenen  Formeln  kann  also  keine  andern 
als  die  20  schon  in  Nr.  198  gefmidenen  Formen  liefern.  Man  sieht 
aber  auch,  dafs  jede  besondere  Formel  sie  alle  liefert,  und 
diese  Eigenschaft  werden  wir  sogleich  allgemein  beweisen. 

210. 
Ist   c   eine  Primzahl   von   der  Form  4w+l,   so  werden 
die  verschiedenen  quadratischen  Teiler  der  Formel  ^-j~^^^ 
welche  die  Form  4n-j-l  haben,  sämtlich  dieselben  linearen 

Formen  4c0 -\- a  liefern,  wo  a  — 0--  Werte  hat,  die  positiv 
und  kleiner  als  Ac  sind,  und  diese  Werte  werden  nichts 
anderes  sein,  als  die  auf  die  Form  4n -f~  1  gebrachten  Lo- 
sungen der  Gleichung  (— j  «=  1.  Ebenso  liefern  alle  quadra- 
tischen   Teiler    derselben    Formel,    welche    von    der    Form 

4»-(-3  sind,  dieselben  linearen  Formen  4cxf  +  a,  wobei  a  —^ 
Werte  besitzt,  welches  die  auf  die  Form  4m  -|-  3  gebrachten 

Losnngen  der  Gleichung  (— j  =  —  1  sind. 

Ist  nämlich  py^  +  2qy0  +  2m0^  =  A  ein  Teiler  der  Formel 
f*  +  ctt*  von  der  Form  4n  +  1,  und  somit  p  von  der  Form  An  +  1, 
io  mufs  man  beweisen,  dafs  die  linearen  Formen,  welche  aus  dieser 
Formel  sich  ergeben,  mit  denen  übereinstimmen,  die  man  aus  dem 
ebenfalls  zur  Form  4n-j-  1  gehörenden  Teiler  y*  +  c^*  erhalten  würde. 
Andern  wir  die  unbestimmten  Zahlen  y  imd  0  dieser  letzteren  Formel, 
um  sie  nicht  mit  den  andern  zu  vermengen,  in  tp  und  ^  um,  so  ist 
die  Aufgabe,  zu  zeigen,  dafs  man  immer,  welches  auch  y  und  0  sein 
mögen,  9  und  ^  derart  bestimmen  kann,  dafs  die  Gröfse 

4c 
eine  ganze  Zahl  ist.     Da  nun  p  und  4c  prim  zu  einander  sind,  so 

18* 
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wird  diese  Gröüse  eine  ganze  Zfthl  sein,  wenn  das  Produkt  derselben 
mit  p  eine  solche  ist;  oder  wenn  man  hat: 

Nun  ist  aber  p  von  der  Form  4w  +  1;  mithin  wird,  wofern  man 
^  =  j?  oder  nur  ^  —  0  gerade  annimmt,  |)^*  —  z^  durch  4  teilbar 
sein,  so  dafs  man  nur  noch  der  Gleichung 

c 
zu  genügen  hat.    Die  Zahl  p  ist  aber  (No.  198)  als  Teiler  4it  -f  ^ 
der  Formel  ^*  +  cu*  von  der  Beschaffenheit,  dafs  (— j  «=  1  ist;  folg- 
lich ist  c  Teiler  von  x^ — p,  und   somit  läfst  sich  eine  Zahl  a  yod 
der  Art  finden,  dafs  a^  —  p  durch  c  teilbar  ist.    Nimmt  man  femer 

a  ungerade,  so  ist  — j— ^  eine  ganze  Zahl,  und  es  geht  daher  die 
zu  befriedigende  Gleichung  über  in: 


4c 


c. 


Diese  Gleichung  ist  immer  auflösbar,  da  man,  weil  a  und  2c  zu 
einander  prim  sind,  stets  zwei  unbestimmte  Zahlen  tp  und  ^  tod 
der  Beschaffenheit  finden  kann,  dafs 

ist.  Mithin  giebt  es  keine  in  dem  quadratischen  Teilerpy* + 2gyj?  +  2»ir 
enthaltene  lineare  Form,  welche  nicht  ebenfalls  in  dem  Teiler  y^'\'C^ 
enthalten  wäre.  Den  umgekehrten  Satz  würde  man  durch  eine  ähn- 
liche Schlufsfolge  beweisen  können.  Nun  schliefst  aber  die  Form 
y^  -{-  cz^  alle  möglichen  linearen  Formen  ein,  da  sie  sich^  wenn  man 
z  als  gerade  Zahl  annimmt,  auf  y^  reduciert  und  diese  sie  sämtlich 
(No.  195)  enthält;  mithin  sind  alle  diese  Formen  auch  in  dem  quadra- 
tischen Teiler  py^  -\-  2qyz  '\'  2inz^  enthalten. 

Dasselbe   kann   man   von   zwei   quadratischen   Teilern    von  der 
Form  4n  +  3,  welche  durch 

py^  +  2qyz  +  2mz^    und   py^  +  2qyz'  +  2m'/' 

dargestellt  sind,  beweisen.  Daraus  folgt^  dafs,  im  Falle  c  eine  Prim- 
zahl von  der  Form  4n  -{-  1  ist,  alle  quadratischen  Teiler  von  der 
Form  4n  -j~  1  dieselben  linearen  Formen  geben,  und  es  reicht  somit 
hin,  den  ersten  quadratischen  Teiler  j^'  -j~  ^^^  ^^^^  einfach  y'  zu 
entwickeln.    In    eben    demselben   Falle    würden    alle    quadratischen 
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Teiler  von  der  Form  An  -\-  B  ebenfalls  dieselben  linearen  Formen 
geben,  so  da(s  man  nur  einen  von  diesen  Teilern  zu  entwickeln  braucht. 

211. 

Ist  jetzt  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4n -f-  3,  so  be- 
haupte ich,  dafs  jeder  quadratische  Teiler  py* -\' 2qyg'i-rs^ 
der  Formel  t*  -f-  cu*  dieselben  linearen  Formen  enthält, 
welche  der  Teiler  y* -{- cz*  giebt^  wobei  diese  linearen  For- 
men durch  die  Formel  2cx  -f-  a  dargestellt  werden. 

Dazu  hat  man  zu  beweisen,  dafs  man,  wie  beschaffen  auch  y 
und  g  sein  mögen,  stets  q>  und  ^  derart  bestimmen  kann,  dafs  die 
Grofse 

2c  " 

eine  ganze  Zahl  ist  Da  nun  p  und  2o  prim  zu  einander  sind,  so 
wird  man,  wenn  man  diese  Grofse  mit  p  multipliciert^  die  Gleichung 
aufzulösen  haben: 

jpy'  —  ipy  +  gg)'  +  c  (p^'  -  z*) 

Nimmt  man  zunächst  if;  —  z  gerade  an,  so  ist  jp^^  —  z^  stets  durch 

2  teilbar;  es  reicht  daher  aus,  die  Gleichung 

jpy«  —  (py  +  qzy 

2c  °"^ 

zu  befriedigen.  Da  aber  p  ein  Teiler  von  t^  -{-  cu^  ist,  so  hat  man 
(No.  199)  (^j  =  1;  demnach  ist  c  ein  Teiler  von  fi  —  j),  und  somit 

kann  man  -—^-^  =  c  setzen,  wodurch  die  aufzulösende  Gleichung 
übergeht  in: 

2c  ""^• 

Dieser  Gleichung  genügt  man  aber,  wenn  man  die  Unbestimmten  ip 
und  d  sucht,  für  welche 

aq>  —  (py  -f-  qz)  «=»  2cd' 

Ut  Diese  Gleichung  ist  stets  auflösbar,  weil  a  und  2c  prim  zu  ein- 
ander sind.    Mithin  sind  die  in  dem  quadratischen  Teiler 

J>y*  +  2gy^  +  rz^ 
enthaltenen  linearen  Formen  auch  in  dem  Teiler 

y^  +  cz^ 
enthalten  und,  da  die  umgekehrte  Eigenschaft  sich  in  derselben  Weise 
zeigen  lafst,  so  folgt  aus  beiden  zusammen,  dafs  irgend  ein  quadra- 
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tischer  Teiler  py^  -f-  2qyz  +  rg*  absolut  alle  linearen  Formen  unter 
sich  begreift,  welche  den  Teilern  der  Formel  fi  -f-  c%%^  zukommen.  Ist 
demnach  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  -f-  3,  so  gehören  die- 
selben linearen  Formen  zur  Gesamtheit  der  quadratischen  Teiler  und 
zu  jedem  von  ihnen  im  besonderen. 

Man  wird  sehen,  dafs  es  sich  nicht  ebenso  Yerhält,  wenn 
c  eine  znsanmiengesetBte  Zahl  ist;  alsdann  sind  die  linearen 
Formen  in  mehrere  Gruppen  geschieden,  welche  verschie* 
denen  Systemen  von  quadratischen  Teilern  entsprechen. 
Die  Existenz  dieser  Gruppen  ist  übrigens  eine  Folge  dessen,  was  wir 
a  priori  über  die  lineare  Form  der  Teiler  bewiesen  haben. 

212. 

Beispiel  2. 

Man  verlangt  die  linearen  Teiler  der  Formel  t^  —  39  ti'  nebst 
den  entsprechenden  quadratischen  Teilern  zu  wissen. 

Dazu   suche   man  zuerst  mit  Hülfe   der  Formel  pr  +  g*  =  39, 

in  der  man  q  alle  Werte,  die  kleiner  als   1/  —  oder  <  3  sind^  geben 
kann,  alle  quadratischen  Teiler.     Diese  Teiler  sind: 


y»       39«* 

39y*-    «» 

3»»— 13«» 

13y*      3j»» 

19y*  +  2ye  —  2x1« 

2y»  -  2ye  - 

19«» 

5y*  +  4y«  —  le* 

7y*  —  4y«  - 

5«». 

Verfolgt  man  aber  die  Methode,  vermittelst  welcher  diese  Teiler  auf 
die  geringstmögliche  Anzahl  reduciert  werden,  so  findet  man,  dais 
nur  die  folgenden  vier  übrig  bleiben: 

y^  —  39^  39y*  -  ^ 

19»*  +  2yz  -  2a^  2y?  -  2yii  -  19^1 

Es  handelt  sich  also  darum,  die  linearen  Formen  zu  finden,  welche 
diesen  quadratischen  Formen  entsprechen. 

1)  Der  Teiler  y^  —  39^^*  reduciert  sich,  wenn  man  0  gerade  an- 
nimmt und  die  Vielfachen  von  4 .  39  =  156  stets  wegläüst,  auf  das 
einzige  Glied  j^^,  dessen  aufeinanderfolgende  Werte  sind: 

DiflFerenzen:  8,  16,  24,  32,  40,    48,  56,  64,     72,  80,     88,  .96, 

y«=  1,    9,  25,  49,  81,  121,  13,  69,  133,  49,  129,  61, 

Differenzen:  104,  112,  120,  128,  136,  144,  152,      4,     12 

y*=       1,  105,    61,    25,  153,  133,  121,  117,  121,  u.  s.  w. 
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Unterdrückt  man  in  dieser  Reihe  die  durch  8  und  durch  13  teUbaren 
Glieder,  so  bleiben  nur  sechs  verschiedene  Glieder  übrige  nämlich 
1,  25,  49,  61,  121,  133,  so  dafs  der  quadratische  Teiler  y*  —  390« 
die  linearen  Formen  umfafst: 

156a:  +  1,  25,  49,  61,  121,  133. 

Man  braucht  nur  das  Vorzeichen  der  bestimmten  *Zahlen  zu  ändern, 
oder  die  Ergänzung  derselben  zu  156  zu  nehmen,  dann  erhält  man  die 
linearen  Formen,  welche  dem  Teiler  39y^  —  f^  entsprechen.  Diese 
Formen  sind  daher: 

156a: +  23,  35,  95,  107,  131,  155. 

2)   Gehen  wir  jetzt  zu  einer  der  beiden  andern  Formen,   etwa 
zu   19  y*  +  2ye  —  2is^  über,  so  brauchen  wir  nur  die  Formel 

19  +  2^  —  2^* 

zu  entwickeln.     Daraus  ergeben  sich  folgende  Resultate: 

Differenzen:  0,  —4,  —8,  --12,  -16         ,  —20,  —24,  —28,  —32, 

Reihe:         19,     19,     15,        7,  —5  —  151,     135,     115,       91,      63, 

Differenzen:  —36,  -40         ,  —44,  —48,  —52,  —56  —60,  —64, 

Reihe:  31,-5=151,    111,     67,      19,-33—123,     67,       7, 

Differenzen:  —  68  ,  -  72,  -  76  ,  —  80, 

Reihe:  —  57  =  99,       31,  —  41  —  115,       39,  —  41,  u,  s.  w. 

Scheidet  man  die  wiederholt  vorkommenden  und  die  durch  3  oder  13 
teilbaren  Glieder  aus,  so  bleiben  nur  noch  sechs  Zahlen  übrig, 
woraus  folgt,  dafs  die  quadratische  Form  19y*'\-2ye  —  2js^  die  sechs 
linearen  Formen  umfafst: 

156a; +  7,  19,  31,  67,  115,  151. 

Die   Ergänzung   dieser  Zahlen   zu    156   giebt   die  linearen  Formen, 
welche  der  andern  quadratischen  Form  2y^  —  2yis  —  19z*  entsprechen 
Dieselben  sind: 

156a: +  5,  41,  89,  125,  137,  149. 

Wir-  erhalten  also  bei  diesem  Beispiel  vier  Gruppen  von  linearen 
Teilern,  von  denen  jede  aus  sechs  Formen  besteht  und  jede  einem 
quadratischen  Teiler  derselben  Formel  entspricht  Dies  stimmt  überein 
mit  der  oben  gegebenen  Theorie,  nach  welcher  sich,  wenn  die  Zahl  c 
das  Produkt  von  zwei  Primzahlen  a  und  ß  ist,  das  vollständige 
System    der   linearen   Teiler  in   2*   Gruppen,    von   denen  jede   aus 

~—  •  -^-^ —  Gliedern  besteht,  zerlegen  mufs.     In  der  That  ist  in 
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unserm  Falle   «=«=3,  /S  =  13,  also   -^ ^-  =  6,   und  jede 

Gruppe  besteht  aus  sechs  Gliedern. 


213. 
Beispiel  8. 

Die  Formel  fi  +  105m*  besitzt  5y*  +  21;?*  als  einen  ihrer  Teiler. 
Man  wünscht  die  linearen  Formen  zu  wissen,  welche  diesem  quadra- 
tischen Teiler  entsprechen. 

Nehmen  wir  zunächst  y  ungerade  und  js  gerade,  so  giebt  das  Glied 
öy*,  wenn  man  es  allein  entwickelt  und  die  Vielfachen  von  4c  oder 
von  420  wegläfsty  eine  Beihe,  welche  sich  auf  die  sieben  Glieder  5, 
45,  125,  185,  245,  285,  405  reduciert  Das  andere  Glied  21**,  in 
welchem  is  gerade  sein  soll,  giebt  nur  die  beiden  Glieder  84  und  336. 
Man  mufs  demnach  84  und  336  zu  den  sieben  vorhergehenden  Glie- 
dern addieren.     Dies  liefert  die  vierzehn  Glieder: 

89,  129,  209,  269,  329,  369,    69 

341,  381,    41,  101,  161,  201,  321. 

Scheidet  man  hiervon  diejenigen  aus,  welche  mit  105  einen  gemein- 
schaftlichen Teiler  haben,  so  bleiben  nur  die  sechs  Glieder  übrig: 

41,  89,  101,  209,  269,  341. 

Man  würde  genau  dieselben  sechs  Glieder  finden,  wenn  man  in 

dem  Teiler  5y*  -{-  21  js^  z  ungerade  und  y  gerade  annähme.    Es  giebt 

daher  nur  sechs  lineare,  dem  Teiler  5y*  -f~  ^^^^  entsprechende  Formen, 

nämlich: 

420a;  +  41,  89,  101,  209,  269,  341. 

214. 

Beispiel  4. 

Dieselbe  Formel  t^  +  105ii*  besitzt  den  quadratischen  Teiler 
13y*  +  lOyg  +  lOxf*.  Da  aber  in  diesem  Teiler  g  =  5  und  5  ein 
Teiler  von  105  ist,  so  darf  man  dem  quadratischen  Teiler  nicht  die 
Form  13  +  10^  +  10^*  geben,  da  das  Resultat  unvollständfg  werden 
würde.  Man  mufs  demnach  durch  eine  Substitution  (No.  208)  es  so 
einrichten,  dafs  das  mittlere  Glied  der  Formel  mit  105  keinen  ge- 
meinschaftlichen Faktor  mehr  hat.  Man  findet  aber  bald,  daXs,  wenn 
man  y  '\-  2z  ^x  y  setzt,  die  transformierte  Formel 

13y*  +  &2yz  +  82^* 

entsteht,  welche  die  verlangte  Bedingung  erfüllt    Man  hat  daher  jetzt 
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ooch  die  Formel  13  -f  62^  -{-  ^^i*'  ^^  entwickeln.  Die  Rechnung 
ist  folgende: 

Differenzen:  144,  308,  52,  216,  380,  124,  288,  32,  196,  360 

Reihe:  13,  157,  45,    97,  313,  273,  397,  265,  297,  73. 

Es  ist  überflüssig,  weiter  zu  geben,  weil  die  Rechnung  sechs  ver- 
schiedene Glieder  liefert.  Demnach  sind  die  linearen  Formen,  welche 
dem  quadratischen  Teiler  13y*  +  lOye  +  10«*  entsprechen: 

420«  +  13,  73,  97,  157,  313,  397. 

Im  Übrigen  ist  das  vollständige  System  der  quadratischen  Teiler 
Ton  fi  -\-  105u'  nebst  den  entsprechenden  linearen  Formen: 


Quadratische  Teiler: 


EnUprechende  lineare  TeUer: 


y»  4-  105«» 
53y«  +  2ya  +  2e* 

5^  +  21«» 
13y»  +  lOy«  +  10«» 

3y»  +  35«» 
lOy»  +  6y«  +  6«» 

7y»  +  15«» 
lly»+  14y«+14«» 


420a;  +  1 
420«  +  53 
420«  +  41 
420«  +  13 
420«  +  47 
420«  +  19 
420«  +  43 
420«  +  11 


,   109, 

121, 

,   113, 

137, 

,     89, 

101, 

,     73, 

97, 

,     83, 

143, 

,     31, 

139, 

,     67, 

127, 

,     71, 

179, 

169,  289,   361 

197,  233,   317 

209,  269,  341 

157,  313,  397 

167,  227,   383 

199,  271,  391 

163,  247,  403 

191,  239,  359. 


Es  giebt  daher  im  Ganzen  acht  Gruppen  von  linearen  Teilern, 
TOD  denen  jede  aus  sechs  Gliedern  besteht,  und  in  der  That  mufs 
man,  da  105  das  Produkt  der  drei  Faktoren  3,  5,  7  ist,  der  oben 
gegebenen   Theorie    zufolge    2»   Gruppen    erhalten,    deren  jede    aus 

—z —  •  — ^^—  •  — ^ —  — '  6  Gliedern   besteht.    Wir  sehen  ferner  bei 

S  fi  fi 

dieser  EntwickluDg,  dafs  jede  Gruppe  einem  und  nur  einem  quadra- 
tischen Teiler  entspricht. 


§  11. 
Erklärung  der  Tafeln  III,  IV,  V,  VI  und  VU. 

215. 

Tafel  m.    . 

Die  Tafel  III  enthält  alle  quadratischen  Teiler  der  For- 
mel (*  —  ctt*,  sowie  die  entsprechexiden  linearen  Teiler.  Sie 
ist  berechnet  für  alle  Zahlen  von  c  =  2  bis  o  =  79  mit  Aus- 
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nähme  derer^  welche  Quadratzahlen  oder  durch  eine  Qua- 
dratzahl teilbar  sind.  Die  letzteren  sind  ausgeschlossen,  weil  die 
Teiler  der  Formel  t^  —  cd-'w*,  wenn  sie  prim  zu  c6^  genommen  wer- 
den, dieselben  sind,  wie  diejenigen  der  Formel  <*  —  cu*. 

Die  quadratischen  Teiler,  welche  allgemein  durch  die  Formel 
py*  -f-  2qyfS  —  rz^,  wo  j>r  +  ?'  *=  c  ist,  dargestellt  werden,  sind  nach 
der  Methode  des  §  13  Hauptteil  I  auf  die  geringstmögliche  Anzahl 
reducieri 

Neben  jedem  quadratischen  Teiler  |)y*  -j-  2gyj»  —  n^  mnls  der 
zu  ihm  inverse  ry*  +  2qyz  —  pz^  vorkommen.  Indessen  sind  diese 
beiden  Formen  zuweilen  mit  einander  identisch,  und  zwar  tritt  die^ 
ein,  wenn  man  der  Gleichung  m*  —  cn*«==  —  1  genügen  kann  (No.93). 
In  diesem  Falle  ist  in  die  Tafel  nur  die  eine  der  beiden  Formen, 
welche  identisch  sein  sollen,  aufgenommen. 

Neben  jedem  quadratischen  Teiler  stehen  die  aus  ihm  sich  er- 
gebenden, nach  der  Methode  des  vorhergehenden  Paragraphen  be- 
rechneten linearen  Teiler.  Diese  Teiler  sind  prim  zu  c  vorausgesetzt 
und  femer  sind  nur  die  ungeraden  Teiler  in  Betracht  gezogen,  ob- 
wohl die  Formeln  py^  +  2qyz  —  rjer*  auch  gerade  Zahlen  einschliefsen. 

Bei  dieser  Tafel  bemerkt  man  durchgehends,  dafs  sich  die  linearen 
Teiler  in  mehrere  Gruppen  zerlegen,  deren  Anzahl  ebenso  wie  die 
Menge  der  in  einer  jeden  von  ihnen  enthaltenen  Glieder  mit  dem 
allgemeinen  Gesetze  (No.  205)  im  Einklang  steht.  Indessen  konunt 
es  bisweilen  vor,  dafs  zwei  von  diesen  Gruppen  zusammengefaCst  sind 
und  daher  einer  und  derselben  quadratischen  Form  entsprechen.  Ist 
z.  B.  c  =  66  s=  2  •  3  •  11 ,  so  sagt  der  allgemeine  Satz,  dais  es  2^  oder 

8  Gruppen   mit  je      ~I     •  — ^—  «=  5  Gliedern  gebe.    In  der  Tafel 

findet  man  aber  nur  vier  Gruppen  mit  je  10  Gliedern,  und  zwar  des- 
halb, weil  zwei  Gruppen  zu  einer  einzigen  zusammengefafst  sind. 
Übrigens  ist  die  Gesamtzahl  der  linearen  Formen  in  beiden  Fällen  40^ 
wie  es  der  Theorie  zufolge  sein  mujb. 

216. 
Tafel  IV, 

Die  Tafel  IV  enthält  sowohl  die  quadratischen  wie  die 
linearen  Teiler  der  Formel  <*  +  au^  für  jede  Zahl  a  von  der 
Form  4n-{-  1,  welche  nicht  Quadratzahl  oder  durch  eine  Qua- 
dratzahl  teilbar  ist,  und  zwar  für  alle  Zahlen  von  1  bis  105. 

Die   erste  Formel  t^  -f  ^^   welche   nur   einen  einzigen  quadra- 
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iischen  Teiler  ^  '\-  z^  besitzt,  hat  auch  nur  den  einzigen  linearen 
Teiler  Ax  +  1.  Alle  andern  Formeln  t^  +  5m*,  fi  -f-  13tt',  u.  s.  w. 
besitzen  gleichzeitig  Teiler  von  der  Form  4n  -f*  1^  ^^^  solche  von 
der  Form  4n  -{-  3.  Es  ist  ferner  zu  bemerken,  1)  dafs  die  quadra- 
tischen Teiler,  welche  die  Zahlen  von  der  Form  4n  -{-  1  enthalten, 
immer  verschieden  sind  von  denen,  welche  die  Zahlen  von  der  Form 
4]i  -|-  3  enthalten;  2)  dafs  es  stets  ebenso  viele  lineare  Formen  für 
die  Teiler  von  der  Form  4n  -|-  1  giebt,  als  es  deren  fQr  die  Teiler 
von  der  Form  4n  -f-  3  giebt.  Dasselbe  ist  nicht  immer  der  Fall  bei 
den  quadratischen  Teilern.  Z.  B.  sieht  man,  dafs  die  Formel  ^*-{-41u' 
drei  quadratische  Teiler  von  der  Form  4n  -f-  1  und  nur  zwei  von  der 
Form  An  -f-  3  besitzt.  Ebenso  besitzt  die  Formel  t^  +  65m*  vier 
Teiler  der  ersten  und  nur  zwei  der*  zweiten  Art 

217. 

In  dieser  Tafel  ist  mit  der  allgemeinen  Form  der  quadratischen 
Teiler  pt^  +  2gy£?  +  rg^  eine  leichte  Änderung  vorgenommen;  sie 
besteht  darin,  dafs  q  beständig  ungerade  vorausgesetzt  ist.  Da  als- 
dann ^  '\-  a  oder  pr  eine  gerade  Zahl  ist,  so  kann  man  2m  für  r 
setzen,  wodurch  die  Form  der  quadratischen  Teiler  übergeht  in 

py*  +  2qyB  +  2fnz\ 
wobei  die  Zahlen  p  und  m  stets  ungerade  sind. 

Diese  Form  bietet  den  Vorteil,  dafs  sie  unmittelbar  eine  andere 

^Py^  +  2gy^  +  wjEf* 
liefert.   Diese  beiden  Formen  werden  wir  wegen  des  Zusammenhanges, 
in  welchem  sie  mit  einander  stehen,  von  nun  an  konjugierte  Formen 
oder  konjugierte  Teiler  nennen. 

Wir  haben  behauptet,  dafs  die  Zahlen  p  und  m  stets  ungerade 
sind;  da  nämlich  g*  von  der  Form  8n  -f-  1  und  a  von  der  Form 
4»  -f"  1  ißt,  so  ist  offenbar  g*  +  a  oder  2pm  von  der  Form  4n  +  2; 
mithin  ist  pm  notwendig  ungerade.  Jedoch  mufs  man  zwei  Fälle 
unterscheiden,  je  nachdem  a  von  der  Porm  8n  +  1  ^^^^  8n  -{-  5  ist 

1)  Ist  a  von  der  Form  8n  +  1>  so  ist  j'  +  ö^  von  der  Form 
8n  -|-  2  und  pm  von  der  Form  An  -{-  1.  Dies  kann  aber  nur  statt- 
finden, sobald  die  Zahlen  p  und  m  alle  beide  von  der  Form  4n  -f-  1 
oder  alle  beide  von  der  Form  4n  -{-  3  sind.  Alsdann  gehören  somit 
die  konjugierten  Formen 

py*  -f  2qyz  +  2m^  und  2py*  -f  2qyg  +  mi? 
alle  beide  zn  den  Teilern  von  der  Form  4n  -f~  1  oder  alle  beide  zu 
den  Teilern  von  der  Form  4n  -f-  3. 
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2)  Ist  a  von  der  Form  8n  +  5,  so  istpm  von  der  Form  4» +  3, 
so  dafs  von  den  beiden  Zahlen  p  und  m  die  eine  von  der  Fona 
4n  -{-  h  di^  andere  von  der  Form  4n  -^  3  ist.  Alsdann  gehört  somit 
von  den  beiden  konjugierten  Formen  die  eine  zu  den  Teilern  von 
der  Form  4n  -{-  1;  ^^  andere  zu  den  Teilern  von  der  Form  4m  -|-  3. 
Demnach  sieht  man,  dafs^  wenn  a  irgend  eine  Zahl  von  der  Form 
8n  -{-  5  ist^  die  Formel  t*  -{-  au^  stets  ebenso  viele  quadratische  Teiler 
von  der  Form  4n  +  1  wie  quadratische  Teiler  von  der  Form  4n  +  3 
besitzt. 

218. 

Sind  die  quadratischen  Teiler  der  Formel  fi  -\-  au*  nach  der  all- 
gemeinen Methode  gefunden,  so  ist  es  immer  leicht,  sie  auf  die  Form 
py*  +  2qy0  -j-  2miP*  zu  bringen,  in  welcher  q  ungerade  ist;  denn 
man  hat  nur  diejenigen,  in  denen  q  gerade  ist,  zu  transformiereD, 
indem  man  nur  y  —  ^  für  j9  setzt. 

Man  kann  aber  auch  direkt  alle  quadratischen  Teiler  einer  ge- 
gebenen Formel  t*  +  au*  in  der  Form  py*  +  2qyz  +  2fng^  finden. 
Dazu  beachte  man,  dafs,  wenn  man  q  ungerade  sein  lafst,  man  immer 
bewirken  kann,  dafs  q  weder  p  noch  m  übersteigt.  Denn  setzt  man^ 
falls  g>i>  ist,  y  —  2a0  an  die  Stelle  von  y,  oder,  falls  q^m  ist, 
sf  —  ay  an  die  Stelle  von  z,  so  kann  man  leicht  die  Zahl  a  derart 
bestimmen,  dafs  in  der  transformierten  Formel  q<p  oder  $<  m  ist. 
Mithin  kann  vermittelst  einer  oder  mehrerer  solcher  Substitutionen 
jede  Formel  py*  +  2qy0  +  2mz*y  in  welcher  2jpm  —  q*  =^  a  ist,  auf 
eine  ähnliche  Formel  zurückgeführt  werden,  in   welcher  q  weder  p 

noch  m  übersteigt,  so  dafs  2pm  —  3*  >  2^  und  somit  q  <  Ya  ist 

Um  daher  alle  quadratischen  Formen  jpy*  +  2qye  +  2mjer*,  welche 
den  Teilern  der  Formel  t*  -|-  au*  zukommen,  zu  erhalten,  mufs  man 

q  der  Reihe  nach  die  ungeraden  Werte  1,  3,  5,  ...  bis  Ya  geben. 

Jeder  Wert  von  q  liefert  einen  für  pm  «=  -^-^- — .    Läfst  sich  dieser 

Wert  in  zwei  Faktoren  p  und  m,  die  nicht  kleiner  als  q  sind,  zer- 
legen, so  ergeben  sich  daraus  die  beiden  konjugierten  Teiler: 

py*  +  2qye  +  2fn0*    und     2py*  +  2qyz  +  me*. 

Diese  Methode  liefert  ebenso  wie  die  allgemeine  Methode  alle 
möglichen  Formen  der  quadratischen  Teiler;  sie  fuhrt  jedoch  weit 
schneller  zum  Ziele,  da  man  nur  die  Werte  von  g,  welche  ungerade 

und  kleiner  als  |/a  sind,   zu  versuchen  hat,    während  man  bei  der 
allgemeinen  Methode  den  Versuch  mit  allen,  geraden  wie  ungeraden. 
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Werten  Yon  9  bis  za  1/-^^  anstellen  mufs.     Es  ist  aber: 

Dieser  neuen  Methode  entsprechend  wird  der  quadratische  Teiler 
/  4*  ^^  dargestellt  durch  die  Formel 

y»  +  2y;j  +  (a  +  1)  «*, 
and  der  zu  ihm  konjugierte  ist:  .  ^ 

Der  gröfseren   Gleichmäfsigkeit  wegen  ist   in   der  Tafel   die   Form 
y^  4~  2y ^  H~  (^  +  1)  ^   belassen   worden   mit  Ausnahme   des  ersten 
Feldes,  wo  man  die  Einfachheit  des  Teilers  y*  -f-  je^  nicht   dadurch ' 
stören  wollte,  daXs  man  y^  -|*  2yj9  -f~  ^^  ^^  seine  Stelle  setzt. 

In  allen  Fallen  sind  die  linearen  Formen  aus  den  quadratischen 
Formen  mittelst  der  Methoden  des  Yorigen  Paragraphen  abgeleitet 
worden.  Die  Anzahl  der  Gruppen  und  ebenso  die  Anzahl  der  in  jeder 
TOD  ihnen  enthaltenen  Glieder  ist  stets  in  Übereinstimmung  mit  dem 
allgemeinen  Gesetze. 

219. 
Tafel  V. 

Die  Tafel  V  enthält  sowohl  die  quadratischen  wie  die 
linearen  Teiler  der  Formel  t* -{- au\  wo  a  eine  Zahl  von  der 
Form  4u  -|-  3  ist,  die  weder  Quadratzahl  noch  durch  eine 
Qoadratzahl  teilbar  ist. 

Die  quadratischen  Teiler  haben  ihre  gewöhnliche  Form  behalten, 
sobald  a  SS  8n  -|-  7  ist,  sie  sind  jedoch  etwas  abgeändert  worden  in 
dem  Falle,  wo  a  «t  8n  -{-  3  ist.     Dies  wollen  wir  jetzt  erläutern. 

Ist  a  von  der  Form  8n  -|-  3,  und  bezeichnet  man  mit  P  einen 
beliebigen  ungeraden  Teiler  der  Formel  fi  ^  au*,  so  kann  man  immer 
t  und  u  als  ungerade  Yoraussetzen.  Da  alsdann  t*  -|-  au*  yon  der 
Form  Sn  ^  4  ist,  so  wird  der  Quotient,  welchen  man  erhält,  wenn 
man  fi  -f-  au*  durch  P  dividiert,  notwendig  von  derselben  Form 
811  -|-  4  oder  4jp  sein,  wo  p  eine  ungerade  Zahl  ist.    Man  hat  daher: 

t^  +  au*  =  4Pp. 

In  dieser  Gleichung  sind  die  Zahlen  u  und  2p  prim  zu  einander; 
denn  hatten  sie  einen  gemeinschaftlichen  Teiler,  so  würden  auch  t 
and  u  einen  solchen  haben,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Mithin 
kann  man  u  =  is  und  t  «s  2py  -^  qe  setzen,  wodurch  man  erhält: 


• 
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Diese  Oleichung  kann  aber  nur  dann  bestehen,  wenn  ^  7" —  eine 
ganze  Zahl  ist     Setzt  man  also  g*  -f-  a  «»  4pr^  so  ergiebt  sich: 

In  dieser  Formel  sind  die  drei  Eoefficienten  p^  q,  r  ungerade;  denn 
zunächst  ist,  da  t  ungerade  und  t  =  2py  -f~  Q^  is^y  offenbar  auch  q 
ungerade.    Da  femer  q*  von  der  Form  8n  +  1  und  a  von  der  Form 

8n  +  3  ist,  so  ist  g*  +  «  von  der  Form  8n  +  4,  und  somit  -  ^— 

oder  pr  ungerade.     Folglich  sind  p  und  r  selbst  ungerade. 

Man  erkennt  hieraus,  dafs  jeder  ungerade  Teiler  der  Formel 
t^  +  au^  stets  auf  die  Form  py*  +  qye  +  rjs*,  in  welcher  p,  g,  r 
ungerade  Zahlen  und  ipr  —  q*  ^^  a  ist,  gebracht  werden  kann.  Ich 
behaupte  femer,  dals  man  in  dieser  Formel  den  mittleren  Koefficienten 
q  kleiner  oder  wenigstens  nicht  grofser  als  jeden  der  äufseren  p,  r 
voraussetzen  darf.  Denn  wäre  z.  B,  q>  p,  so  setze  man  y  —  a^  an 
die  Stelle  von  y;  da  hierdurch  der  mittlere  Koefficient  in  q  —  2aj) 
übergeht,  so  kann  man  mit  Hülfe  der  unbestimmten  Zahl  a  diesen 
Koefficienten  kleiner  oder  wenigstens  nicht  grofser  als  p  machen. 

Da  somit  p  und  r  grofser  oder  wenigstens  nicht  kleiner  als  q 

sind,  so  ist  offenbar: 

Apr  -  g«  >  3gr^ 
und  daher: 

Will  man  also  alle  quadratischen  Formen  wissen,  welche  den  un- 
geraden Teilern  der  Formel  t^  +  au^  zukommen,  so  hat  man  q  der 

Reihe  nach  die  ungeraden  Werte  1,  3,  5  bis  1/ y  beizulegen.    Jeder 

Wert  von  q  giebt  einen  Wert  für  pr  =  ^  7"     ;   läCst  sich  dieser 

Wert  in  zwei  Faktoren  zerlegen,  die  nicht  kleiner  sind  als  $,  so  ent- 
steht aus  diesen  eine  der  gesuchten  quadratischen  Formen. 

220. 
Ist  z.  B.  a  =  91  und  setzt  man  9  =»  1,  so  wird: 

tjtJL  =  23  c=  1 .  23. 

Hieraus  entsteht  der  Teiler  y'  +  y^  +  23 ä*. 
Setzt  man  9  >«  3,  so  wird: 


g«  +  a 


=  25  =  5  .  5. 


4 
Hieraus  entsteht  ein  zweiter  Teiler  5y*  +  Zye  -f  5«?*. 
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1  /9l 

Da   1/  Y  ^^^  Grenze  von  q  ist,  so  könnte  man  noch  $  =  5  setzen, 

/»*  -4-  A 

wodurch  sich   ^  7"      =  29  ergeben  würde.    Da  aber  diese  Zahl  eine 

Primzahl  ist,  so  entsteht  daraus  kein  neuer  Teiler.  Demnach  sind 
die  beiden  gefundenen  Formeln  die  einzigen  quadratischen  Teiler  yon 
P  +  91u«. 

Ist  noch  a  «=  163,  so  kann  man,  da  1/—  <  9  die  Grenze  von  q 

ist,  der  Reihe  nach  g^  ^=  1,  3,  6,  7  setzen,  wodurch  sich  jpr  ==  41, 
43,  47,  53  ergiebt.  Da  aber  diese  Zahlen  Primzahlen  sind,  so  folgt 
daraus,  dafs  die  Formel  f^  -^  163u'  nur  den  einen  quadratischen 
Teiler  y*  -f-  yj?  +  41xr*  haben  kann. 

221. 

Die  Formel  py^  -^  qyz  -{•  rz\  deren  Koefficienten  ungerade  sind, 
stellt  im  Allgemeinen  drei  quadratische  Teiler  von  der  gewohnlichen 
Form,  in  welcher  der  mitÜere  Eoefficient  gerade  ist,  dar.  Denn  bei 
Anwendung  dieser  Formel  mufs  man  die  Zahlen  y  und  e  entweder 
alle  beide  ungerade  oder  die  eine  gerade,  die  andere  ungerade  an- 
nehmen.    Man  kann  somit  nur  die  drei  Annahmen 

g  =  2m,      y  «==  2m,      y  =  2m  —  z 

machen,  und  diese  geben  die  drei  Formen: 

p^  +  2gyM  +  4rM* 

4|)M*  +  2gj?M  +  rs^ 

Apu^  +  (2g  —  4p)M0  +  (p  —  2  +  r)^. 

Diese  drei  Formen  reducieren  sich  auf  zwei,  wenn  zwei  der  Zahlen 
p,  q,  r  gleich  sind.  Sie  reducieren  sich  auf  eine  einzige,  wenn 
die  Zahlen  p,  q,  r  unter  einander  gleich  sind.  Dieser  Fall  kann 
aber  nur  eintreten,  wenn  sie  gleich  der  Einheit  sind,  oder  wenn 
f*  -f  3u'  die  gegebene  Formel  ist,  denn  alsdann  reduciert  sich  der 
Teiler  y*  +  yj?  +  ^,  wie  wir  bereits  (No.  143)  gefunden  haben,  auf 
die  eine  Form  y*  +  3^.  In  jedem  andern  Falle  sind  die  soeben  ent- 
wickelten Formeln,  oder  wenigstens  zwei  von  ihnen,  wesentlich  von 
einander  verschieden.  Es  folgt  daraus,  dafs  sich  die  Anzahl  der  qua- 
dratischen Teiler  bedeutend  vermindert,  wenn  man  dieselben  durch 
die  ungerade  Eoefficienten  besitzende  Formel  py^  -f-  qyg  -f-  re^  dar- 
stellt  Übrigens  kann  man,  wie  wir  soeben  gesehen  haben,  aus  diesen 


288  Zweiter  Hauptteil. 

Teilern  mit  ungeraden  Koefficienten  leicht  die  quadratischen  Teiler 
von  der  gewohnlichen  Form  ableiten,  wodurch  man  eine  beinahe 
dreifache  Anzahl  erhält 

222. 

Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  dafs  die  in  der  Tafel  V  enthaltenen 
quadratischen  Teiler  sowohl  für  den  Fall  a  i=  8n  -f-  3  als  für  den 
Fall  a  «=  8n  +  7  stets  auf  die  Form 

p^  -f*  ^vy^  +  ^^* 

gebracht  werden  können,  welche  sich  von  der  allgemeinen  Form 

py^  +  2qyz  +  rs? 

nur  dadurch  unterscheidet,  dafs  in  ihr  q  gerade  ist.  Hat  man  näm- 
lich nach  der  allgemeinen  Methode  alle  quadratischen  Teiler 

der  Formel  ^  -{-  au*  gefunden,  so  sind  nur  noch  diejenigen,  in  welchen 
q  ungerade  ist,  zu  transformieren.  Da  nun  alsdann  die  eine  der 
Zahlen  p  und  r  gerade,  die  andere  ungerade  sein  mufs,  so  braucht 
man  nur,  wenn  p  die  ungerade  Zahl  ist,  y  —  z  für  y  zu  setzen.  Da- 
durch geht  der  mittlere  Koefficient  2  g  in  2  g  —  2jj  über;  er  wird 
daher  von  der  verlangten  Form  49. 

Weil  nun  jetzt  alle  quadratischen  Teiler  auf  die  Form 

gebracht  sind,  und  da  ferner  p%  <»  4^^  -{-  a  ist,  so  folgt  daraus, 
dafs  pn  Yon  der  Form  4n  -f*  3  und  somit  yon  den  beiden  Koefficienten 
p  und  %  der  eine  von  der  Form  4n  -{-  1,  der  andere  von  der  Form 
4n  -{-  3  ist.    Man  erkennt  hieraus,  dafs  jede  quadratische  Form 

zu  gleicher  Zeit  sowohl  Teiler  von  der  Form  4n  -f-  1  &ls  auch  solche 
von  der  Form  4n  -f"  ^  enthält.  Es  ist  jedoch  leicht,  diese  beiden 
Formen  von  einander  zu  trennen,  wie  es  in  den  Tafeln  III  und  IV 
der  Fall  ist.  Denn  ist  p  von  der  Form  4n  -f-  I9  und  setzt  man 
z  =  2m,  so  stellt  die  Formel  py^  -f-  Sqpyw  +  43ttt*  offenbar  nur  Teiler 
von  der  Form  4n  -{-  1  dar;  setzt  man  dagegen  y  ^=*  2m,  so  stellt  die 
Formel  A^pv?  +  %q>Z'^  +  itz^  nur  Teiler  von  der  Form  4n  -f-  3  dar. 

223. 

Was  die  linearen  Formen  angeht,  welche  den  quadratischen  Tei- 
lern entsprechen,  so  lassen  sich  dieselben  ebenso  in  zwei  Arten,  die 
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einen  Yon  der  Form  4n  +  1,   die   andern    von  der  Form  An  +  3 
teilen.    Es  genügt,  dies  an  einem  Beispiel  zu  entwickeln. 
Ans  der  Tafel  sieht  man,  dafs  die  Formel 

<*  +  11m* 

nur  den  einen  quadratischen  Teiler  mit  ungeraden  Eoefficienten 

y*  +  y^  +  3^ 

besitzt  Dieser  Teiler  schliefst  zwei  andere  von  gewöhnlicher  Form 
ein,  nämlich: 

y'  +  lU» 
3y*  +  2yz  +  4^. 

Von  diesen  beiden  Teilern,  welche  man  nach  der  allgemeinen  Methode 
unmittelbar  gefunden  haben  würde ,  besitzt  der  eine  den  mittleren 
Eoefficienten  0,  welcher  zur  Form  4  9  gehört.  Um  den  andern  auf 
dieselbe  Form  zu  bringen,  mufs  man  y  —  jgr  an  die  Stelle  von  e  setzen, 
wodurch  man  die  transformierte  Formel 

Sy^  +  4y0  +  5i^ 

erhält.    Somit  ergeben  sich  zwei  quadratische  Teiler  von  der  Form 

4n-f*  1>  nämlich: 

y«  +  44jef» 

5y»  +  Syz  +  12i^, 
und  zwei  quadratische  Teiler  von  der  Form  4n  -f-  3,  nämlich: 

lly^  +  44?* 
3y*  +  Syz  +  20^. 

Was  die  entsprechenden  linearen  Formen  angeht,  so  leitet  man  die- 
selben leicht  aus  den  in  den  Tafeln  gegebenen,  nämlich  aus 

22a:  +  1,  3,  5,  9,  15 

ab.  Um  daher  diejenigen  von  der  Form  4n  -f-  1  zu  erhalten,  behalte 
man  die  bestimmten  Zahlen  1,  5,  9,  welche  von  dieser  Form  sind, 
bei  und  addiere  22  zu  den  beiden  andern  3  und  15.  Dies  giebt  im 
Ganzen  die  fünf  Formen: 

Ux  +  1,  5,  9,  25,  37. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  die  Formen  4n  -{-  3,  nämlich: 

44z +  3,  16,  23,  27,  31. 

Will  man  daher  in  der  Tafel  die  Formen  in  -{-  1  von  den  Formen 
4ti  -|-  3  trennen,  so  mufs  man  an  Stelle  der  in  der  Tafel  befindlichen, 
auf  die  Teiler  Ton  t*  -\~  llu'  bezüglichen  Spalte  die  folgende  setzen: 

Ltg«ndre,  ZaJü«Btheorie  L  19 
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I  44a;  +  1,  5,  9,  25,  37 


Quadratische  Teiler:  Lineare  Teiler: 

y*  +  44«» 

5y»  +  Sye  +  12jj* 

11«*  +  4ä*  ] 

8^.  + 8,. +  20^1        .«-+3,  .6,  23,  27,  81. 

Es  ist  nicht  nötig,  darauf  hinzuweisen,  dafs  die  in  der  Tafel  befind- 
liche Spalte  zwar  viel  kürzer,  aber  darum  nicht  weniger  allgemein  ist. 

224. 
Um  nichts  unerwähnt  zu  lassen,  wodurch  man  die  Aufsuchung 
der  quadratischen  Teiler  abkürzen  kann,  wollen  wir  schliefslich  noch 
ein   paar  Worte   über  den  Fall   a  «>  8n  -{-  ?  hinzufügen.    Ist  also 
a  sss  8n  -|-  7;  ui^cl  nimmt  man  q  in  dem  quadratischen  Teiler 

py^  +  ^QV^  +  ^^ 
als  ungerade  an,  so  wird  dieser  Teiler  die  Form 

py^  +  ^Qy^  +  8m^ 

annehmen,    wobei   pfn='      -^ — .     In    dieser    Form    kann    man   q 

kleiner  als  4m  und  nicht  gröfser  als  p  voraussetzen;  mithin  wird 
q  <  Ya  sein.  Man  setze  also  versuchsweise  für  q  alle  ungeraden 
Zahlen  1,  3,  5,  ...  bis  yä,  berechne  für  jeden  Wert  von  q  den  Wert 

von  pm  =  -  —^ —  und  sehe  zu,  ob  sich  dieser  Wert  in  zwei  Faktoren 
zerlegen  läfst,  von  denen  der  eine  p  ungerade  und  nicht  kleiner  als  g. 
der  andere  m  gerade  oder  ungerade,  aber  gröfser  als  ^-  ist.  So  viel- 
mal diese  Bedingung  sich  erfüllen  läfst,  so  viele  quadratische  Teiler 
der  Formel  fi  +  aw*  erhält  man.  Diese  Teiler  können  sodann  entweder 
auf  die  gewöhnliche  Form,  in  welcher  2q<^p  und  <r  ist,  oder  auf  die 
früher  erwähnte  Form,  in  welcher  q  gerade  ist,  gebracht  werden.  Dieses 
Verfahren  führt  sehr  schnell  zum  Ziele,  da  man  immer  nur  mit  Zahlen 

pm,  die  kleiner  als  —  sind,  zu  rechnen  hat,  während  bei  der  all- 
gemeinen Methode  pr  bis  zu  ---  gehen  kann. 

225. 

Tafel  VI. 

Die  Tafel  VI  enthält  sowohl  die  quadratischen  wie  die 
linearen  Teiler  der  Formel  t^  -f-  2att*,  wo  a  eine  Zahl  von  der 
Form  4n  +  1  ist,  die  weder  selbst  eine  Quadratzahl  noch 
durch  eine  Quadratzahl  teilbar  ist. 
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Die  quadratischen  Teiler  sind  auf  die  Form 

py^  +  Afpya  +  2mz^y 
in  welcher  pm  =  29*  +  a 

ist,  gebracht  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dafs  man,  ohne  diese  Form 
zu  ändern,  2  9  kleiner  oder  nicht  grofser  als  p  und  m  voraussetzen 

darf,  so  dafs  pm>  Axp^  und  (p  <  1/^^  ^^^    Genügt  man  also  mit 

Rucksicht  auf  diese  Bedingungen  der  Gleichung  pm  =  2g)^  +  «  auf 
alle  möglichen  Weisen,  so  erhält  man  dadurch  unmittelbar  für  die 
Formel  t,^  -f-  2aw'  sämtliche  quadratischen  Teiler  in  der  Form 
py- -{- 4q>y0 -\- 2m0^,  Dieses  Verfahren  ist  viel  kürzer  als  die  all- 
gemeine Methode,  da  1/^0  kleiner  ist  als  l/y«« 

Jede  Form  py^  -}-  Aq>yig  -^  2m£}^  ergiebt  sich  mit  der  zu  ihr 
konjugierten  Form  2py^  •\'  Atpyz  -^^  mz^  gleichzeitig  aus  demselben, 
den  verlangten  Bedingungen  genügenden  Werte  von  j}m. 

Ist  die  Zahl  p  von  der  Form  8n  +  1  oder  Sn-f-  3,  so  enthält  der 

quadratische  Teiler  py^  +  ^tpyz  +  2m^  nur  Zahlen  derselben  Formen 

8n  +  1   oder  8n  +  3.     Denn  da  y  stets  ungerade  ist,  so  wird  der 

in  Rede  stehende  Teiler,  falls  z  gerade  ist,    von  der  Form  p  +  8Ä;, 

also  von  derselben  Form  wie  p  sein.     Ist  aber  z  ungerade,   so  wird 

der  quadratische  Teiler,  wenn  man  die  Vielfachen  von   8  wegläfst, 

Ton   der  Form   p  +  4g)  +  2m.     Es  sei  nun  zunächst  p  =  8n  +  1; 

dann  erhält  man  (immer  mit  Weglassung  der  Vielfachen  von  8)  wegen 

/)m=  2q?  +  a: 

m  =  29*  +  a, 
und  somit: 

1)  +  49  +  2w  =  1  +  49  +  4g)2  +  2a  =  1  +  2a  =  3. 

Mithin  wird  der  quadratische  Teiler  von  der  Form  8w  +  3.  Zweitens 
s^i  p  =  8n  +  3,  so  erhält  man: 

3tn  =3  2q?^'\-  a 

6m  =  49*  +  2a 
und 

p  +  4g,  +  2m  =  3  +  49  —  4^2  —  2a  =«  3  —  2a  =  1. 

Mithin  ist  der  Teiler  von  der  Form  8n  +  1. 

Ebenso  beweist  man,  dafs,  wenn  p  eine  der  Formen  8n*-{-5, 
^n  +  7  besitzt,  der  quadratische  Teiler  py^  +  Aiq>yz  +  2mz^  nur 
Zahlen  von  denselben  Formen  8n  +  5,  8w  +  7  enthalten  kann. 

Mithin  zerfallen  alle  quadratischen  Teiler  der  Formel  t^  +  2aM*, 
in  welcher  a  von  der  Form  4w  -j-  1  ist,  in  zwei  Arten,  von  denen 

19* 
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die  eine  alle  Teiler  von  der  Form  8«  +  1  ^^^  8«  +  3,  die  andere 
alle  Teiler  von  der  Form  8n  +  5  und  8«  -j-  7  enthält. 

226. 
Jeder  in  der  Tafel  befindliche  quadratische  Teiler  enthält  beide 
Formen   gleichzeitig;    indessen   lassen   sich   dieselben   dem    vorange- 
gangenen  Beweise   zufolge  leicht  von  einander  trennen. 

Ist  die  Formel  t^  +  42  w*  gegeben^  und  betrachten  wir  zunächst 
den  quadratischen  Teiler 

y^  +  42^, 
welchem  die  linearen  Formen 

168«+  1,  25,  43,  67,  121,  163 

entsprechen,  so  gehört  dieser  quadratische  Teiler  augenscheinlich  zu 
den  Formen  8n+l,  8n  +  3.  Um  diese  von  einander  zu  trennen, 
bemerke  ich,  dafs,  wenn  z  gerade  ist,  oder  wenn  man  2s  an  die  Stelle 
von  e  setzt,  der  Teiler  in  y*  +  168«*  übergeht  und  nur  noch  die 
Formen  8n  -|-  1  enthält.  Setzt  man  dagegen  gleichzeitig  y  und  s 
ungerade  voraus,  oder  setzt  man,  um  diese  Bedingung  zu  beseitigen, 
2y  -\-  e  a.n  die  Stelle  von  y,  so  geht  der  Teiler  in  4y*  +  4ye  -\-  4Sr 
über  und  enthält  nur  noch  die  Formen  8n  -|-  3.  Behandelt  man  in 
gleicher  Weise  die  drei  andern  quadratischen  Teiler  der  gegebenen 
Formel  t*  -(-  42u*,  so  erhält  man  die  folgenden  Resultate: 

Teiler  8n  +  1 


Quadratische 


Lineare 


y*  +  168«* 
17y*  +  12y«  +  12«* 


168«+    1,  25,  121 
168«+ 17,  41,    89 


Teiler  8«  +  3 


43  y*  +  4ye  +  4«* 
3y*  +  56«* 


168«  +  43,  67,  163 
168«  +  59,  83,  131 


21y*  +  8«* 

13y*  +  24y«  +  24^:- 


Teiler  8n  +  5 

168«  +  29,  53,  149 
168«+  13,  61,  157 


Teiler  8n  +  7 
7y*  +  24«*  168«  +  31,  55,  103 

23y*  +  8ye  +  8«-         168«  +  23,  71,    95 
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Wie  man  sieht,  zerfallen  die  linearen  Teiler  in  acht  Gruppen  von  je 
drei  Gliedern;  was  mit  dem  allgemeinen  Gesetze  (No.  20ö)  überein- 
stimmt 

227. 

Tafel  vn. 

Die  Tafel  VII  enthält  die  linearen  und  quadratischen 
Teiler  der  Formel  fi'^2au^,  in  welcher  a  eine  Zahl  von 
der  Form  4n -f"  3  ist,  die  sich  nicht  durch  eine  Quadratzahl 
teilen  läfst. 

Die  quadratischen  Teiler  sind,  wie  in  der  vorhergehenden  Tafel, 
anf  die  Form 

j)y*  +  4g)yj8f  +  2mz* 
gebracht;  in  welcher 

mp  =  2(p^^  +  a 

iät,  so  dafs  die  Bestimmung  dieser  Formen  immer  in  derselben  Weise 
geschieht 

Ist  der  Koefficient  p  von  der  Form  8ti  +  3  oder  8m  +  5>  so 
enthält  der  quadratische  Teiler  py^  +  Afpys  +  2mis^  nur  Zahlen 
von  der  Form  8w  +  3  oder  8n  +  5;  und  ist  der  Koefficient  p  von 
der  Form  8w  +  1  od^r  8»+  ';  so  enthält  der  Teiler  nur  Zahlen 
von  eben  diesen  Formen  8n  +  1  oder  8w  +  7.  Dies  wird  ebenso 
bewiesen,  wie  bei  der  Erklärung  der  vorigen  Tafel. 

Es  ergiebt  sich  demnach;  dafs  alle  quadratischen  Teiler  der 
Formel  t*  +  2au^,  in  welcher  a  eine  Zahl  von  der  Form  4n  +  3  ist; 
Iq  zwei  Arten  zerfallen,  von  denen  die  eine  alle  Zahlen  von  der  Form 
^n-^-  3  oder  8n  +  5;  die  andere  alle  Zahlen  von  der  Form  8n+  1 
oder  8n  -f-  7  enthält.  Abgesehen  aber  von  diesen  ungeraden  Zahlen 
enthält  offenbar  jeder  quadratische  Teiler  py^-^  Aq)y 0-^2 mz^  auch 
gerade  Zahlen;  da  man  y  gerade  und  0  ungerade  nehmen  kann;  wofern 
sie  nur  prini  zu  einander  sind. 

Ebenso  kann  man  sowohl  die  quadratischen  wie  die  linearen 
Teiler  in  die  vier  ArteU;  welche  den  vier  Formen  8n+  1,  8n  +  3, 
^n  +  5;  8n  +  7  entsprechen;  zerlegen. 

Allgemeine  Bemerkung. 
Bei  diesen  verschiedenen  Tafeln  ist  zu  bemerken;  dafs  jede  Gruppe 
von  linearen  Teilern  stets  einer  und  derselben  Anzahl  von  qua- 
dratischen Teilern  entspricht;  wenn  man  nämlich  jeden  quadratischen 
Teiler,  welcher  von  einer  der  Formen  py^  +  rt^,  py^  -^^  2qyg  '\-  2qz'^, 
pf  -f  2gyj?  +  ps^  ist;  nur  für  \  rechnet  Der  Grund  dieser  Ausnahme 
beruht  darin ;  dafs  diese  Arten  von  Teilern  bei  den  beiden  verschie- 
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denen  Annahmen  über  die  Werte  der  Unbestimmten  y  und  z  die 
gleiche  Anzahl  liefern^  so  dafs  sie  in  Wirklichkeit  nur  die  Hälfte  der 
Anzahl  der  Teiler,  welche  in  den  andern  Formen  enthalten  sind,  io 
sich  schliefsen. 

§  12. 

Eine  Reihe  von  Sätzen,  welche  sich  aus  den  vorher  erwähnten  Tafeh 

ergeben. 

228. 

Allgemeiner  Sats.  Ist  Acx  4-  <^  eine  der  linearen  Formeo, 
welche  den  Teilern  von  ^*  +  cm*  zukommen,  so  behaupte 
ich,  dafs  jede  in  der  Form  4ciC  +  a  enthaltene  Primzahl 
notwendig  ein  Teiler  der  Formel  ^*  +  cm*  und  somit  von 
einer  der  zur  linearen  Form  4iCX  4-  ^  gehörigen  quadra- 
tischen Formen  py^  +  2qyz  +  ♦*^'  ist. 

Nimmt  man  z.  B.  in  der  Tafel  VII  die  Formel  t^  +  30«*,  und 
wählt  man  in  diesem  Beispiel  die  dem  quadratischen  Teiler  15y*4-2r 
entsprechenden  linearen  Formen,  so  kann  man  behaupten,  dafs  jede 
Primzahl,  welche  eine  v.on  den  Formen 

120;r  +  17,  23,  47,  113 

besitzt,  ein  Teiler  von  t^  +  30m*  ist,  und  somit  von  der  Form 

15y«  +  28" 
sein  mufs. 

Einem    andern,  derselben  Tafel    entnommenen  Beispiel    zufolge 

kann  man  behaupten,  dafs  jede  in  einer  der  Formen 

mx  +  3,  5,  13,  19,  27,  45 

enthaltene  Primzahl   ein   Teiler   von  t^  4~  ^^^^  i^^;   ^^^  somit  ?üd 

der  Form 

3y2  +  4yÄ  +  6^ 
sein  mufs. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  oben  für  den  Fall  gegeben  worden, 

wo  c  eine  Primzahl   oder  das  Doppelte  einer  Primzahl  ist;  derselbe 

kann  aber  auch  ohne  Schwierigkeit  für  jeden  Wert  von  c  geführt 

werden,  wenn  die  Primzahl  A  von  der  Form  AiCX  -{-  a  gleichzeitig 

von  der  Form  4n  -|-  3  ist.    Denn  alsdann  mufs  notwendig  die  Zahl  A 

in  der  Formel  t^  +  cu^  oder  in  der  Formel  <*  —  cu^  aufgehen  (No.  173> 

Sucht   man  aber  die  linearen  Formen  der  Teiler  von  t^  —  cu*,  so 

'  stellen  sich  diese  Formen  als  verschieden  von  den  Formen  der  Teiler 

von  ^^ -f-  cu^  heraus.    Mithin  kann  die  Zahl  Ay  wenn  sie  von  einer 

dieser  letzteren  Formen  ist,  kein  Teiler  von  t^  —  cu^  sein.    Demnach 
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ist  sie  notwendig  ein  Teiler  von  t^  +  cu^  und  daher  von  einer  der 
quadratischen  Formen,  welche  diesen  linearen  Formen  entsprechen. 

Eine  gleiche  "Schlufsfolgerung  würde  nicht  mehr  stattfinden,  wenn 
A  von  der  Form  4n  +  1  wäre;  ja  sie  ist  sogar  unvollständig  für 
den  Fall  -4  =  4n  +  3,  da  sie  die  wirkliche  Ermittlung  der  linearen 
Teiler  sowohl  der  Formel  t^  +  c^**  wie  der  Formel  <*  —  cm*  voraus-« 
Netzt.  Deshalb  ist  es  gut,  einen  andern  Weg  zum  allgemeinen  Be- 
weise dieses  Satzes  einzuschlagen. 

229. 

Wir  bemerken  zunächst,  dafs  die  lineare  Form  iiCX  -{-  ^;  zu 
welcher  die  Primzahl  A  gehört,  stets  als  eine  von  denjenigen  betrachtet 
werden  kann,  welche  einem  quadratischen  Teiler  entsprechen.     Ist 

dieser  Teiler,  so  kann  man 

py^  +  2qyz  +  rz^  =  ^cx  +  a 
setzen,  oder,  was  dasselbe  ist: 

j)t/*  +  ^Q.y^  i  ^^"  =  4ca;  +  A. 
Multipliciert  man  diese  Gleichung  mit  py  so  ergiebt  sich: 

ipy  +  i^y  db  ^^*  =  ^pcx  +  pA, 
und  hieraus  erkennt  man,  dafs  ir^  "t  g^;  ~~P —  ^j^^  ganze  Zahl  ist- 
Demnach  ist  umsomehr,  wenn  %'  ein  Primfaktor  von  c  ist,  die  Glei- 
chung  ^^      =  e  auflösbar,  und  daher  ist: 

m  - 1  ^'  (i)  (i)  -  ■• 

Nun  ist  aber  allgemein  l~-)  =  +  1  oder  =«  —  1,  also  l^)  \~)  =  1, 
und  somit: 

(4)  -  m  ■ 

Wir  konnten  auch  den  speciellen  Fall,  wo  p=^lf  und  den, 
wo  p  gleich  einer  Quadratzahl  ist,  betrachten,  da  man  in  diesen 
Italien  leicht  beweisen  kann,  dafs  A  ein  Teiler  der  gegebenen  Formel 
/'  +  ctt'*)  ist;  indessen  ist  es  besser,  den  Beweis  in  seiner  ganzen 
Allgemeinheit  zu  verfolgen. 

230. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dafs  die  Teiler  von  der  Form  4n  -j-  1 

^  Das  doppelte  Zeichen  bedeutet  nur,  dafs  die  gegebene  Formel  t*-{-eu* 
oder  i'  —  cu*  sein  kann;  im  Übrigen  aber  läfst  dasselbe  keine  Unbestimmt- 
heit übrig.  Anm.  d.  Verf. 
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und  die  von  der  Form  4n  -f-  3  durch  ihnen  eigentümliche  quadra- 
tische Formen  sich  von  einander  unterscheiden;  ja^  wenn  die  ge- 
gebene Formel  t^  +  2at«*  ist,  so  zerfallen  die  Teiler  sogar  in  vier 
Formen  8n  +  1>  8w  +  3?  8**  +  5>  8w  +  7,  und  diese  sind  in  ver- 
schiedenen quadratischen  Formen  enthalten.  Man  kann  daher  au- 
.  nehmen/ dafs  der  der  linearen  Form  4ca;  +  a  oder  Acz -}- A  ent- 
sprechende quadratische  Teiler  py^  +  ^iV^  i  2»ijef*  nur  Zahlen  von 
derselben  Art  wie  Ä  enthält,  d.  h.  solche  Zahlen,  dafs  die  Differenz 
zwischen  diesen  Zahlen  und  Ä  durch  4  oder^  falls  die  Formel  ^^  -^  2aur 
oder  2pm  —  j*  =  2a  ist,  durch  8  teilbar  ist.    Mithin  ist  p,  welches 

eine  von  diesen  Zahlen  ist,    so  beschaffen,   dafs  ^^ —   eine   ganze 

Zahl,  oder,  falls  c  ==  2«,  daXs  ^-r —  eine  solche  ist 

Wir  nehmen  ferner  an,  dafs  der  Eoefficient  p  eine  Primzahl  ist. 
Wäre  er  es  nicht,  so  konnte  man  eine  Primzahl  suchen,  welche  in 
der  Formel  py*  +  ^iV^  +  2»»je?*  enthalten  wäre.     Ist  diese  Zahl: 

pz^pfi^  +  2qfiv  +  2mv% 
und  bestimmt  man  ft^  und  v^  mittelst  der  Gleichung: 

so  erhält  man^  wenn  man 

y  =  f*y  +  f*^^'>      ^  =  ^y  +  '^^^ 

setzt,  als  Transformation  den  quadratischen  Teiler: 

in  welchem  der  Koefficient  des  ersten  Gliedes  eine  Primzahl  ist 
Betrachtet  man  also  diese  Vorbereitung  als  schon  ausgefahrt,  so  ist 
es  gestattet,  p  als  Primzahl  anzunehmen. 

Nehmen  wir  jetzt  die  bereits  gefundene  Gleichung 

in  welcher  #  irgend  einen  Primfaktor  von  c  bezeichnet,  wieder  auf, 
und  sind  a,  a ,  a\  ...  die  Primteiler  von  der  Form  4n  --f-  1  und 
^,  /S',  /5",  .  .  .  die  Primteiler  von  der  Form  4n  +  3,  so  erhalten  wir, 
wenn  wir  diese  Zahlen  für  •0'  setzen: 

(4)-(|).  (-^-)-(|).  (^)-(f).- 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  dem  Beciprocitätsgesetze  und  weil  A  und 
p  entweder  alle  beide  von  der  Form  4»  -{-  1  oder  alle  beide  von  der 
Form  4w  +  3  sind: 
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(i)-(v).  (:;)-(f).  (Q-(^;).- 

(l)-(f).  (4-)-(f).   (5)-(f).- 

1)  Ist  demnach  c  ungerade,  so  ist  c  gleich  dem  Produkte  aller 
Primzahlen  a,  a\  a\  . . .  ß,  ß^,  /3"  . . . ^  und  man  erhält:    ^ 

{^)  -  (i)  d)  (9  ■■■{'.)  am  ■  ■ 

(y) = (f)  (^■)  ü)-  ü)  (f )  (f )  ■  ■  ■ 

Da  nun  die  Faktoren  dieser  Ausdrücke  einander  entsprechend  gleich 
sind;  so  ist: 

(i)-{y)- 

2)  Ist  c  gerade,  so  enthält  c  aufser  den  yorhergehenden  Faktoren 
den  Faktor  2.    Da  jedoch  p   und  Ä  in  Bezug   auf  die   Vielfachen 

Ton  8  von  derselben  Form  sind,  so  hat  man  (— j  =  (— j,  und  dem- 
nach ebenfalls: 

(t)-(;)- 

Da  aber  p  ein  Teiler  von  g*  +  c  ist,  so  ist  (— )  =  1;  mithin 

ist  auch  (-^-)  =  1;  folglich  ist  die  Primzahl  Ä  jederzeit  Teiler  der 

gegebenen  Formel  fi  +  cu*,     Sie  mufs  somit  von  einer  der  quadra- 
tischen Formen  sein,  welche  der  linearen  Form  Acx  •\'  a  entsprechen. 

231. 

Der  soeben  bewiesene  Satz  ist  unstreitig  einer  der  allge- 
meinsten und  wiohtigsten  Sätze  der  Zahlentheorie.  Der  Beweis, 
den  wir  dafür  gegeben  haben,  setzt  nur  voraus,  dafs  es  eine  in  dem 
quadratischen  Teiler  p\^  -j-  2qyz  +  »*^*  enthaltene  Primzahl  giebt. 
Diese  Annahme  jst  aber  nicht  nur  mit  grolscr  Wahrscheinlichkeit 
richtig,  man  findet  sie  leicht  bei  allen  in  unsern  Tafeln  enthaltenen 
quadratischen  Formen  bestätigt;  ja  es  unterliegt  sogar  keinem  Zweifel, 
dafs  die  Formel  py*  -f-  2qyz  +  rz^  unendlich  viele  Primzahlen  ent- 
halt;  au&er  in  dem  Falle,  wo  die  drei  Zahlen  |},  q^  r  einen  gemein- 
samen Teiler  ^  besitzen.  Einen  solchen  können  sie  indessen  nicht 
haben,  da  wir  angenommen  haben,  dafs  c  oder  pr  —  ^  keinen'  qua- 
dratischen Faktor  besitze. 

Nichtsdestoweniger  könnte  man  den  Beweis  vollkommen  unab- 
hängig von  der  Voraussetzung  machen,   dafs  p   eine  Primzahl  ist. 
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Mao  müfste  dazu  verschiedene  Fälle  untersuchen,  je  nach  der  Anzahl 
der  Faktoren,  aus  denen  c  zueammengesetzt  iat. 

Wir  haben  bereits  den  Fall  untersucht,  wo  c  eine  Primzabl  oder 
da?  Doppelte  einer  Primzahl  ist  Nehmen  wir  also  jetzt  c^o.^ 
;ni,  wo  a  und  ß  zwei  beliebige  ungerade  Primzahlen  sind.  Zu  gleicher 
Zeit  sei     * 

py'  +  2qys  +  2mj' 
ilie  quadratische  Form,  welche  der  linearen  Form 

4ea;  +  a  oder  4ca;  +  A 
ciittpriebt,   80   dafs  p  und   A   entweder   alle    beide  von   der    Form 
1  n  -f'  1   oder  alle   beide  von  der  Form  4n  -|-  3  sind.     Alsdann  bat 
Lima  der  Annahme  nach: 

py*  +  2qys  +  2m«*  =  ^cx  +  A, 
und  wenn  man  mit  p  multipliciert: 

{py  +  qzf  +  cz*  =  \cpx  +  Ap. 
(Wir   betrachten  hier  nur  den   Fall,  wo  c  positiv   iat,   da   der   Fall, 
wo  c  negativ  ist,  iu  ähnlicher  Weise  behandelt  werden  kaau). 

Da  nun  c  <=  aß,  so  hat  man  in  Bezug  auf  a  und  ß  die  Glei- 
tliungen  (—1  -=  1,  (-^)  =  1,  und  diese  geben: 

(4)=(i).  (f)  =  (|)- 

Es  sei  jetzt  p  =  bä'w"«'".  .  .  ,  wo  «,  x",  x^^  . ..  Primzahlen  von 
der  Form  4n  +  1  und  Jt',  x", , . .  Primzahlen  von  der  Form  4b  +  3 
«eien.  Hatte  j>  quadratische  Faktoren,  so  könnte  man  dieselben  ganz 
und  gar  weglassen  und  nur  die  ungleichen  Faktoren  beibehalt«n. 
Man  bat  also: 

(4)  =  {v)(^)-(^)- 

(l)-(f)-(l>(f)-  . 

l>ie  Gleichung  2p»t  —  g'  =  c  =  «^  giebt  aber; 

und  ebenso  fflr  jeden  andern  Faktor  von  p.     Folglich  erhält  man: 
(4)=        (4).       (V.)=        (^.).       t^)  =  (Jv),- 

Hieraus  ei^iebt  sich  nach  dem  ReciprocitKtsgesetze  (No.  166): 
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(v)  =  (f).     (:')-(-')'^(f) 
(^)-(-"f)-      (?)-(-')'*'(f-) 


Nur  die  rechts  stehenden  Gleichungen  bedürfen  einiger  Erläuterung. 
Das  allgemeine  Gesetz  giebt: 

(v)-C-l)~-'   (y). 

und  da  — - —  ungerade  ist,  so  geht  diese  Gleichung  über  in: 

(v)  -  (- 1)"^  (y)  • 

Ebenso  hat  man: 

(f-)  -  (- '/ ■'  ii)  ■ 

Da  nun  l—,  )  =  —  (  ->  j  ist,  so  folgt  hieraus: 

T)-(-'r'-(;), 

und  ebenso  die  andern  auf  7t'\  n^ , . ,  bezüglichen  Gleicjiungen. 

Moltipliciert   man    die   beiden    vorstehenden   Reihen    von   Glei- 
chungen mit  einander,  so  erhält  man: 

wobei  Je  die  Anzahl  der  Faktoren  ä  ,  sr'", . . . ,  welche  von  der  Form 
4n  -(-  3  sind,  bedeutet. 

Ist  zunächst  Ä  und  somit  p  von  der  Form  4n  *^  1 ,  so  mufs 
die  Zahl  k  gerade  sein,   und   demnach  ist 

{^)-(f).  •"««"«'■  (4)- (t)- 

Umgekehrt  folgt  hieraus 

(x)  -  (i).  "^»  (t*)  -  +  •• 

Somit  ist  A  ein  Teiler  von  fi  -{-  aßuK 

Ist  zweitens  A  sowohl  wie  p  von  der  Form  4m  +  3,  so  ist  die 
Zahl  h  ungerade,  und  es  ist: 

(i)_  (-1)^(1), 
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folglich:  /^x  1±A 


(^■)-(-')'  (!)• 


Hieraus  ergiebt  sich  nach  dem  Reciprocitätsgesetze: 

(-i)^(x)  =  (-i)~    "'    (1)' 

und  dies  reduciert  sich  auf: 

(i)=(->y(4)- 

oder: 

(D— (4)- 

Mithin  ist: 

und  daher  A  ebenfalls  ein  Teiler  von  ^  +  «/3w*. 

Der  SchluTs;  dafs  A  ein  Teiler  von  i^  +  ^***  ^^h  ^^t  also  richtig, 
wie  beschaffen  auch  der  Koefficient  j)  sein  möge,  und  es  unterliegt 
keinem  Zweifel^  dafs  er  ebenfalls  gelten  würde,  wenn  c  das  Produkt 
von  mehr  als  zwei  Primzahlen  wäre. 

232. 

Man  erkennt  nunmehr,  dafs  jeder  Teil  unsrer  Tafeln  mehrere 
Sätze  liefert,  welche  Beziehungen  zwischen  den  linearen  Formen 
der  Primzahlen  und  ihren  quadratisohen  Formen  ergeben.  Die 
bemerkenswertesten  von  diesen  Sätzen,  oder  diejenigen,  i^velche 
sich   auf  die  einfachsten  Formeln  beziehen,  sind  folgende: 

Aus  Tafel  UL 

1)  Jede  Primzahl  von  der  Form  8a;  +  1  oder  8a;  +  7  ist  von 
der  Form  y*  —  2i?. 

2)  Jede  Primzahl  von  der  Form  12a;  +  1  ist  von  der  Form 
y^  —  3jef*,  nnd  jede  Primzahl  von  der  Form  12^+  11  ist  von  der 
Form  3y*  —  jsfl 

3)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  20a;  +  1,  9,  1 1,  19  ist 
von  der  Form  y*  —  5j»'. 

4)  Jede  Primzahl  von  der  Form  24a;  +  1  oder  24a;  -|-  19  ist 
von  der  Form  y^  —  6;?',  und  jede  Primzahl  von  der  Form  24^  -|-  5 
oder  24  a;  +  23  ist  von  der  Form  6y*  —  je?*. 

5)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  28a;  +  1;  9>  25  ist  von 
der  Form  y^  —  7;?*,  und  jede  Primzahl  von  der  Form  28a;  -f-  3,  19, 
27  ist  von  der  Form  7y*  —  ^. 
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6)  Jede  Primzahl  Ton  einer  der  Formen  4ßx  +  1,  9,  31,  39  ist 
Ton  der  Form  y*  —  10^*,  und  jede  Primzahl  von  einer  der  Formen 
40x  +  3,  13,  27,  37  ist  von  der  Form  2f  —  bji^. 

7)  u.  s.  w. 

Aus  Tafel  IV. 

1)  Jede  Primzahl  von  der  Form  Ax-^-l  ist  von  der  Form  y*  +  ^*« 

2)  Jede  Primzahl  von  der  Form  20a?  +  1  oder  20:c  +  ^  ist  von 
der  Form  y*  +  5g^,  und  jede  Primzahl  von  der  Form  20aJ  +  3  oder 
20x  +  7  ist  von  der  Form  2y^  +  2yg  +  5e\ 

3)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  52rc  +  1;  9,  17,  25, 
29,  49  ist  von  der  Form  y^  +  13;?*,  und  jede  Primzahl  von  einer  der 
Formen  52a?  +  7, 11,  15,  19,  31,  47  ist  von  der  Form  2y^  +  2y0  +  Is^ 

4)   U.    8-   w. 

Aus  Tafel  V. 

1)  Jede  Primzahl  von  der  Form  6  a;  +  1  ist  von  der  Form 
y*  +  y^  +  ^  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  von  der  Form 
jr  +  35». 

2)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  14a;  +  ^5  9>  H  ist  von 
der  Form  y*  +  7;?*. 

8)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  22a;  +  1;  3,  5,  9,  15 
ist  von  der  Form  y^  +  yz  '\-  ^z^, 

4)  Jede  Primzahl  von  der  Form  30a;  +  1  oder  30a;  +  19  ist 
von  der  Form  y*  +  15j?*,  und  jede  Primzahl  von  der  Form  30a;  +  17 
«der  30a;  +  23  ist  von  der  Form  3y*  +  bz^. 

5)  n.  s.  w. 

Aus  Tafel  VL 

1)  Jede  Primzahl  von  der  Form  8a;  +  1  oder  8a;  +  3  ist  von 
der  Form  y*  +  2^*. 

2)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  40a;  +  1,  9,  11,  19  ist 
von  der  Form  y*  +  10 ^e?*,  und  jede  Primzahl  von  einer  der  Formen 
V\X'\-1,  13,  23,  37  ist  von  der  Form  2y*  +  bz\ 

3)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  104a;  +  1,  3,  9,  17, 
25,  27,  35,  43,  49,  51,  75,  81  ist  von  einer  der  Formen  y*  +  26^^ 
und  3y*  -|-  2yz  +  9^*>  ^^^  ]^^^  Primzahl  von  einer  der  Formen 
104ar+5,  7,  15,  21,  31,  37,  45,  47,  63,  71,  85,  93  ist  von  einer 
der  Formen  2y*  +  13jef*  und  6y^  +  4y^  +  bz^. 

4)  u.  8,  w. 

Ans  Tafel  vn. 

1)  Jede   Primzahl  von  der  Form  24  a;  +  ^  oder  24a;  +  11   ist 
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von  der  Form  2y*  +  Sjs?^;  ^^^^  jede  Primzahl  von  der  Form  24a; +  1 
oder  24a;  +  7  ist  von  der  Form  y^  +  6ä*. 

2)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  56  a;  +  3,  5,  13,  19, 
27,  45  ist  von  der  Form  3y*  +  2y^  +  hz^j  und  jede  Primzahl  von 
einer  der  Formen  56  a;  +  1?  9?  15>  23,  25,  39  ist  von  einer  xler 
beiden  Formen  j/'  +  14^*  und  2t/*  +  7^5*. 

3)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  88a;  +  l^?  ^^j  21,  29. 
35,  43,  51,  61,  83,  85  ist  von  der  Form  2y*  +  ll^^  und  jede  Prim- 
zahl von  einer  der  Formen  88a;  +  1,  9,  15,  23,  25,  31,  47,  49,  71, 
81  ist  von  der  Form  y*  +  22  z^. 

4)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  120a;  +11,  29,  59,  101 
ist  von  der  Form  5y*  +  &z^. 

Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  120a;  +  13,  37,  43,  67  ist 
von  der  Form  lOy*  +  3;?*. 

Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  120a;  +1,  31,  49,  79  ist 
von  der  Form  y^  +  ZOz^. 

Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  120a;  +  17,  23,  47,  113 
ist  von  der  Form  2y*  +  \bz^, 

5)  u.  8.  w.  u.  s.  w. 

Lagrange  war  der  erste,  welcher  den  Weg  zu/  EntdeckoDg 
derartiger  Sätze  bahnte  (man  sehe  die  Abhandlungen  der  Berliner 
Akademie  vom  Jahre  1775).  Indessen ^sind  die  Methoden,  deren  sieb 
dieser  bedeutende  Mathematiker  bediente,  nur  in  sehr  wenigen  Fällen 
auf  die  Primzahlen  von  der  Form  4n  +  1  anwendbar.  Die  in  Be- 
zug auf  diese  sich  darbietende  Schwierigkeit  kann  nur  mit  Hülfe  des 
Reciprocitätsgesetzes,  welches  ich  zuerst  in  den  Abhandlungen  der 
Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  vom  Jahre  1785  angegeben 
habe,  vollständig  beseitigt  werden. 

§  13. 
Andere  Sätze,  die  quadratisclien  Formen  der  Zahlen  betreffend. 

233. 
Ist  P  irgend   eine  Zahl,   welche  in  der  Formel  ^  +  cu^  auf- 
geht, und  als  solche  in  dem  quadratischen  Teiler  py^  +  2gy«  +  r^ 
enthalten,  so  kann  man 

setzen.  Bestimmt  man  sodann  zwei  Zahlen  a^,  pp  der  Gleichung 
aß^  —  ßa^  =  1  gemäfs,  und  setzt  man  ay  +  cfiz  und  ßy  +  (Pz  an 
Stelle  von  y  und  jet,  so  geht  der  quadratische  Teiler 
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über  in  die  Form 

Ist  P'  ein  andrer  Teiler,  der  in  derselben  Formel  j)y^  +  SgyjS  +  rz^ 
oder  in  der  ihr  äquivalenten  Py*  +  ^Qv^  rh  ^-^^  enthalten  ist,  so 
kann  man 

P'=P^2  +  2öf*v  +  ^v* 

setzen,  und  dies  giebt: 

PP'^(P(i  +  Qvy±cv\ 
Mithin: 

Sind  P  und  P'  zwei  Teiler  der  Formel  t^^cn^,  welche 
alle  beide  in  einer  und  derselben  quadratischen  Formel 
pf  +  2qy0  +  re^  enthalten  sind,  so  ist  ihr  Produkt  PP' 
stets  Ton  der  Form  t^  +  cu\ 

Sind  umgekehrt  die  beiden  Zahlen  P  und  P"  so  be- 
schaffen, dafs  PP'=<*4:^***  is*;  wo  ^  ^"^  **  prim  zu  ein- 
ander sind,  so  behaupte  ich,  dafs  diese  beiden  Zahlen  zu 
demselben  quadratischen  Teiler  gehören. 

Da  nämlich  t  und  u  prim  zu  einander  sind,  so  müssen  es  u  und 
f  ebenfalls  sein;  man  kann  also  setzen:  t^^Py-{'Quy  wo  y  und  Q 
unbestimmte  Grofsen  sind.     Dies  giebt: 

P'=  Py»  +  2Qyu  +  ^p^  n\ 

Da  in  diesem  Ausdrucke  u  und  P  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler 
haben,  so  sieht  man,  dafs  Q^  +  ^  durch  P  teilbar  sein  mufs.  Setzt 
man  also  ^*  +  c  ==  PjR,  so  erhält  man: 

p=  Py2  ^  2  öyt*  +  Ru\ 

Betrachtet  man  y  und  u  als  unbestimmte  Grofsen,  so  stellt  die 
rechte  Seite  einen  der  quadratischen  Teiler  der  Formel  i^  +  ^^^^  ^^^y 
und  es  ist  klar,  dafs  dieser  Teiler  zugleich  P  und  P  enthält.  Wenn 
also  die  beiden  Zahlen  P  und  P'  so  beschaffen  sind,  u.  s.  w. 

234. 

Jede  PrimBahl  -4,  welche  in  der  Formel  t^  +  cu^  auf- 
geht, kann  nur  zu  einem  einzigen  quadratischen  Teiler 
dieser  Formel  gehören. 

Denn  wenn  die  Primzahl  A  zu  zwei  verschiedenen  quadratischen 
Teilern  gehörte,  so  könnte  man  diese  in  zwei  andere  transformieren, 
in  denen  A  der  Koefficient  des  ersten  Gliedes  wäre  (No.  ^3).    Sind 
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Äy^  +  2Byg  +  Cis^ 
Af  +  2B'yz  +  C'z^ 
diese  beiden  Teiler,  so  kann  man  gleichzeitig  Ä>2B  und  >2E 
annehmen;  denn  wenn  2B  >  A  wäre,  so  müfste  man  y  —  ma  fBr  y 
setzen  und  m  derart  bestimmen,   dafs  der  Eoefficient  von  yg  nicht 
gröfser  als  A  wäre.    Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  hätte  man  steb: 

B^-AC=  B'^  -  AC'=  ±  c; 

mithin  wäre -7 einie  ganze  Zahl,    und  da  A  Primzahl  ist,  so 

müfste  A  in  einem  der  Faktoren  B  +  JB',  B  —  S  aufgehen.  Da 
aber  B  und  S  alle   beide   kleiner   als  -^  A,   oder   eins    Ton   ihnen 

höchstens  gleich  —A  ist,  so  sind  die  Zahlen  B  -^  B"  und  B  —  B 

kleiner  als  A  und  daher  ist  weder  der  eine  noch  der  andere 
Faktor  durch  A  teilbar,  wofern  man  nicht  B  =  B"  annimmt.  Alsdann 
aber  sind  die  beiden  in  Rede  stehenden  quadratischen  Teiler  identisch; 
folglich  kann  die  Primzahl  A,  welche  in  der  Formel  fi  +  cm*  auf- 
geht, nur  zu  einem  einzigen  quadratischen  Teiler  dieser  Formel  gehören. 
Bemerkung.  Dieselbe  Schlufsfolgerung  würde  gelten,  wenn  .4 
das  Doppelte  einer  Primzahl,  und  allgemein,  wenn  A  irgend 
eine    Potenz    einer    Primzahl     oder    das    Doppelte     dieser 

Potenz  wäre.    Denn  die  Gleichung    — y"—  =  c  läfst  nur  eine  einzige 

Losung  zu,  wenn  A  von  der  erwähnten  Form  ist,  oder  allgemeiner, 
wenn  A  =  a^&  oder  2a"^  ist,  wo  9'  einen  durch  a  nicht  teilbaren 
Teiler  von  c  und  a  eine  Primzahl  bedeutet.  (Siehe  No.  193).  Hit- 
hin kann  in  allen  diesen  Fällen,  welche  ziemlich  umfassend  sind,  die 
Zahl  A  nur  in  einem  einzigen  quadratischen  Teiler  der  Formel 
i*  +  cii*  enthalten  sein. 

235. 

Ist  dagegen  A  eine  snBammengesetBte  Zahl,  so  kann  es 
mehrere  quadratische  Teiler  der  Formel  t-  +  cu*  geben, 
welche  die  Zahl  A  enthalten. 

Der  quadratische  Teiler  nämlich,  welcher  A  enthält,  kann  dar- 
gestellt werden  durch  die  Formel  Ay^  +  2Byjs  +  Ce^,  wo  2B  <ä 
und  JB*  —  J.C  «==  +  c  ist.    Da  nun  A  bekannt  ist,  so  kann  man  filr 

B  jede  Zahl  nehmen,  welche  der  Gleichung    --^—  =  ^  S^^^S^f  v^^" 

ausgesetzt,   dafs   diese  Lösung  zwischen   0   und       A  liegt     Wenn 

ferner  A  ungleiche  und  mit  c  keine  gemeinsamen  Primfaktoren  hat, 
so  besitzt *diese  Gleichung,  wie  wir  bereits  in  No.  193  gesehen  haben, 
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2*^^  Losungen  y  wobei  i  die  Anzahl  dieser  Faktoren  (aufser  2)  an- 
giebt.    Mithin  giebt  es  ebenfalls  2*'~^  quadratische  Teiler 

Ay"  +  2Byz  +  6V 

oder  Formen  vou  quadratischen  Teilern ,  welche  A  enthalten.  Es 
kann  jedoch  vorkommen ;  dafs  mehrere  dieser  Teiler,  auf  den  ein- 
fachsten Ausdruck  reduciert^  nicht  von  einander  verschieden  sind,  so 
dafs  mit  Bücksicht  auf  die  angegebene  Grenze  die  Anzahl  der  die 
Zahl  A  enthaltenden  quadratischen  Teiler  zwar  nicht  gröfser  als 
2*~~^,  wohl  aber  kleiner  als  2*'~^  sein  kann.  Dies  ist  am  so  augen- 
scheinlicher; als  die  Anzahl  der  quadratischen  Teiler  einer  und  der- 
selben Formel  t^  +  ca*  zuweilen  sehr  gering  ist  und  sich  manchmal 
auf  einen  oder  zwei  reduciert,  während  die  Grofse  2''~*,  welche  die 
Anzahl  der  Werte  von  B  darstellt,  wenn  man  eine  aus  mehreren 
Faktoren  zusammengesetzte  Zahl  A  nimmt,  so  grofs  werden  kann 
als  man  will.  ^ 

Bemerkung.  Bis  hierher  haben  wir  die  Teiler  der  beiden 
Formeln  t^ '\- eu*  und  t^  —  cu^  unterschiedslos  betrachtet;  von  nun 
an  werden  wir  uns  in  diesem  Paragraphen  nur  mit  der 
ersten  Formel  t^  -f"  cu^  und  deren  quadratischen  Teilern 
beschäftigen. 

236.  • 

Jede  Primzahl  A^  welche  von  der  Form  y*  +  ^^*  '^^^y 
wo  a  eine  pcaitive  Zahl  bedeutet,  kann  nur  ein  einziges 
Mal  von  dieser  Form  sein,  so  dafs  man  also  nicht  gleich- 
zeitig -4  = /^  +  ^5*  ^^^  A^^^f'^-^-ag^  haben  kann,  wo  jf 
verschieden  von  g  ist. 

Nehmen  wir  an,  dafs  diese  beiden  Formen,  falls  es  möglich  wäre, 
gleichzeitig  stattfanden,  und  daüsi  somit 

f'  +  ag'^  r  +  ag'\ 
oder 

Ware,  so  mfifste  f-^-f  durch  einen  Faktor  von  a  und  f — f  durch 
einen  andern  Faktor  teilbar  sein.  Ist  also  a^^»  mn^  wo  m  und  n 
zwei  unbestimmte  Faktoren  sind,  so  hat  man: 

f+r-mh,        f-r=nk, 
ond  daher: 

hk  =  flf'«  -  /. 

Ltgtndr«,  Zahl«nth60Tie  I.  20 
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Ist  9  der  grofste  gemeinschaftliche  Teiler  von  h  und  g''{-  g^  so  kann 
man  setzen: 

Ä  =  /i9,  gJ^g'=v(py 

so  dafs  man  nur  noch  der  Gleichung 

/**  ==  {g  —  g)v 
zu  genHgen  hat.     Da  nun  aber  ft  und  v  prim  zu  einander  sind,  so 
mufs 

sein,  wo  ^  eine  neue  unbestimmte  Gröfse  darstellt.    Hieraus  folgt: 

Mithin  ist: 

P  +  a^f*  oder  -4  —  -r-  (f**wi  +  i/*n)  (w^)*  +  nif^). 

Da  nun  ^  eine  Primzahl  ist,  so  nmfs  der  eine  der  beiden  Faktoren 
auf  der  rechten  Seite,  z.  B.  mft*  +  **''*;  gleich  4  oder  gleich  2  sein. 
Ist  zuerst  mfi^  -f-  ni/'  =»  2,  so  kann  man  weder  (i  =  0  noch 
t;  =  0  setzen,  weil  jede  dieser  beiden  Annahmen  die  beiden  Formen 
f*  +  ag^  und  /"*  +  a^f'*  identisch  machen  würde.  Mithin  besteht 
die  einzige  Art,  dieser  Gleichung  zu  genügen,  darin,  dafs  man  alle 
Zahlen  m,  n,  f(,  v  gleich  der  Einheit  annimmt.  Alsdann  aber  hätte 
man: 

/"=  Y (9  —  V'),       /  =  Y  ^'^  +  *)' 
und  es  würden  somit  f^  +  ajf*  und  /"^  +  a^f'*  gegen  unsre  Amaahme 
nur  eine  und  dieselbe  Form  -    (v  +  ^)*  +  riv  "^  ^Y  darstellen. 

Ist  zweitens  mft' -j- ni^^  =  4,  so  giebt  es,  da  man  ebenfalls 
weder  ft  =  0  noch  v  =  0  setzen  kann,  nur  zwei  Arten,  diese  Glei- 
chung zu  befriedigen,  die  eine,  wenn  man  m=»n='2,  ft»:i/  =  l  setzt^ 
die  andere,  wenn  man  w  =  1,  n  =  3,  /i  =  v  =  1  setzt.  Der  erste 
Fall  ergäbe  A  =^2fp^  -}-  2il;^]  es  würde  somit  Ä  keine  Primzahl  sein. 

Im  zweiten  Falle  erhält  man: 

Diese  letzteren  Werte  können  aber  nur  stattfinden,  wenn  ip  und  i* 
entweder  alle  beide  gerade,  oder  alle  beide  ungerade  sind;  bei  jeder 


§  13.    Andere  Sätze,  die  quadratischen  Formen  der  Zahlen  betreffend.     307 

dieser  beiden  Annahmen  würde  aber  (p*  -^  3tl)^  oder  Ä  durch  4  teil- 
bar sein.  Mithin  kann  die  Primzahl  Ä  in  keinem  Falle  auf  zweierlei 
Weise  durch  dieselbe  Formel  y*  +  ag^  dargestellt  werden. 

Bemerkung.  Wenn  eine  Zahl  A  auf  zwei  verschiedene  Arten 
durch  die  Formel  y^  -^  az^  dargestellt  werden  kann,  so  ist  diese 
Zahl  notwendig  eine  zusammengesetzte  Zahl,  deren  beide  Faktoren 
iiogar  nach  der  vorhergehenden  Analyse  sich  bestimmen  lassen.  Es 
i$t  jedoch  zu  beachten^  dafs  dieser  Satz  nicht  mehr  richtig 
wäre,  wenn  a  eine  negative  Zahl  ist;  denn  nimmt  man  an^  dafs  die 
Gleichung  ^  «=  y^  —  az^  eine  Losung  besitze,  so  besitzt  dieselbe 
unendlich  viele. 

237. 

Wir  haben  bereits  Gelegenheit  gehabü  zu  bemerken,  dafs  das 
Produkt  der  beiden  ähnlichen  Formeln  x^  +  ay^,  j?*  +  aq^  eine  eben- 
solche Formel  giebt,  welche  in  den  beiden  Formen  sich  darstellen 

läfst: 

(px  —  aqyy  +  a(jpy  +  qxy 

ipx  +  aqyy  +  a(py  -  qx)\ 

Man  kann  sich  hiervon  durch  die  einfache  Entwicklung  der  beiden 
Grofsen  überzeugen.  Man  kann  jedoch  die  Form  dieser  Produkte 
auch  direkt  finden,  wenn  man  beachtet,  dafs  die  beiden  Faktoren 
^  H*  ^y^  ^^^^  ^  4*  ^^  gleichbedeutend  sind  mit  den  vier  folgenden : 


^  +  yV-o.,    x  —  yY^-a,    p  +  qV—a,    p  —  q]/^—a. 

Multipliciert     man    nun    die     beid#n    Faktoren    x  -{-  y  Y —  a    und 
p-\'  q  Y —  a  mit  einander,  so  ist  das  Produkt  gleich: 

px  —  aqy  -f  {py  +  qx)  Y—a. 
Die  beiden  andern  Faktoren  ergeben  ebenso  als  Produkt: 


px  —  aqy  —  {py  +  qx)  Y—  a, 

und  das  Produkt  dieser  Produkte  ist: 

(px  —  aqyy  +  a{py  +  qxy. 

Das  Resultat  würde  dasselbe   sein,    wenn    man   das   Zeichen   von  q 
änderte;  mithin  ist  eine  andere  Form  des  Produkts: 

{px  +  aqyy  -f  a{py  -  qxy. 

Diese  Formeln  gelten,  welches  auch  das  Zeichen  v6n  a  sein  möge. 
Das  Folgende  setzt  aber  voraus,  dafs  a  positiv  sei. 

20« 


308  Zweiter  Hanpttoil. 

238. 

Wenn  die  Formel  a^  -\-  ay^  eine  Basammengesetste  Zahl  N  dar- 
stellt ^  welche  m-mal  von  der  Form  x^  +  ay*  sein  möge,  und  wenn 
p^  +  ag*  eine  Primzahl  A  darstellt,  so  sieht  man  nach  der  vorher- 
gehenden Nummer ;  dafs  das  Produkt  AN  2m  Formen,  ahnlich  der 
Form  x^  -|~  ^t/^f  annehmen  kann,  vorausgesetzt  jedoch,  dalB  N  nicht 
teilbar  ist  durch  A.  Man  wird  sogleich  sehen,  warum  wir  diese 
Einschränkung  machen. 

Wenn  die  Primzahl  A  von  der  Form  jj*  +  ag*  ist,  so  ist  das 
Quadrat  der  Zahl  A  einmal  von  der  Form  x^  und  einmal   von  der 
Form  a^  -|~  ^y^  ^^^°  ^^^  ^^^  ^^^^  ^^^  vorstehenden  Formeln: 
48  =  (|)2  +  a3*)«    und     -4«  =  (p*  —  ag*)«  +  a(2jpg)« 

Wenn  demnach  die  zusammengesetzte  Zahl  N  m-mal  von  der  Form 
x^  +  ay^  ist,  und  wenn  die  Primzahl  A  ebenfalls  die  Form  jp'  +  ö^ 
besitzt,  so  wird  das  Produkt  NA*  3  m  Formen  von  der  Art  wie 
X*  -{-  aY*  annehmen  können,  und  unter  diesen  giebt  es  2m  Formen, 
in  denen  X  und  Y  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  A  haben,  und 
m  Formen,  in  denen  sie  einen  solchen  besitzen.  Es  wird  dabei 
ebenfalls  vorausgesetzt,  dafs  A  kein  Teiler  ist  von  N. 

Ist  die  Primzahl  A  immer  von  der  Form  p*  +  og*,  so  ist  der 
Kubus  von  A  zweimal  von  eben  dieser  Form;  denn  es  ist  A*  von 
der  Form  (p  —  aqf  +  a(2pg)*,  und  multipliciert  man  diese  Grofse 
mit  (p*  +  ag*),  so  ergeben  sich  die  beiden  Formen: 

(p»  —  3apg«)*  +  a(3p«g  —  ag»)« 

(p»+    apqY+a(p'q  +  af)^ 

Wird  die  letztere  durch  X*  +  aY^  dargestellt,  so  sieht  man,  dafs 

X  und  Y  den  gemeinschaftlichen  Teiler  A  haben,  und  dafs  sich  diese 

Form  auf  (pA)*  +  «(g-^)*  reduciert,  also  auf  dieselbe  Form,  als  ob 

man  einfach  p*  +  ag*  mit  A*  multipliciert  hätte. 

Allgemein,   ist  A   eine   Primzahl   von   der  Form  p*  +  ag*,  so 

kann  man 

A''  =  I^  +  aQ* 

setzen  und  erhält  zur  Bestimmung  von  P  und  Q  die  Gleichung: 

in  welcher  man  nach  Entwicklung  der  linken  Seite  die  rationalen 
Teile  sowohl  wie  die  irrationalen  Teile  unter  sich  gleichzusetzen  hat 
Nun  ist  aber  auch  A*  =  A*  -  ^"~~^,  so  dafs  man,  wenn  man 

A^-^^F^  +  aOf* 
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setzt^  einen  neuen  Wert  von  Aü^  erhält^  welcher  lautet: 

{Ary^  +  a{Aq)\ 

Einen  ähnlichen  Wert  folgert  man  aus  -4*  •  -4.*""*  u.  s.  w.  Mithin 
giebt   es    ebenso    viele    verschiedene    Formen    X*  +  a  F*    für    die 

Potenz  A^^  als   es   in    1  4'  y   Einheiten   giebt;   aber   unter  diesen 

Formen  giebt  es  nur  eine  einzige,  in  welcher  X  und  F  prim  zu  ein- 
ander sind.  In  allen  andern  haben  X  und  Y  der  Reihe  nach  Aj 
J}y  A?y . . .  als  gemeinschaftlichen  Teiler.    Mithin  ist  der  Wert  von  J.» : 

wenn  w  =  2,  einmal  A^  und  einmal  von  der  Form  X*  +  aF* 

wenn  n  =  3,  zweimal  von  der  Form  X*  +  ^5^* 

wenn  n  =  4,  einmal  A^  und  zweimal  von  der  Form  X*  +  a  Y* 

wenn  n  =  5  dreimal  von  der  Form  X*  +  aF* 

u.  s.  w. 

Da  jeder  Faktor  X^  -{-  a  Y^,  wenn  man  ihn  mit  einer  Zahl  von 
derselben  Form  multipliciert,  zwei  Resultate  von  eben  dieser  Form 
hervorbringt;  während  X^  allein  nur  eines  giebt,  so  kann  man  all- 
gemein schlieljsen,  daCs  das  Produkt  aus  einer  Formel  f^  -|-  ag*  und 
i*  »  4"  1  Formen  von  der  Art  wie  x^  +  ay*  annehmen  kann,  welche 
alle  von  einander  verschieden  sind,  vorausgesetzt,  dafs  A  nicht  in 
/ '  +  <^^  aufgeht. 

Wenn  demnach  ^  =  a*  /J*'  y""  . .  •  ist,  wo  a,  ft  y  . . .  Primzahlen 
uüd  sämtlich  von  der  Form  p^  -{-  a^  sind,  so  ist  die  Zahl  N 
ebenso  oftmal  von  der  Form  x^  -{-  ay%  als  das  Produkt 

4-  (»  +  1)  (n'+  1)  (n"+  1)  (n'"+  1)  . . . 

Einheiten  enthalt  Diese  Zahl  ist  gleich  der  halben  Anzahl  der 
Teiler  von  N^  oder  gleich  derjenigen,  welche  angiebt,  auf  wie  viele 
Arten  man  die  Zahl  N  in  zwei  Faktoren  zerlegen  kann. 

In  dem  Falle,  wo  (n  +  1)  (n  +  1)  •  •  •  ungerade  ist,  wtirde  das 
Resultat  auch  noch  richtig  sein,  wenn  man  nur  den  übrigbleibenden 

Bruch  -^  für  1  rechnet. 

Ist  a  B»  1,  oder  ist  die  in  Rede  stehende  Form  o?*  +  y*,  so 
kommen  der  Faktor  2  und  seine  Potenzen  gar  nicht  in  Betracht  und 
andern  nicht  die  Anzahl  der  Formen  des  Produkts.  Denn  multipli- 
ciert  man  a^  -}-  y^  mit  2,  so  erhält  man  nur  ein  Produkt  von  der- 
selben Form,  und  dieses  ist:  {x  +  yY  +  (^  —  y)*- 

239. 
Dm  eine  Anwendung  der   allgemeinen  Formel  zu  geben, 
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betrachten  wir  die  drei  Zahlen  5,  13,  17,  welche  alle  drei  tou  der 
Form  p^  +  q^  sind.     Man  findet  so: 

1)  Das  Produkt  5  •  13  •  17  ist  y  •  2*  2  •  2  oder  viermal  von  der 
Form  p*  +  5^- 

2)  Das  Produkt  5*  •  13  ist  —  •  3  •  2  oder  dreimal  von  derselben 
Form. 

3)  Das  Produkt  5*  •  13«  •  17  ist  y  •  3  •  3  •  2  oder  neunmal  ?on 
dieser  Form. 

4)  Das   Produkt    5*  •  13*   ist   —  •  5  •  5    oder    dreizehnmal   die 

Summe  zweier  Quadrate.     Alle  diese  Sätze  sind  leicht  zu  beweisen. 

Das  umgekehrte  Problem,  welches  beim  ersten  Anblick  sebr 
schwierig  erscheinen  könnte^  lost  sich  sehr  einfach,  wenn  man  auf 
das  bei  der  direkten  Lösung  gefundene  Resultat  achtet. 

Es  sei  z.  B.  die  Aufgabe  gestellt ^  eine  Zahl  zu  finden ,  welche 
dreifsigmal  von  der  Form  p^  -|~  ^^  i^^«  ^^^  einfachsten  Zahlen  dieser 
Form  sind  die  Primzahlen  3,  17^  19^  41^  43,...  Bezeichnet  man 
diese  durch  a,  /J,  y,  • . .  und  die  gesuchte  Zahl  durch  «"/}*' y"" . ... 

so   mufe   man   bewirken,   dafs   30  =  -r-  (**  +  ^)  (**'+  1)  (**'+  ^)  •  • 

werde.  Dazu  zerlege  man  60  in  Faktoren,  die  Primzahlen  sein 
können  oder  nicht,  z.  B  in  3  •  4  •  5,  und  vermindere  jeden  Faktor 
um  eine  Einheit.  Dadurch  erhält  man  2,  3,  4  für  die  Werte  von 
»,  n,  n\  Mithin  ist  a*  /}*  y*  eine  der  gesuchten  Zahlen;  es  mufs 
also  z.  B.  3*  •  17^  •  19*  der  AuJFgabe  Genüge  leisten. 

Diese  Lösung  ist  von  Fermat  ohne  Beweis  in  seinen  Anmer- 
kungen zum  Diophant  Seite  128  angegeben  worden. 

Der  Satz  in  No.  236,  von  dem  wir  soeben  verschiedene  An- 
wendungen gegeben  haben^  enthält  eine  weBentliche  und  sehr 
bemerkenswerte  Bigensohaft  der  Primzahlen;  er  läfst  sich  in- 
dessen noch  bedeutend  verallgemeinern^  wie  man  aus  den  folgen- 
den Sätzen  erkennen  wird.  . 

240. 
Jede   in   der   Formel   wy* -^  w;?*,   wo  m   und   n   positiv*) 


*)  Die  Zahlen  m  und  n  müBsen  prim  zn  einander  sein,  da  m/*'  -j*  ^9^  g\^^^ 
einer  Primzahl  ist.  Man  kann  aber  femer  noch  voranBsetzen,  da£s  m  and  n 
keinen  quadratischen  Faktor  haben;  denn  wäre  m  «  tn'a*,  so  würde  offenbar 
die  Formel  my^  -|-  n»^  in  m'y'  4*  '^^^  enthalten  sein.  Anm.  d.  Verf. 
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sind,  enthaltene  Primzahl  A  läfst  sich  nicht  auf  zwei  ver- 
schiedene Arten   durch   diese  Formel   ausdrücken,   so   dafs 
man,    wenn    Ä  =  mf^  +  ng^    ist,    nicht    zu    gleicher    Zeit 
Ä«^  mf'^  -\-  ng'^f  wo  g'  von  g  verschieden  ist,  haben  kann. 
Hätte  man  gleichzeitig: 

A  =  mf^  +  ng-  =  inf'^  +  ng% 

so  wurde  hieraus  folgen: 

P  -  t  ^        9 -—9' 
n  m 

In  dieser  Gleichung  mufs  jede  Seite  eine  ganze  Zahl  sein,  da  m 
und  n  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben.  Ist  daher  n  =  aß, 
m  =  yd,  so  kann  man  allgemein  setzen: 

f  +  r=aMN,        g'+g  =  yMP 
f-f"=ßPQ^         g'-g^äNQ, 

und  dies  giebt: 

2f^aMN+ßPQ 

2g  =  YMP-8lJQ, 
sumit: 

4m/«  +  4«<7«  oder  iÄ  =  {ayM*  +  ßÖQ"^  {adN^  +  /JyF"). 

Nan  kann  aber,  da  A  eine  Primzahl  ist,  diese  Gleichung  nur 
bestehen,  wenn  einer  der  Faktoren  der  rechten  Seite  gleich  4  oder 
gleich  2  ist. 

Ist  erstens  ayM}  +  ßdQ^  ^^2j  so  bemerke  ich,  dafs  keine 
der  Zahlen  Jlf,  Nj  P,  Q  gleich  0  angenommen  werden  darf,  weil 
durch  diese  Annahme  die  beiden  Formen  mf^  +  wjf*,  w/"*  +  ^9^ 
identisch  werden  würden.  Man  kann  also  der  vorigen  Gleichung 
nur  genügen,  wenn  man  aßyd  «=»  1  und  M'^  Q  =^  \  setzt.  Alsdann 
aber  würde  die  Zahl  A  von  der  Form  y^  -{-  ^  werden,  und  könnte 
dieselbe  mithin  nur  einmal  von  dieser  Form  sein  (No.  236). 

Ist  zweitens  ayM^ -^  ßö^  f=^  ^^  so  kann  diese  Gleichung 
nur  gelten,  wenn  man  aßyö  ^^S  und  ilf  &=  Q  «=  1  setzt.  Alsdann 
würde  die  Zahl  A  von  der  Form  y*  4~  ^^  ^^^i,  und  dies  käme  wie- 
derum auf  den  bereits  in  No.  236  untersuchten  Fall  zurück. 

Mithin  kann  in  allen  Fällen  die  Primzahl  A  nur  auf  eine  Weise 
durch  die  Formel  my*  -|-  nf^  dargestellt  werden. 

241. 

Das  Doppelte  einer  Primzahl  A  kann  ebenfalls  nicht 
auf  zwei  verschiedene  Arten  durch  dieselbe  Formel  my^  -{-  ne^ 
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dargestellt  werden^  so  dafs  man,  wenn  2^1  =  m/*^ -|- ^^  ist, 
nicht  zu  gleicher  Zeit  2-ä  =  w/"*  +  n/^,  wo  g  von  ^  ver- 
schieden ist,  haben  kann. 

Denn  bleibt  alles  wie  beim  vorhergehenden  Satze,  so  gelangt 
man  ebenso  zu  der  Gleichung: 

Damit  aber  diese  Gleichung  bestehen  könne,  mufs  einer  der  Faktoren 
der  rechten  Seite  gleich  2,  gleich  4,  oder  gleich  8  sein,  ohne  dafs 
jedoch  eine  der  Zahlen  -Sf,  Nj  P,  Q  gleich  0  wäre. 

Ist  erstens  ayliP  -{-  ßd^  =  2,  so  kann  diese  Gleichung  nur 
stattfinden,  wenn  aßyd  '^  1  und  M^^  Q  =  1  ist  Alsdann  aber 
würde  2Ä  von  der  Form  y*  +  z^  sein.    Hätte  man  also: 

2A^r  +  g'  =  r'  +  g'^ 

so  erhielte  man  hieraus: 

Mithin  würde  die  Primzahl  Ä  zweimal  von  der  Form  y*  +  ^  sein, 
was  unmöglich  ist  (No.  236). 

Ist  zweitens  ay]iP  -|-  ßöQ*  =^4^  so  besteht  die  einzige  Art, 
dieser  Gleichung  zu  genügen  (ohne  dafs  man  M  oder  Q  gleich  0 
setzt  oder  aßyd  durch  eine  Quadratzahl  teilbar  annimmt),  darin,  dafs 
man  aßyd  '^S  und  M  «==  Q^sal  setzt.  Alsdann  aber  hätte  man 
2Ä  =  f^  -}■•  Sg^f  eine  Gleichung,  welche  unmöglich  ist,  da  die  linke 
Seite  von  der  Form  4n  -{-  ^  ^^^y  während  die  rechte  stets  entweder 
ungerade  oder  ein  Vielfaches  von  4  ist. 

Ist  drittens  ccyM^ -\' ßöQ*  ^=^8,  so  ist  zunächst  leicht  za 
sehen,  dafs  in  diesem  Falle  aßy6  oder  mn  keine  gerade  Zahl  sein 
kann;  denn  setzt  man  z.  B.  ay  ^=^2,  ßd  ^=  3,  so  würde  man  die 
Gleichung  2M^  -{•  3N^  ^=^8  erhalten,  welcher  man  nur  dadurch  ge> 
nügen  konnte,  dafs  man  N'^O  setzt.  Die  andern  geraden  Werte 
von  mn  könnten  nur  2  oder  10  sein;  man  würde  aber  ebenso  er- 
kennen, dafs  sie  unzulässig  sind. 

Es  bleiben  also  nur  die  ungeraden  Werte  von  mn  oder  aßyd 
zu  untersuchen,  wenigstens  diejenigen,  für  welche  die  Summe  der 
beiden  Faktoren  ay  '•\-  ßd  nicht  grölBer  ist  als  8;  denn  es  ist  die 
Gröfse  ayM^  -f"  ß^Q*  wenigstens  gleich  dieser  Summe,  da  man 
weder  M  noch  Q  gleich  0  setzen  darf. 

.    Da  der  Fall  mn  =  1   bereits   untersucht  ist,   so  sei  mn «« 3. 
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Dann  erhält  man  M^  -f-  3^  =  S;  ^^^^  Gleichung;  deren  Unmöglich- 
keit aagenscheinlich  ist 

Ist  mn  =  5,  so  erhält  man  M^  +  5^*  =  8,  eine  Gleichung,  die 
ebenfalls  unmöglich  ist. 

Ist  mn  =  7 ,  so  erhält  man  M^  +  7  ö*  =  8.  Diese  Gleichung 
ist  zwar  möglich,  man  erhielte  aber  dann  2^  »» /*'  -f-  Ig^^  und  diese 
Gleichung  ist  unmöglich,  weil  die  rechte  Seite  entweder  ungerade 
oder  ein  Vielfaches  von  8  ist. 

Wegen  des  quadratischen  Faktors  darf  man  nicht  mn^=9  setzen; 
ebenso  wenig  mn  =  11  oder  mn  =  13,  da  1  +  H  und  1  +  13 
groüser  sind  als  8. 

Ist  endlich  mn  =»  15^  und  ay  ^=^S^  ^d  =»  5,  so  ist  die  Gleichung 
3J£*  +  5^  =  8  möglich.  Alsdann  aber  hätte  man  2Ä  =  f^+15g^ 
oder  2^  -=»  3/^  +  5^,  Gleichungen,  welche  alle  beide  unmöglich 
sind,  da  die  rechte  Seite  entweder  ungerade  oder  ein  Vielfaches 
TOD  8  ist. 

Mithin  kann  in  keinem  Falle  das  Doppelte  einer  Primzahl  auf 
zweierlei  Weisen  in  der  Formel  my^  +  nj^  enthalten  sein. 

242. 

Jede  Primzahl  P  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl, 
welche  in  der  quadratischen  Formel  py* -{-  2qyg  -{•  2jes^  ent- 
halten ist,  kann  nur  auf  eine  Weise  durch  diese  Formel 
ausgedrückt  werden,  so  dafs,  wenn  man 

P  ^  pr -\- 2qfg  +  2»g* 
hat,  nicht  zu  gleicher  Zeit 

P  =  pr  +  2qrg'  +  2^g'* 
sein   kann.    (Man  setzt  stets  voraus,  dafs  p  ungerade  und  2p7C  —  q^ 
gleich  einer  positiven  Zahl  c  sei.) 

Wir  bemerken  zunächst,  dafs  der  Fall,  wo  P  das  Doppelte  einer 
Primzahl  ist,  leicht  auf  den  Fall  zurückgeführt  werden  kann,  wo  P 
eine  Primzahl  ist.    Denn  ist: 

2A=pP  +2qfg    +2ng' 

2A^pr  +  2qrg+2ng'\ 

so  mfissen  f  und  f  gerade  sein.     Setzt  man  also  f=  2h,  f  <«  2h', 

80  erhält  man: 

A  =  2ph^  +  2qhg   +  n^ 

A  —  2j)Ä'»  +  2qh'g  +  ä/». 

Wenn  es  also  unmöglich  ist,  dafs  eine  Primzahl  A  auf  zweierlei 
Weisen   in  einer  und  derselben  quadratischen  Formel  enthalten  sei. 
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SO  ist  es  gleichfalls  unmöglich,  dafs  das  Doppelte  2A  derselben  durch 
die  quadratische  Formel,  welche  2A  enthält,  auf  sswei  Arten  aus- 
gedrückt werden  könne.  Umgekehrt,  wenn  der  Sat%  für  den  Fall 
P=  2Ä  bewiesen  wäre,  so  würde  er  es  auch  für  den  Fall  P  =  i 
sein.  Aus  diesem  Grunde  reicht  es  hin,  einen  von  diesen  Fällen  za 
betrachten. 

Es  sei  also  Ä  eine  Primzahl,  welche  in  der  Eormel 

die  man  als  einen  der  quadratischen  Teiler  der  Formel  ^  -|-  cu^  an- 
sehen kann,  enthalten  ist     Setzt  man: 

A  ^  pr  +  2qfg  +  2ng% 

und  substituiert  man,  nachdem  man  f^  und  g^  der  Gleichung 

■  fs^-rg^i 

gemäfs  bestimmt  hat,  fy  +  f^z  und  gy  +  g^g  an  Stelle  von  y  und : 

in  die  Formel  py^  +  2qyz  +  2x0^,  so  wird  diese  Formel   von  der 

Form: 

Ay^  +  2Byz  +  Ce^, 

wobei  AG —  B^  =^  c  ist. 

Wenn  demnach  die  Zahl  A  auf  zwei  verschiedene  Weisen  in  der 

gegebenen  Formel  py^  +  ^iV^  +  2«;»*    enthalten  wäre,    so  müfste 

man  der  Gleichung 

A  =  Ay^  +  2Byz  +  Cz^ 

genügen  können,  ohne  dafs  man  z  =^0  setzt.  Multipliciert  man  diese 
Gleichung  mit  A^  so  ergiebt  sich: 

A^  =  {Ay  +  Bzf  +  cz\ 
oder: 

A^  -  {Ay  +  Bzf  =  cz\ 

Ist  c  =  mn,  wo  m  und  n  zwei  unbestimmte  Faktoren  sind,  so  kann 

man  setzen: 

A  +  Ay  -}-  Bz  =  mM 

A  —  Ay  —  Bz  =  nNj 

wodurch  die  aufzulösende  Gleichung  übergeht  in: 

Mn  «=  z^. 

Dieser  Gleichung  genügt  man  aber  allgemein,  wenn  man 

J(f=A^%       N^Xv*,      z  =  Xiiv 

setzt,  wo  (i  und  v  prim  zu  einander  sind.    Man  erhält  also: 

A  +  Ay  +  BkyLV  =  mkii? 

A  —  Ay  —  Bkitv  =a  nkv^y 
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und  hieraus  folgt: 

Dieses  Resultat,  welches  gilt,  wie  beschafPea  auch  A  sein  möge, 
zeigt,  dafs,  wenn  irgend  eine  Zahl  A  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  einer 
und  derselben  quadratischen  Formel  py-  +  ^iV^  +  2ä^^  enthalten 
ist,  das  Doppelte  2A  derselben  das  Produkt  von  zwei  Faktoren  A,  to  ist; 
von  denen   der  eine  (o  die  Form   mij^  +  njs^  (wo  mn  «=  c)  besitzt, 

der  andere  A  kleiner  als  — =-  ist. 

Vc 

Ist  jetzt  A  eine  Primzahl,   so  kan'n  man,   weil  man  von  dem 

Falle  c  as  1  absehen  darf,  weder  k  =  A  noch  A  =  2A  setzen;  mithin 

mu&,   da  A  ein  Teiler  von  2A  ist,   A  gleich  1   oder  gleich  2  sein. 

Man  erhält  daher 

entweder  A  ==»  m{i^  -{-  nv^ 

oder       2A  =  Wfi*  +  nv^. 

Ist  erstens  A  =^  mii? -^  nv^,  so  ist  die  Primzahl  A  in  der 
Formel  my^  -f*  ^'^^  enthalten,  und  diese  ist  einer  der  quadratischen 
Teiler  der  Formel  t^  +  ^**^'  ^^  jedoch  eine  und  dieselbe  Primzahl 
nicht  zu  zwei  verschiedenen  quadratischen  Teilern  derselben  Formel 
?  +  cw*  gehören  kann,  so  folgt  daraus,  dafs  die  Formel  my^  +  ns? 
mit  der  gegebenen  Formel  py^  +  2qyz  +  2«;?*  zusammenfallen  mufs. 
Non  haben  wir  aber  (No.  240)  bewiesen,  dafs  die  Primzahl  A  nur 
einmal  von  der  Form  my^  -f"  ^^^  ^^^^  kann;  mithin  kann  sie  auch 
nur  einmal  die  äquivalente  Form  jpy*  +  2qyz  +  2«x?*  besitzen. 

Ist  zweitens  2A  =  Wfi*  +  ni/*,  so  gehört  die  Zahl  2A  zu  dem 
quadratischen  Teiler  my^  -f-  nz^.  Da  jedoch  die  Zahl  A  in  dem  Teiler 
pf -{'2qyz -{■  2ni^  enthalten  ist,  so  folgt,  dafs  2^  in  dem  kon- 
jngierten  Teiler  2py^  +  2qyz  -f-  ns?  enthalten  ist.  Da  2A  nicht  zu 
zwei  verschiedenen  quadratischen  Teilern  gehören  kann,  so  mufs  also 
die  Formel  2py^  +  2gyi:  +  nz^  mit  wiy*  +  ns?  identisch  sein.  Wenn 
68  aber  zwei  Lösungen  der  Gleichung 

A  *=  py^  +  2qyz  +  2nz^ 

^be,  so  würde  es  auch  zwei  Lösungen  der  Gleichung 

2A  =  2jpy«  +  2qyz  +  Äxr% 

und  somit  auch  zwei  Lösungen  der  mit  dieser  identischen  Gleichung 
iA  «»  my*  +  ^^^  geben.    Dies  ist  aber  unmöglich  (No.  241). 

Demnach  läfst  sich  die  Primzahl  A  nicht  auf  zwei  verschiedene 
Arten  durch  dieselbe  Formel  py^  4*  ^99^  +  ^^^^  ausdrücken.  Also 
^ede  Primzahl  P  u.  s.  w.'^ 
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243. 

Bemerkung.  Der  vorhergehende  Satz  und  auch  die  Sätze 
der  No.  240  und  241  erleiden  in  drei  Fällen  eine  Auanahme, 
nämlich: 

1)  Wenn  der  quadratische  Teiler  von  der  Form 

jpy*  +  ^Ptf^  +  2«Ä*  oder  einfach  jpy*  +  rz* 
ist,  was  g  a»  0  voraussetzt. 

2)  Wenn  er  von  der  Form 

py^  +  2qyz  +  2qg^ 
ist,  was  r  =  2g  voraussetzt. 

3)  Wenn  er  von  der  Form 

py^  +  2jy^  +  P^^ 
ist,  was  r  ^^p  voraussetzt. 

Denn  es  ist  ersichtlich,  dafs  in  diesen  verschiedenen  Fallen  jede 
Art,  eine  gegebene  Zahl  P  durch  einen  von  diesen  Teilern  darzu- 
stellen, unmittelbar  eine  zweite  liefert. 

1)  Genügt  man  z.  B.  der  Gleichung  P^^py^  +  ^^^y  indem  man 
y  zsssfn^  0  =sn  setzt,  so  genügt  mau  ihr  ebenfalls,  wenn  man  y  =  m 
und  0  =^  —  n  setzt,  und  dies  ist,  streng  genommen,  eine  verschie- 
dene Losung. 

2)  Wird  die  Gleichung  Pf^py^ -{- 2qy0 -^  2qi^  dadurch  be- 
friedigt, dafs  man  y  =^  m  und  0  ^^  n  setzt,  so  kann  man  ihr  auch 
genügen,  wenn  man  y  =  w  und  0  >=  —  m  —  n  setzi 

3)  Wird  die  Gleichung  P  »=  py^  +  2qyz  +  p0^  dadurch  befrie- 
digt, dafs  man  y «»  m  und  ^  »»  n  setzt,  so  wird  ihr  auch  genügt^ 
wenn  man  ^«=»91  und  0  ^^  m  setzi 

Zur  Abkürzung  werden  wir  diejenigen  quadratischen  Teiler, 
welche  zu  einem  dieser  drei  Fälle  gehören,  ambige  (bifides) 
quadratische  Teiler  oder  einfach  ambige  Teiler  nennen;  zugleich 
aber  wollen  wir  festsetzen^  dafs  die  beiden  Losungen,  welche 
zusammengehören,  und  von  denen  die  eine  aus  der  andern  in 
derselben  Weise  entsteht,  nur  als  eine  Lösung  betrachtet  werden 
sollen.  Alsdann  sind  die  vorhergehenden  Sätze  vollständig  allge- 
mein und  sie  erleiden  keine  Ausnahme. 

244. 

Jede  Primzahl  A,  welche  in  der  quadratischen  Formel 
py^-j-qy^-^r^f  deren  Eoefficienten  ungerade  sind,  enthalten 
ist,  kann  darin  nur  auf  eine  Weise  enthalten  sein,  mit  Aus- 
nahme des  selbstverständlichen  Falles,  wo  zwei  der  Zahlen 
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Pj  q,  r  einander  gleich  sind.    (Es  wird  stets  vorausgesetzt,  dafs 
ipr  —  g'  gleich  einer  positiven  Zahl  c  sei). 

Wir  haben  bereits  in  No.  221  gesehen^  dafs  die  Formel 

die  drei  folgenden  einschliefst: 

py^  +  2qy0  +  4re^ 
4py^  +  2qy0  +  rt^ 
{p  —  i  +  r)y^  +  (4p  —  2q)yß  +  4pg\ 
Mithin  mufs  die  Primzahl  Ä  zu  einer  von  diesen  Formeln  gehören. 
Werden  dieselben  aber  auf  die  gewohnliche  Form  gebracht,  in  welcher 
zwei  Eoefficienten  gerade  sind,  so  folgt  aus  dem  vorigen  Satze,  dafs 
die  Zahl  Ä  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Formel,  zu  welcher 
sie  gehört^  enthalten  sein  kann.    Mithin  kann  sie  nur  auf  eine  Weise 
durch    die    gegebene   Formel  py^  +  qy0  +  r^*    dargestellt   werden, 
aafser  im  Falle  der  ambigen  Teiler,  von  denen  wir  absehen. 

Anmerkung.  Die  vorhergehenden  Sätze,  die  sich  auf 
die  Zahlen  P=-4,  P=2A,  welche  entweder  Primzahlen  oder  das 
Doppelte  von  Primzahlen  sind,  beziehen,  finden  in  gleicher  Weise 
Anwendung  auf  die  Zahlen  von  der  Form  P=-4*,  P=2i4*, 
wo  k  ein  beliebiger  Exponent  ist.  Denn  bei  diesen  Formen  kann 
ebenso  wie  bei  denen,  wo  Ä;  =  1  ist,  die  Zahl  P  nur  zu  einem  ein- 
rigen  quadratischen  Teiler  der  Formel  i^  +  et**  gehören  (siehe  No.  234). 

245. 

Es  sei  P  eine  BnsammengeBetate  Zahl,  welche  entweder 
ungerade  oder  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist. 
Nimmt  man  an,  dafs  P  ein  Teiler  der  Formel  fi  +  cw*,  und 
dafs  somit  P  in  einem  oder  mehreren  quadratischen  Teilern 
dieser  Formel  enthalten  sei,  so  behaupte  ich,  dafs  P  durch 
diese  quadratischen  Teiler  stets  auf  2^"^  verschiedene  Arten 
dargestellt  werden  kann,  wo  i  die  Anzahl  der  ungleichen 
Primfaktoren  bedeutet,  welche  in  P  aber  nicht  in  e  auf- 
gehen. 

Da  nämlich  P  ein  Teiler  der  Formel  fi  -|~  ^^'  i^^;  ^^  i^^  ®^  ^^^^ 

ein  Teiler  der  Formel  x^  +  c,  und  die  Gleichung  — 5—  =  e  besitzt 

so  viele  Losungen,  als  2*~^  Einheiten  enthält  (siehe  No.  193).    Sind 
Q)  Qfy  Qf%  •  •  •  diese  verschiedenen  Werte  von  x,  welche  kleiner  als 

jP  sind,  und  sind  zugleich  R,  Sj  'K\  ...  die  entsprechenden  Werte 
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« 

3j'  ■  I     C 

von  — ^^»  80  kann  man  aus  diesen  Zahlen  die  Formeln  bilden: 

Py'  +  ^Qfye  +  Re* 

Pf  +  2(3f'ye  +  B'V 

U.    8.    W., 

in   denen  P  bestandig  dasselbe   ist,    und   die  sämtlich   quadratische 

Teiler  der  Formel  t^  +  ^w*  sind. 

Ist  py*  -{-  2qyiS  +  rjs;*  einer  der  Teiler  dieser  Formel,  und  zwar 

in  seiner  einfachsten  Gestalt;  und  ist  in  diesem  die  Zahl  P  enthalten, 

so  kann  man  also 

P  =  p/-«  +  2g  fg  +  rg* 

setzen.    Bestimmt  man  sodann  f^  und  g^  der  Gleichung  fg^  —  f^g  =  1 

gemäTs  und  setzt  man  fy  +  f^0  an  Stelle   von  y  und  gy  +  g^z  an 

Stelle  von  jer,  so  geht  die  Formel 

Py^  +  2gyir  +  rz^ 

durch  diese  Substitution  über  in 

Py«  +  2ilfy;ei  +  Nz\ 
und  man  erhält: 

M  =  pfr  +  q  (/•/  +  r.«7)  +  rgg^ 

Femer  kann  man  immer  f^  und  ^  derart  annehmen,  dafs  M  kleiner 
oder  nicht  gröfser  als  ^^  ^®*'*  Daraus  erkennt  man,  dafs,  wenn 
M  nach  und  nach  jeder  der  Zahlen  Q,  Q\  ^\  . . .  gleich  werden  soll 
(und  dies  ist  notwendig,  da  jeder  quadratische  Teiler 

Py^  +  2Qyz  +  Bb\ 
nachdem  er  auf  die  einfachste  Form  gebracht  ist,  mit  einem  der  durch 

py^  +  2qyz  +  rz^ 
dargestellten  Teiler  übereinstimmen  mafs),  die  Werte  von  f  und  g 
sich  auf  ebenso  viele  Arten  müssen  ändern  können,  als  es  Zahlen 
Q^  Q\  Qf\  •  •  •  giebt,  d.  h.  auf  2**"*  Arten,  wo  i  die  Anzahl  der 
ungleichen  und  ungeraden  Primfaktoren  ist,  welche  in  P  aber  nicht 
in  c  aufgehen. 

Mithin  ist  die  Zahl  P  auf  2*~~^  verschiedene  Arten  in  den  qua- 
dratischen Teilern  der  Formel  t^  +  cvP  enthalten. 

246. 

Wenn  der  quadratische  Teiler  py^  +  2qyz  +  rz^  nur  allein 
zu  einer  und  derselben  Gruppe  von  linearen  Teilern  gehört, 
so  müssen  die  2*~^  Formen,  von  denen  eben  die  Rede  war,  in  diesem 
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eineo  Teiler  enüialten  sein;  es  giebt  daher  in  diesem  Falle  2^'^ 
Terschiedene  Arten,  der  Gleichung 

xü  genügen.  Es  ist  dies  ein  bemerkenswertes  Besnltat,  das  ver- 
dienty  an  einem  Beispiel  bestätigt  zu  werden. 

Die  Formel  fi  +  69t**  hat  der  Tafel  IV  zufolge  die  Primzahlen 
5,  7,  13,  17,  19  ...  zu  Teilern;  mithin  ist  z.  B.  das  Produkt  5 .  7  .  17 
oder  595  ein  Teiler  derselben  Formel.  Da  dieser  Teiler  von  der 
Form  276:r  -|--  ^3  ist,  so  zeigt  dieselbe  Tafel,  dafs  er  in  dem  qua- 
dratischen Teiler  7^*  -f'  ^V^  '\'  ^^^^  enthalten  sein  muTs,  und  da 
dieser  Teiler  der  einzige  seiner  Art  ist,  und  zugleich  die  in  ihm  ent- 
haltene Zahl  595  aus  drei  ungleichen,  ungeraden  Primfaktoren  zu- 
saomiengesetzt  ist,  so  mufs  dem  vorhergehenden  Satze  zufolge  595 
auf  2*— ^  oder  4  Arten  in  der  Formel  7y*  +  2y0  +  10^?*  enthalten 
sein.    In  der  That,  bringt  man  die  Gleichung 

595  =  7y*  +  2y0  +  10;?* 
auf  die  Form: 

(7y  +  ^)«  =  4165  — 69;?*, 

und  giebt  man  0  die  aufeinanderfolgenden  Werte  0,  1,  2,  3,  .  . .,  so 
findet  man  die  folgenden  Lösungen: 

^=1  ,      »=9 

6  5 

3 

—  5. 

Es  giebt  also  drei  Werte  von  g,  von  denen  einer  zu  zwei  Werten 
voD  y  gehört,  und  somit  giebt  es,  übereinstimmend  mit  unserm  Satze/ 
Tier  Losungen  der  gegebenen  Gleichung. 

Bemerkung  1.  Dieselben  Ausnahmen,  die  wir  in  No.  243  an- 
gegeben haben  für  den  Fall,  wo  P  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte 
einer  Primzahl  ist,  finden  in  gleicher  Weise  statt,  wenn  P  eine  zu- 
bammengesetzte  Zahl  ist.  Sie  beziehen  sich  indessen,  alle  auf  die 
ambigen  Teiler,  so  dafs  man  von  ihnen  absehen  kann. 

Bemerkung  2.  Wenn  eine  ungerade  Zahl  P  Teiler  der  Formel 
t'  -|-  ctt*  ist^  in  welcher  c  von  der  Form  8n  -+-  3  ist,  und  wenn  somit 
P  in  dem  quadratischen  Teiler  py*  -|-  qyg  -|-  rg^  dessen  Koefficienten 
ungerade  sind,  enthalten  ist,  so  beweist  man  wie  oben,  daCa  die  Zahl 
P  auf  2''— ^  verschiedene  Arten  in  den  quadratischen  Teilern  der 
Formel  ^  -f  ^^'  enthalten  ist,  wobei  i  die  Anzahl  der  ungleichen 
Primfsktoren,  welche  in  P  aber  nicht  in  c  aufgehen,  bedeutet. 
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Hiervon  giebt  es  keine  Ausnahme;  auch  nicht^  wenn  r  =  q  wäre, 
vorausgesetzt;  dafs  man  die  Losung  y  =  in,  z^^n  der  Gleichung 

als  nicht  verschieden  von  der  Losung  y^*=m,  z=^  —  m  —  n  betrachtet 

247. 

Ist  c  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl, 
so  kann  jede  in  einem  quadratischen  Teiler  der  Formel 
^^ -|- cti*   enthaltene  Zahl  N  nur  auf  eine  Weise  darin  ent- 

Q 

halten  sein,  so  lange  nicht  ^>  yC  ist. 

Zum  Beweise  suchen  wir  die  Bedingungen  dafür,  dafs  die  Zahl  is 
zweimal  in  dem  quadratischen  Teiler  py*  +  Zgyjer  +  rif  enthalten 
sei.  Alsdann  würde  man,  wenn  man  py  -^^  qz  =^  x  setzt^  die  beiden 
Lösungen  erhalten: 

pN  =  rc*  +  cjer*  =  x^  +  c^'^« 

1)  Ist  z'  =  Zy  SO  kann  man  nicht  zugleich  x'  =  x  setzen,  da 
alsdann  y  ^^y  sein  und  die  beiden  Lösungen  nur  eine  ausmachen 
würden.    Man  kann  jedoch  x  =^  —  x  setzen  und  dies  giebt: 

p(y  +  y')  +  2g^  =  0- 

Da  die  Zahl  c  «=  pr  —  q^  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer 
Primzahl  ist,  so  werden  die  Zahlen  p  und  2  g  prim  zu  einander  sein 
oder  nur  2  zum  gemeinsamen  Teiler  haben. 

Im  ersten  Falle  kann  man  der  Gleichung 

pdf  +  y)  +  2gjEr  =  0 
nur  dadurch  genügen,  dafs  man 

y  4"  y'  =  2»wg,      £r  =  —  mp  • 

setzt.     Man  hat  also  dann: 

N  =  py*  —  2qmpy  +  rm^p^  =zp\{y  —  mqf  +  o**l ; 

folglich: 

N>pcfn^, 
oder  allgemein: 

N>pc. 

Da  die  Fälle  p  s=s  1  und  p  =»  3  nur  eine  und  dieselbe  Lösung 
geben,  so  ist  wenigstens  p  «=  5.  Damit  demnach  N  zweimal  in  dem- 
selben quadratischen  Teiler  enthalten  sei,  mufs  N>öc  sein. 

In  dem  zweiten  Falle,  in  welchem  p  gerade  ist,  erhält  man^ 
wenn  man  p  «s  2^  setzt,  die  Gleichung 

^(y  +  yO  +  3^^  =  0. 

Man  genügt  derselben  allgemein,  wenn  man 

jj  BS  —  nm ,       y  4-  y'  =  qm 
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setzt.     Daraus  folgt: 

mitbin: 

oder  aUgemein: 

Da  man  weder  jp  «=  2  noch  p  <»  4  setzen  kann^  weil  sich  hieraus 
an  und   f&r   sich  keine  zwei  Lösungen  ergeben,  so  ist  der  kleinste 

Wert,  welchen  p  haben  kann,  gleich  6,  und  dies  giebt  N>y^' 

2)  Ist  0  >  JSf  so  mufs,  weil  alsdann  a?  —  x*  =  c{z'^  —  je?*)  ist, 
einer  der  beiden  Faktoren  a;  +  a?',  x  —  x  der  linken  Seite  durch  c 
teObar  sein^  und  da  das  Vorzeichen  von  x  beliebig  ist,  so  kann  man 
X'\'  X  '^  cu  setzen.    Daraus  folgt: 

«'»-£?«                   1          ,«'«  —  «« 
X  —  iC   =  ,      X  =  ~CM  H 

und: 

Np = ^<^u' + 1  (/« + ^) + (-^— y. 

Mithin  ist: 

Np  >  -j-  c^w*, 
oder  allgemein: 

und  da  p  '*^yY^  ^^^  ®^  ergiebt  sich: 

Diese   Grenze  ist  gleich  —  c,  wenn  c  =  48,  und  sie  ist  gröfser, 

sobald  c  gröfser  ist  als  48.  Untersucht  man  ferner  alle  Fälle,  in 
denen  c  <C  48  ist,  so  begegnet  man  keiner  Ausnahme  .von  dem  oben 
aufgestellten  Satze.     Demnach  kann  man  allgemein  behaupten,  dafs, 

wenn  N <^-^c  ist,   die  Zahl  ^  nur  einmal  in  einem  quadratischen 


2 

Teiler    der  Formel  ^  +  cm*,   in   welcher   c  eine  Primzahl  oder  das 
Doppelte  einer  Primzahl  ist^  enthalten  sein  kann. 


Leg^ndro,  ZAhlentheorio  I.  21 


/ 


t 
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§  14 

Über  die  Hülfsmlttel  zur  Bestimmimg  einer  PrimzaU,  welehe  gröüser 

ist  als  eine  gegebene  Zahl. 

248. 
Ist  M  eine  Zahl,  die  zwei  oder  mehrere  Male  in  der  Formel 
|)y*  +  2gyjer  +  »"^^  enthalten  ist,  so  dafs  man 

Jlf  =  |,a«  +  2gajS  +  r/S«  =fy^  +  2gy*  +  r«« 

hat;  so  wird,  wenn  man  alles  mit  |}  multipliciert  und  wie  gewöhnlich 
^r  —  i^  ^^  c  setzt: 

(pa  +  g/J)«  +  (?/?  =  (py  +  ?»)«  +  c«^ 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dafs  c  oder  -^e  eine  Primzahl  sei,  oder 

dafs  wenigstens,  wenn  eine  oder  die  andere  Zahl  das  Produkt  zweier 
Faktoren  ist,  einer  dieser  Faktoren  auch  in  p  und  q  enthalten  isl, 
so  kann  die  vorstehende  Gleichung  nur  stattfinden,  wenn 

P«  +  ff^  +  0?y  +  ?*) 
durch  c  teilbar  ist.    Ist  daher: 

py  +  gd  =  ±  (pa  +  g/S  —  ex), 

so  erhalt  man,  wenn  man  einsetzt  und  durch  c  dividiert,  die  Gleichung: 
(a)  /S*  +  20«  +  g/S)ic  —  ca;*  =  «*. 

Allemal,  wo  diese  Gleichung  möglich  ist,  d.  h.  allemal,  wenn  man 
einen  von  0  verschiedenen  Wert  von  x  finden  kann,  für 
welchen  die  linke  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  wird^ 
ergiebt  sich,  dafs  die  Zahl  jlf  oder  die  Hälfte  derselben 
keine  Primzahl  ist. 

249. 

Wenn  die  Gleichung  (a)  nur  f&r  rc  «»  0  möglich  ist,  so  darf  man 
noch  nicht  schliefsen,  dafs  die  Zahl  M  oder  die  Hälfte  derselben 
eine  Primzahl  sei.  Wenn  jedoch  in  eben  diesem  Falle  der  auf  die 
Formel  ^  +  cm?  bezügliche  quadratische  Teiler  py*  +  2gyj?  +  rr 
der  einzige  seiner  Art  ist,  so  dafs  eine  in  ihm  enthaltene  Zahl  za 
keinem  andern  quadratischen  Teiler  derselben  Formel  ^  -f~  ^^  g^' 
hören  kann,  oder  mit  andern  Worten,  wenn  der  quadratische  Teiler 
py*  +  2gyjef  +  rz^  nur  allein  zu  einer  und  derselben  Gruppe  von 
linearen  Teilern  gehört,  wovon  man  in  den  Tafeln  IV,  V,  VI  und  VII 
mannigfache   Beispiele    sieht,    so    behaupte    ich,    dafs   man   daraus 
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schliefsen  kann,  dafs  die  Zahl  M  oder  die  Hälfte  derselben  eine 
Primzahl  ist^  abgesehen  von  einer  Ausnahme;  die  wir  angeben  werden. 

1)  Denn  ist  die  Zahl  My  welche  in  der  Formel 

P^  +  2gy£f  +  r»^ 

enthalten  isi^  durch  zwei  Primzahlen  teilbar^  welche  verschieden  und 
Nichtteiler  von  c  sind,  so  haben  wir  bereits  gesehen  (No.  246), 
dafs  M  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  der  Formel  py^  +  2qyz  +  rs? 
enthalten  ist,  da  diese  die  einzige  ihrer  Art  ist.  Mithin  hat  alsdann 
die  Gleichung  (a)  mindestens  zwei  Lösungen. 

2)  Ist  die  Zahl  M  gleich  einer  geraden  Potenz  der  Primzahl  a, 
oder  ist  ilf  =»  a^",  so  gehört  die  Zahl  M  zu  dem  quadratischen  Teiler 
^  -f  c^.  Denn  setzt  man  in  diesem  Teiler  y  ^^  a^  und  e  gleich 
einer  geraden  Zahl,  so  erhält  man  dieselbe  lineare  Form  Acx  ^  a^ 
welche  der  Zahl  M  zukommt.  Nun  setzt  man  aber  voraus,  dafs  die 
linearen  Formen,  in  denen  M  enthalten  ist,  nur  einem  einzigen  qua- 
dratischen Teiler  py^  +  2qyis  +  rs^  entsprechen;  mithin  ist  dieser 
Teiler,  in  welchem  M  enthalten  ist,  nichts  andres  als  ^  -f-  Ci?'  oder 
der  ihm  äquivalente  y'  +  2yz  +  (c  +  1)  ;e;'.  Nun  bemerke  ich,  dafs 
die  Zahl  M,  welche  durch  /**  +  cg^^  wo  f  und  g  zu  einander  prim 
sind,  ausgedrückt  ist,  auch  durch  die  einfache  Formel  y^  dargestellt 
werden  kann,  wenn  man  y  =  y  =  «»,  £?  =  0  setzi  Und  obwohl  dieser 
letztere  Ausdruck  nicht  der  Regel  gemäls  ist,  weil  man  y  und  js 
inuner  prim  zu  einander  annehmen  mufs,  so  bleibt  es  doch  nicht 
minder  richtig,  dafs  man  P  -j"  ^9^  "^  V^  setzen  kann^  und  dafs  somit 
die  Gleichung  (a)  aufser  der  Lösung  x  =  0  noch  eine  andere  besitzt, 
welche  d  =  0  ergiebt 

3)  Ist  die  Zahl  jlf=  a*"*+^,  wo  a  eine  Primzahl  ist,  so  gehören, 
wie  man  leicht  sieht,  a  und  M  zu  demselben  quadratischen  Teiler. 
Denn  ist  ay*  +  2ßye  +  y^  der  quadratische  Teiler,  welcher  a  ent- 
hält, und  setzt  man  y  =  a*"  und  z  gleich  einem  Vielfachen  von  2Cy 
so  wird  dieser  Teiler  von  derselben  linearen  Form  Acx  -f-  f ;  von 
welcher  a*"*+^  oder  M  ist.  Nach  Voraussetzung  giebt  es  aber  nur 
einen  einzigen  quadratischen  Teiler,  welcher  der  Gruppe  von  linearen 
Formen,  in  welcher  M  enthalten  ist,  entspricht  Mithin  ist  dieser 
Teiler  j!)y*  +  2gyjef-|-r«*  identisch  mit  dem  Teiler  «y*  +  2/Syi?  +  yi»*. 
Dieser  enthält  aber  immer  zwei  Darstellungsweisen  von  M,  eine,  in 
welcher  y  und  0  prim  zu  einander  sind,  die  andere,  in  der  man 
ff  «=  a"*  und  0  «=»  0  setzt.  Mithin  würde  die  Gleichung  (a)  diesen 
beiden  Ausdrücken  zufolge  ebenfalls  zwei  Lösungen  haben. 

21* 
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4)  Ist  Jlf  B=2a^^;  so  zeigt  man  in  ähnlicher  Weise,  dafs  die 
Zahl  M  zu  dem  quadratischen  Teiler  2y*  +  2ye  +  (— |— -)  ^*  gehört 

falls  c  ungerade,  und  zu  dem  Teiler  2y^  +  y^'  ^^^^  ^  gerade  ist 

In  beiden  Fällen  läfst  sich  die  Zahl  M  stets  auf  zwei  Arten  darc}i 
diesen  Teiler  darstellen;  mithin  besitzt  die  Gleichung  (a)  zwei  Lo- 
sungen. 

5)  Ist  die  Zahl  Jlf=2a^'"+^,  so  zeigt  man  ebenfalls  auf  die- 
selbe  Weise,  dafs  die  Zahl  M  zu  demselben  quadratischen  Teiler  wie 
2  a  gehört,  und  dafs  somit  dieser  Teiler  dargestellt  werden  kann  durch 
2ay*  +  2ßye  +  yz^.  Es  giebt  daher  mindestens  zwei  Arten,  der 
Gleichung  M^==^py^  +  ^qye  +  rjer*  zu  genügen,  und  demgemäfs  min- 
destens zwei  Lösungen  der  Gleichung  (a). 

250. 

Aus  der  Untersuchung  aller  dieser  Fälle  scheint  herrorzugehen, 
dafs  man,  wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung  (a)  nur  f&r  o;  «=>  0  ein 

Quadrat  werden  kann,  schlieüsen  könnte,  dafs  die  Zahl  M  oder  —M 

z 
eine  Primzahl  sei.     Indessen  mufs  man  den  Fall  ausnehmen,  wo  M 
einen  Primfaktor  a,  der  in  c  nicht  enthalten  ist,  und  mehrere  andere 
/),  y^  . . .,  die  auch  in  c  vorkommen,  besitzt    Denn  alsdann  kann  die 

Gleichung  — -^—  =  e  nur  eine  Lösung  haben,  und  die  Zahl  M  könnte 

nur  auf  eine  Weise  durch  die  Formel  py^  +  2qyz  +  rjEf*  dargestellt 
werden.    Wenn  aber  einerseits  der  quadratische  Teiler 

welcher  M  enthält,  der  einzige  seiner  Art  ist,  wenn  andererseits  U 
mit  c  keinen  Teiler  gemeinsam  hat  und  die  Gröfse 

/S*  +  2(jpa  +  g/S)ic  —  cic*, 

welche  mit  Hülfe  des  Wertes  Jlf  =  i>a*  +  2qaß  +  r/S»  gebildet  ist, 
nur  für  x  =  0  einem  Quadrate  gleich  sein  kann,  so  läfst  sich  mit 
Sicherheit  aus  diesen  Bedingungen  der  Schlufs  ziehen,  dafs  die  Zahl 
M  oder,  falls  sie  gerade  ist,  die  Hälfte  derselben  eine  Primzahl  ist 

251. 

Nimmt  man  nun,  nachdem  dieses  festgestellt  ist,  für  a  und  j3 
irgendwelche  zu  einander  prime  Zahlen,  so  kann  man  die  folgenden 
Resultate,  die  wir  aus  mehreren  andern  analogen  in  unsem  Tafeln 
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befindlichen  ausgewählt  haben^  als  ebenso  viele  Sätze  betrachten.  Sie 
geben  verschiedene  allgemeine  Formeln,  in  denen  jede  in  ihnen  ent- 
haltene Zahl  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  «einer  Primzahl  ist, 
sobald  die  Bedingnngs-Formel  nur  f&r  x  «=  0  ein  Quadrat  sein 
kann,  und  zu  gleicher  Zeit  sowohl  M  und  c  als  auch  a  und  ß  prim 
zu  einander  sind. 


Bedingangs-Formel. 

13«« 

Formel  der  Primtahlen. 

ß'+    2(     «+    ß)x-^ 

«»  +    2aß+  14/}» 

18»  +    2(     a+    ß)x- 

37«» 

««+    2«/S  +  38/J» 

/P+    6(     a+    ß)x- 

57«« 

3«»+    6a/S  +  22/J» 

/P+    6(     a+    ß)x- 

93«» 

3«»+    6a/J  +  34/J» 

/J»  +    6(  5o  +    ß)x  — 

141«» 

15««+    6a/S  +  10/S« 

/P+    2(11« +  7/})« 

193«» 

11««+  14a/J  +  22/J« 

^  +    2(  2a  +    ß)x  — 

11«» 

««+      «/?+    3/J« 

ß*+    2(2«+    ß)x  — 

19«» 

«»+      «/S+    5/J« 

/J»+    2(2«+    ß)x- 

43«» 

«« +      aß+  11/J« 

/l*+    2(  2«+    ß)x  — 

67«» 

««  +      a/J  +  17/J« 

^+    6(2«+    ß)x- 

123«« 

3a»  +    3a/J  +  11/J» 

/J*+    2(2«+    ß)x- 

163«« 

a»  +      a/J  +  41^» 

ß*  +  10(  2a  +    ß)x  — 

235«» 

5««  +    5«/J  +  13/J» 

^+    2«»—    10«* 

a»  +  10/J» 

^+    2««—    22«« 

a»  +  22/}» 

/J»+    2««—    58«» 

o«  +  58/}« 

/J«  +  10««  —    70«» 

5««  +  14/}» 

^  +    6a«  —  102«» 

3«»  +  34/J« 

/P  +  10««       190«» 

5«»  +  38/J» 

252. 

Um  sich  zu  vergewissem,  ob  die  Gröfse  /S*  +  2(|)«  +  g/S)a:  —  Cic* 
nur  dann  ein  Quadrat  sein  kann,  wenn  x=^0  ist,  mufs  man  ver- 
sacbsweise  ftbr  x  alle  ganzzahligen  Werte  setzen,  welche  zwischen  den 
beiden  Wurzeln  der  Gleichung  ß^  +  2Cpa  +  iß)^  —  ca:^  =  0  liegen. 

Die  Anzahl  dieser  Versuche  ist  also  im  Allgemeinen  gleich  —ypM, 
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wo  M  die  Zahl  pa^  +  2ga/J  +  r/J*  ist,  deren  Beschaffenheit  man 
hestimmen  will.  Die  vorteilhafteste  Formel  oder  diejenige,  welche 
die  wenigsten  Versuche  erfordert,  ist  also  die,  in  welcher  unter  sonst 
gleichen  Umständen  p  am  kleinsticn  und  c  am  grofsten  ist. 

Betrachtet  man  z.  B.  die  Formel  a*  +  «/*  +  41 /P,  oder  vielmehr, 
uip  sie  mit  der  allgemeinen  Formel  pt^  +  ^gtyß  +  re^  ixi  Überein- 
stimmung zu  bringen,  die  Formel  2a^  -|-  2aß  -f~  82/3^  so  ist  die  An- 
zahl der  Versuche,  vermöge  deren  man  sich  Gewifsheit  darüber  ver- 
schafft, ob  die  Zahl  N  ^^^  o?  •\'  aß  -{-  41ß^  eine  Primzahl  ist,  gleich 

^^^  oder  ungefähr  -jj^yN. 

Die  Formel  5«^  +  38/3%  welche  der  Zahl  c  =  190  entspricht^ 
ist  noch  vorteilhafter,  wenigstens  wenn  man  a  ungerade  nimmt 
Denn  setzt  man  N  =  5a*  +  38 /J*,  so  ist  die  Anzahl  der  Versuche 
gleich: 

Nimmt  man  ferner  in  dieser  zweiten  Formel  an,  daJs  auch  ß^  ebenso 
wie  a,  ungerade  sei,  so  kann  die  Gröfse  ß^  +  lOaa?  —  190a?  nicht 
von  der  Form  8n  4~  1  ^^^  daher  auch  kein  Quadrat  werden,  wofern 
man  nicht  x  von  der  Form  Ale  oder  Ah  —  a  annimmt.  Da  somit  die 
Formen  4ik  -(-  2,  Ah  -{'  a  ausgeschlossen  sind,  so  reduciert  sich  die 

Anzahl  der  Versuche  auf  •grlZ-N'. 

253. 

Schliefslich  kann  man  bemerken,  dafs,  je  kleiner  p  ist,  um  so 
kleiner  die  Grenze  von  x  wird.  Nach  allen  diesen  Betrachtungen 
dürfte  die  einfachste  Art,  eine  Primzahl,  welche  grofser  als 
eine  gegebene  Grenze  L  ist,  zu  finden,  die  folgende  sein: 

Nachdem  man  a  =  1  gesetzt  hat,  nehme  man  für  ß  eine  an- 
gerade Zahl,  welche  grofser  als  1/-gö~  ^^^  nicht  teilbar  durch  5  ist 

Dann  ist  die  ungerade  Zahl  5  -f-  38/3^  grofser  als  die  gegebene 
Grenze  L,  Diese  Zahl  hat  mit  190  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler. 
Um  also  zu  erfahren,  ob  N  eine  Primzahl  ist,  bleibt  zu  untersuchen, 
ob  es  einen  von  0  verschiedenen  Wert  von  x  giebt^  welcher  die  Grolse 
ß?  +  \0x  —  190a;*  zu  einem  Quadrat  macht.  Die  Werte  von  x,  mit 
denen  man  den  Versuch  anzustellen  hat,  sind  die  sämtlichen,  sowohl 
positiven    wie   negativen,   Zahlen   von   der  Form   Ah  oder  Ah-^-  3, 
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welche  kleiner  als  --£=r-  sind.    Wenn  für  keine  dieser  Zahlen  die  in 

Bede  stehende  Grofse  gleich  einem  Quadrat  ist,  so  folgt  daraus^ 
da(s  die  Zahl  5  -^  38/3^  eine  Primzahl  ist. 

Es    sei  z.  B.   die  Aufgabe   gestellt^   nach   dieser  Methode  eine 

Primzahl  zu  finden^   welche  grofser  als   1000000  ist.  Dazu  nehme 

man  ß  ungerade  und  >  1/ — xr —   an.    Setzt  man  jS  =  163,  so  mufs 

man  nachsehen,  ob  man  der  Gleichung 

26669  +  10«  —  190a;«  «=  y« 

genügen  kann.  Die  Werte  von  x,  mit  denen  der  Versuch  anzustellen 
ist,  sind  nur  — 1,  3,  +4,  — 5,  7,  +8,  — 9,  11,  und  da  keine  von 
diesen  die  linke  Seite  zu  einem  Quadrat  macht,  so  folgt  daraus,  dafs 
die  Zahl  5  +  38/3'  «« 1009627  eine  Primzahl  ist 

254. 

Bei  komplicierteren  Beispielen  würde  man  leicht  die  Anzahl  der 
Versuche  noch  verringern  können,  wenn  man  auf  die  Reste  achtet, 
welche  die  Quadrate  bei  der  Division  durch  3,  durch  7,  oder  durch 
irgend  eine  andere  Primzahl  übrig  lassen,  und  diejenigen  Werte  von 
X  ausschliefst,  welche  diese  Reste  nicht  geben  können.  Nimmt  man 
z.  B.  /3  »>  3A,  so  würde  man  finden,  dab  x  keine  der  vier  Formen 
9i+  3,  9*  +  4,  9*  +  6,  9*  +  7   haben  kann,   wodurch  sich  die 

Anzahl  der  Versuche  auf  -^  der  Gesamtzahl  reducierb    Ware 

/S  =  22Ä  +  1, 
so  waren  die  auszuschliefsenden  Werte  o;  »■  lli -{-  1,  6,  8,  9,  10, 

und  die  Anzahl   der  Versuche  würde  sich  auf  -^  ^^^  Gesamtzahl 

reducieren.  Durch  Kombination  dieser  beiden  Annahmen,  d.  h.  wenn 
man  /}a»66m  +  21  nimmt,  würde  sich  die  Anzahl  der  zu  probie- 
renden Werte  von  x  auf  -x-'--r  ^^^^  ~^^  der  Gesamtzahl,    welche 

ungefihr   gleich   -g^T/i   ist,   reducieren   und   nur   gleich  -^^1/-^^ 

werden. 

Es  sei  z.  B.  /3  =  681.    Um  zu  erfahren,  ob  die  Zahl 

5  +  38/P  =  17622923 

eine  Primzahl  ist,  mufs  man  nachsehen,  ob  man  der  Gleichung 

463761  +  lOo;  -  190:c«  —  y" 
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giBnügen  könne.  Dem  zufolge ^  was  wir  eben  gefunden  haben,  redu- 
eieren  sich  die  zu  probierenden  Werte  von  x  auf  die  folgenden  : 

11,  27,  35,  36,  44,  47,  —  4,  -  8,  —  9,  — 17,  -  28,  -  37, 

—  40,  -  44. 

Der  Wert  35  giebt  nun  :  y  =  481;  mithin  ist  die  in  Rede  stehende 
Zahl  keine  Primzahl. 

Ist  femer  ß «»  747,  so  erhält  man  den  Ausdruck: 

558009  +  10a:  —  190:c«, 

in  welchem  man  für  x  jede  der  folgenden  Zahlen 

11,  27,  35,  36,  44,  47,  -  4,  -  8,  -  9,  -  17,  -  28,  -  37, 

—  40,  -  44,  —  52,  —  53 

zu  setzen  hat.  Da  man  findet,  dafs  fOr  keine  dieser  Zahlen  die 
Gröfse,  um  welche  es  sich  handelt,  eine  Quadratzahl  ist,  so  folgt 
daraus,  dafs  die  Zahl  21204347  eine  Primzahl  ist. 

255. 

Nach  diesen  Prinzipien  kann  man  in  befriedigender  Weise  die 
Gründe  dafür  angeben,  warum  gewisse  Formeln  eine  ziemlich 
grofse  Reihe  von  Primzahlen  einschliefsen  (siehe  Einleitoog 
No.  XX). 

Z.  B.  findet  man  aus  der  Tafel  (No.  251),  dafs  die  Formel 

a«  +  a  +  41 

gleich  einer  Primzahl  sein  mufs  jedesmal,  wenn  die  Orofse 

l  +  (4a  +  2)a:-  163^:« 

nur  für  a;  =»  0  eine  Quadratzahl  sein  kann.  Nun  sieht  man  auf  den 
ersten  Blick,  daCs  diese  Grofse  weder  ein  Quadrat  noch  auch  eine 
positive  Zahl  sein  kann,  so  lange  Aa  -^  2  <  IQZ  oder  a  <  40  ist 
Setzt  man  also  der  Reihe  nach  a «»  0,  1,  2,  3,  . . .  bis  39,  so  müssen 
alle  Werte,  welche  sich  dadurch  für  «^  +  ^"^  +  41  ergeben,  Prim- 
zahlen sein. 

Man  sieht  ebenso  aus  der  Tafel  in  No.  251,  dab  die  Formel 
a*  4~  ^S  ^^^  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  solchen  darstellt) 
sobald  1  -f~  2^^  —  ^^^  keine  Quadratzahl  sein  kann  (aufser  für 
X  =  0).  Nun  ist  klar,  dafs  diese  Gröfse  kein  Quadrat  sein  kann,  so 
lange  x  unter  29  liegt.  Mithin  erkennt  man  von  vornherein,  dafs 
die  29  ersten,  in  der  Formel  a^  4~  &8  enthaltenen  Zahlen  Primzahlen 
oder  das  Doppelte  von  Primzahlen  sein  müssen. 

Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  19  ersten  in  der  Formel  60^  -f-  38 
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enthaltenen  Zahlen^  da  die  Gröfse  1  -f-  lOax  —  190fl:^  kein  Quadrat 
sein  kann,  so  lange  a  unter  19  liegt. 

Bemerkung.  Die  Aufgabe,  eine  Primzahl  zu  bestimmen,  welche 
grolser  als  eine  gegebene  Zahl  ist,  ist  in  diesem  Paragraphen  nicht 
Tollstandig  gelost  Wir  haben  nur  verschiedene  Formeln  angegeben, 
bei  denen  es,  wenn  man  eine  in  ihnen  enthaltene  Zahl,  welche  grofser 
als  die  gegebene  Grenze  ist,  willkürlich  annimmt,  schon  sehr  wahr- 
scheinlich ist,  dafs  diese  Zahl  eine  Primzahl  ist.  Um  sich  aber  voll- 
ständige Gewifsheit  darüber  zu  verschaffen,  muls  man  Versuche  an- 
stellen, die  um  so  langwieriger  sind,  je  beträchtlicher  die  in  Frage 
kommende  Zahl  ist.  Überschreitet  die  Gröfse  der  Zahl  gewisse 
Grenzen,  so  kann  es  vorteilhafter  sein,  die  im  folgenden  Paragraphen 
angegebenen  Methoden  zu  befolgen. 


§  15. 

Anwendung  der  vorigen  Satze,  um  zu  ermitteln»  ob  eine  gegebene 

Zahl  Primzahl  ist  oder  nicht. 

256. 

Da  die  Primzahltafeln.*  welche  man  bis  heute  konstruiert  hat, 
nicht  sehr  weit  sich  erstrecken,  so  wäre  es  für  die  weitere  Vervoll- 
kommnung der  Zahlentheorie  wünschenswert,  dafs  man  eine  prak- 
tische Methode  fände,  mittelst  deren  man  in  Kürze  entscheiden  könnte, 
ob  eine  gegebene,  die  Grenzen  der  Tafeln  überschreitende  Zahl  Prim- 
zahl ist  oder  nicht.  So  lange  aber  diese  Methode  noch  nicht  ge- 
fonden  ist,  wird  es  angebracht  sein  zu  zeigen,  welche  Hülfs mittel 
ZOT  Losung  dieses  besonderen  Problems  man  aus  den  bis- 
her entwickelten  Sätzen  ableiten  kann. 

Wir  haben  bereits  gesehen,  dafs,  wenn  die  gegebene  Zahl  Ä  von 
der  Form  a"  +  1  ist,  oder  wenn  sie  auch  nur  ein  Teiler  dieser  Formel 
ist,  jede  in  Ä  aufgehende  Primzahl  von  der  Form  nx  -{^  1  oder,  falls 
n  eine  ungerade  Zahl  ist,  von  der  Form  2na;  -f-  1  sein  mufs.  Denn 
wäre  sie  nicht  von  dieser  Form,  so  würde  sie  in  der  kleineren  Zahl 
a'  +  1,  in  welcher  v  ein  ungerader  Teiler  von  n  ist,  aufgehen.  Hat 
man  also  alle  Zahlen  a*  +  1,  welche  diese  Bedingung  erfüllen,  unter- 
sucht, und  geht  keiner  ihrer  Primfaktoren  in  A  auf,  so  ist  man 
sicher,  dafs  die  Teiler  von  Ä  nur  von  der  erwähnten  Form  na?  +  X 
oder  2nx  -{-  1  sein  können,  und  wenn  n  ungerade  ist,  so  müssen 
nicht  nur  die  Teiler  von  Ä  von  der  Form  2na;  -f-  1  sein,  sondern 


\ 
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sie  müssen  auch  eine  der  linearen  Formen  haben^  welche  den  Teilern 
von  t^  +  au*  zukommen.  Da  diese  Formen  aus  unsem  Tafeln  bekannt 
sind  (wenigstens  so  lange  a  die  Grenzen  derselben  nicht  übersteigt), 
so  kann  man^  durch  Verbindung  dieser  beiden  Bedingungen,  die  Ansahl 

der  unterhalb  Yä  liegenden  Primzahlen  ^  mit  denen  man  Tersoeha- 
weise  A  dividieren  mufs,  bedeutend  verringern.  Von  dieser  Methode 
haben  wir  bereits  in  §  5  Beispiele  gegeben;  wir  fügen  noch  die 
beiden  folgenden  hinzu. 

257. 

1)  Betrachten  wir  die  Zahl: 

2««  —  1  «=  (2^  _  1)  .  1082401, 

und  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  alle  Teiler  des  Faktors  1082401  «=  Ä 

zu  finden,  so  kann  diese  Zahl,  da  sie  durch  2^  —  1  «»  31  nicht  teilbar 

ist,  zu  Teilern  nur  Zahlen  von  der  Form  50a;  -|-  ^  haben.    Da  ferner 

die  Zahl  Ä  ein  Teiler  der  Formel  2^  —  2  ist,  und  diese  die  Form 

t*  —  2f4*  besitzt,  so  müssen  die  Teiler  von  Ä  von  der  Form  8«  + 1 

oder  von  der  Form  8n  -f~  7  sein.    Nun  enthält  die  Form  50:r  -f- 1 

die  vier  andern: 

200a? +1,  51,  101,  151. 

Schliefst  man  daher  die  zweite  und  dritte,  welche  mit  den  Formen 
8n  +  1  oder  8n  +  7  nicht  vereinbar  sind,  aus,  so  bleiben  für  die 
Teiler  von  Ä  nur  die  beiden  Formen 

200a? +  1,      200a? +151 

übrig.  Die  in  diesen  Formen  enthaltenen  Zahlen,  welche  Yä  nicht 
übersteigen,  sind: 

151,  201,  351,  401,  551,  601,  751,  801,  951,  1001. 

Werden  hiervon  diejenigen  ausgeschlossen,  welche  keine  Primzahlen 
sind,  so  bleiben  nur  die  vier  Zahlen 

151,  401,  601,  751 

übrig,  und  mit  diesen  mufs  man  versuchen,  A  zu  dividieren. 

Die  Division  geht  weder  bei  151,  noch  bei  401,  wohl  aber  bei 
601  auf,  und  zwar  erhält  man  1801  zum  Quotienten.  Folglich  IbIÄ 
keine  Primzahl.  Was  den  Quotienten  1801  anlangt,  so  ist  derselbe 
notwendigerweise  eine  Primzahl;  denn  wäre  er  es  nicht,  so  mülste 

er  sich  durch  eine  Zahl  dividieren  lassen,  die  kleiner  als  }/l801 
wäre.  Dies  ist  aber  unmöglich,  da  die  kleinste  Zahl,  welche  in  i 
aufgeht,  601  ist.    Mithin  ist  einfach  A—mi-  1801. 
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2)  Betrachten  wir  die  Zahl: 

2"  —  1  =  (2«  -  1)  .  262657 , 

und  stellen  wir  uns  die  Aufgabe^  die  Teiler  der  Zahl  A  =  262657 
SU  finden,  so  können  wir  uns  leicht  davon  überzeugen,  dafs  diese 
Zahl  dnrch  keine  von  denen  teilbar  ist,  welche  in  2'  —  1  oder 
2^—1  aufgehen.  Mithin  sind  diese  Teiler,  falls  es  deren  giebt,  von 
der  Form  54a;  +  1.  Da  femer  -4.  selbst  ein  Teiler  von  2*®  —  2  ist, 
80  sind  die  Teiler  von  Ä  ebenfalls  von  der  Form  ^  —  2u^,  und  so- 
mit von  einer  der  Formen  8n  4~  1  und  8n  -|-  7.  Kombiniert  man 
also  diese  beiden  Formen  mit  der  Form  Mx  -f-  1,  so  erhält  man  die 

beiden  Formen: 

216a: +1,        216a: +  55, 

und  diese  enthalten  unterhalb  der  Grenze  ]/!Z  «»  512  nur  die  fünf 

Zahlen: 

56,  217,  271,  433,  487. 

Scheidet  man  von  diesen  die  zusammengesetzten  Zahlen  aus,  so 
bleiben  nur  die  drei  Zahlen  271,  433,  487  übrig,  und  da  keine  von 
diesen  drei  Zahlen  in  262657  aufgeht,  so  folgt  daraus  mit  Sicherheit^ 
dafs  262657  eine  Primzahl  ist 

258. 

Überhaupt  versuche  man,  wenn  irgend  eine  Zahl  Ä  gegeben 
ist,  diese  Zahl  oder  eines  ihrer  Vielfachen  auf  die  Form  t*  -|~  ^^^  ^^ 
bringen,  in  welcher  die  Zahl  a  so  klein  wie  möglich  ist  und  die 
Grenzen  der  Tafeln  nicht  übersteigt.  Dazu  mufs  man  die  Quadrat- 
wurzel sowohl  aus  A  wie  aus  einigen  von  seinen  Vielfachen, 
2Äj  3'Ä,  4A, .  • .  ausziehen  und  es  so  einrichten,  dafs  der,  positive 
oder  negative,  Rest  von  der  Form  au^  wird,  wo  w*  die  gröfste 
Qoadratzahl  ist,  durch  welche  sich  dieser  Best  teilen  läfst 

Sobald  man  A  oder  allgemein  JeA  auf  die  Form  t^  +  au^  ge- 
bracht hat,  ist  man  sicher,  dafs  die  Teiler  von  A  unter  den  linearen 
Formen  der  Teiler  von  fi  +  au^  enthalte»  sind.  Und  da  durch  diese 
linearen  Formen  die  Hälfte  der  Primzahlen  ausgeschlossen  wird,  so 
wird  die  Anzahl  der  Teiler,  mit  denen  man  die  Division  der  Zahl  A 
zü  versuchen  hat,  so  oftmal  um  die  Hälfte  verringert,  als  man  ftir  A 
oder  kA    verschiedene   Formen    i^  •{-  ati^    gefunden  hat     Giebt  es 

ako   m    zwischen    1    und    Ya    enthaltene   Primzahlen,    und    ist    i 
die  Anzahl   der    in   Frage   kommenden  Formen    t^  +  au*,    so    hat 
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man  nur  noch  mit  ( yj  •  m  Primzahlen  den  Versuch  zu  machen,  um 

sich  Gewifsheit  darüber  zu  verschaffen,  ob  A  eine  Primzahl  ist  oder 
nicht. 

259. 

Man  kann  endlich  noch  ein  Hülfsmittel  angeben,  das  sehr  häufig 

zum  Ziele  filhrt.    Es  besteht  darin,  dafs  man  ]/!Z  oder  |/2-4.,  ySAj... 

in  einen  Kettenbruch  verwandelt     Ist  nämlich  allgemein  - — ~- 

ein   aus    der   Entwicklung   von   YhÄ    hervorgehender    vollständiger 

Quotient   und    ^  der  diesem  Quotienten   entsprechende  Nähenmgs- 

bruch,  so  ist  (No.  30): 

±D=p^^kÄq^    oder    kÄq^=p^  +  D. 

Demnach  sind  diB  Teiler  von  Ä  auch  Teiler  von  p*  +  D  oder  all- 
gemein von  fi  +  Du*,  nämlich  von  t^  +  Du*,  wenn  der  vollständige 
Quotient  von  gerader,  und  von  t^  —  Du*,  wenn  er  von  ungerader 
Ordnung  ist. 

Bei  dieser  Rechnung  ist  die  Zahl  D  niemals  gröfser  als  2]/0, 
sondern  meistens,  bedeutend  kleiner;  mithin  kann  man  auf  diesem 
Wege  ziemlich  einfache  Formeln  ^  +  Du^  kennen  lernen,  von  denen 
die  Paktoren  von  A  Teiler  sein  müssen.  Und  wenn  der  Fall  ein- 
tritt, dafs  man  zwei  denselben  Wert  von  D  enthaltende  Formeb 
t^  +  Du^,  t^  — -  Du^  findet,  so  folgt  daraus,  dals  -4,  welches  in  beiden 
aufgeht,  auch  in  ^*  -f~  ^^  aufgeht,  und  dafs  somit  die  Teiler  von  Ä 
selbst  von  der  Form  y*  +  je?*  und  von  der  linearen  Form  4  a;  -^- 1 
sein  müssen,  wodurch  die  Rechnung  sehr  gekürzt  wird. 

260. 

Diese  Prinzipien  wollen  wir  auf  die  Zahl  333667  =»  uil  an- 
wenden. Durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel  findet  man  zunächst 
A  =  577*  +  82  .  3*.  Mithin  ist  A  von  der  Form  ^*  +  82u^  und 
ihre  Teiler  müssen  zu  der  Zahl  derer  gehören,  welche  dieser  Formel 
zukommen.  Um  andere  Formen  zu  finden,  suchen  wir  Vielfache 
von  A  zu  zerlegen.     So  erhalten  wir  z.  B. 

3^  =  1001001  =  (1001)*  -  10(10)*, 

also  eine  Grofse  von  der  Form  <*  —  lOu*.  Demnach  müssen  die 
Teiler  von  A  eine  von  denjenigea  Formen  besitzen,  welche  den 
Teilern  von  i*  —  10  u*  zukommen.    Diese  beiden  Formen  würden  be- 
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reits  die  Primzahlen  ^  die  man  als  Teiler  von  Ä  zu  yersuchen  hat, 

und  die  kleiner  als  Yä  oder  577  sein  müssen^  auf  den  vierten  Teil 
redacieren.  Da  jedoch  die  Rechnung  immer  noch  ziemlich  lang 
werden  würde,  so  suchen  wir  neue  Formen  mit  Hülfe  der  Entwick- 
lung in  einen  Eettenbruch.  Diese  Entwicklung  liefert  folgende  voll- 
ständige Quotienten: 

Vä+0        l/Z+677       K^+161       Vä+  266       YÄ+ BS7 
1  '  788        '  417        '  648        '  286        * 

yZ+471       YÄ+Sll       ]/Z+296       yX+519       Vä+  429^ 
391        '  606        '  407        '  168        '  947       ^' 


VA  +  618       yA  +  617       yZ+  446      V^+  642 


u.  s.  w. 


69         '  962        '  141        '  288 

Hieraus  ersieht  man,  dafs  die  Teiler  von  Ä  auch  Teiler  der  Formeln 

t'  +  738w*  oder  1^  -f  82m«,    t^  —  417<    t^  +  643<  u.  s.  w. 
sein  müssen.    Die  einfachsten  dieser  Formeln  sind  t^  +  82  u*,  t*  —  69  ti*, 
and  i^  -}"  ^^^]    ^^°^   ^^   diese   letztere   reduciert   sich   die   Formel 
t-  -f-  288  u«,    welche    unmittelbar    durch    das    Olied    D  »»  288    ge- 
geben ist. 

Fügt  man  zu  diesen  Formen  die  bereits  gefundene  t^  —  lOu« 
hinzu,  so  ist  man  im  Stande,  die  Anzahl  der  noch  übrigbleibenden 
Versuche  bedeutend  zu  verringern.  Da  nun  zunächst  die  Teiler  von 
t'  -f  2u*  von  der  Form  8n  +  1  oder  8n  +  3  und  die  von  t^  —  10m* 
Ton  einer  der  Formen  40a;  +  1,  3,  9,  13,  27,  31,  37,  39  sind,  so 
bleiben,  wenn  man  von  diesen  diejenigen  Formen,  welche  nicht  von 
der  Form  8n  -J-  1  oder  8n  -|-  3  sind,  ausscheidet,  nur  die  Formen 

übrig: 

40ic  +  1,  3,  9,  27. 

Sucht  man  jetzt  alle  in  diesen  Formen  enthaltenen  Primzahlen  bis 

zu  577,  welches  YA  ist,  so  findet  man: 

1,  3,  41,  43,  67,  83,  89,  107,  163,  227,  241,  281,  283,  34*7,  401, 

409,  443,  449,  467,  481,  521,  523,  547,  563,  569. 

Seheidet  man  hiervon  diejenigen  aus,  welche  nicht  Teiler  von 
t*  —  69 u*  sein  können,  und  dies  erkennt  man  leicht  (Tafel  III) 
mittelst  der  Formen  276a;  -{-  a,  welche  diesen  Teilern  zukommen,  so 
bleiben  die  folgenden  übrig: 

1,  83,  89,  107,  163,  227,  281,  401,  409,  467,  521,  547,  563,  569. 

Wirft  man  endlich  von  diesen  letzteren  diejenigen  weg,  welche  nicht 
Teiler  der  Formel  t^  -{-  82u*  sein  können,  oder  welche  nicht  von  der 
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diesen  Teilern  zukommenden  Form  328a;  +  ^   sind  (Tafel  VI)^  so 

hat  man  nur   noch   mit  folgenden   sieben  Primzahlen  den  Versuch 

anzustellen: 

83,  107,  163,  401,  409,  467,  569. 

Nun  geht  aber  keine  von  diesen  Zahlen  in  333667  auf;  mithin  ist 
333667  sicher  eine  Primzahl 

Man  würde  die  Anzahl  der  Versuche  noch  weit  mehr  yerringert 
haben,  wenn  man  bemerkt  hätte,  dafs,  da 

SÄ  =  1001001  =- 10«  +  10»  +  1  —  ^Erj 

ist,  die  Teiler  von  A  auch  in  10^  —  1  aufgehen  und  somit  yon  der 
Form  18a;  +  1  sein  müssen.  Wir  haben  indessen  zeigen  woUen,  wie 
mau  verfahren  müsse,  wenn  man  nichts  weiter  von  der  Natur  der  zu 
untersuchenden  Zahl  weifs. . 

261. 

Es  sei  ferner  die  Zahl  10091401  «»  ^  zu  untersuchen.    Nach 
dem   allgemeinen   Satze   müfste   man   die   Division   durch   sämtliche 

Primzahlen,  welche  kleiner  als  Yä  d.  h.  kleiner  als  3176  sind,  Ter- 
suchen.    Um  jedoch  die  Anzahl  dieser  Versuche  zu  verringern,  suchen 

wir  mit  Hülfe  der  Eettenbruchentwicklung  von  )/!Z  sogleich  die  ?er- 
schiedenen  Formeln  t^  +  Du^,   von  denen  Ä  ein  Teiler  sein  mufs. 

Ist       yJ"      der  allgemeine  Ausdruck  des  vollständigen  Quotienten,  so 

sind  die  durch  diese  Rechnung  gelieferten  Werte  von  D  der  Beihe 
nach: 

2)=    1,      4425  =  177.5«, 

2189        ,  3033  =  337  •  3*, 

3755        ,    384=     6.8«, 

3648  =  57  .  8«,         2619 

2019        ,    720  =  5  .  12«  , 

2061  =  229  •  3«,  365         , 

3415,  2712  =  678  •  2«,  2525  =  101  •  5«,  3789  =  421  •  3-, 

184  =  46  .  2«,    u.  8.  w. 

Hieraus  erhält  man  bereits  mehrere  ziemlich  einfache  Formeln,  von 
denen  A  ein  Teiler  sein  mols.    Diese  Formeln  sind: 

««  +  31h«,    t*+    6«»,    <*  — 57«*,    <*  +  5h«, 
«»  +  38««,    <*  — 30««,    <«  — 46««. 


1928  —  482  • 

2«, 

1709, 

2872  =  718  • 

2«, 

2511=  31 -9» 

5585, 

437, 

2495, 

183, 

2963, 

152  =  38  •  2» 

480  =  30  •  4« 

1 
> 

1119, 
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Es  iat  jedoch  zu  beachten^  dafs  die  Formel  fi  —  30«^  nichts  weiter 
aassagty  als  die  beiden  vorhergehenden  <*  -{-  6u^  und  ^  -f-  5u^;  denn 
ist  eine  Primzahl  ein  Teiler  von  t^  -{-  6u*  und  von  t^  -f~  ^^S  ^^  ^^^ 
sie  auch  ein  Teiler  von  t*  —  30  tc^.  Ebenso  ist  die  Formel  <^-|-38u^ 
als  in  den  beiden  Yorhergehenden  ^*  +  6w*  und  fi —  57  u*  enthalten 
ZQ  betrachten.  Es  bleiben  daher  von  den  sieben  vorstehenden  Formeln 
nur  fänf  von  einander  verschiedene  übrig.  Da  eine  jede  von  ihnen 
die  Anzahl  der  Versuche  auf  die  Hälfte  zu  reducieren  vermag^  so 
kann  diese  Anzahl  durch  Kombination  derselben  auf  den  zweiund- 
dreiCsigsten  Teil  verringert  werden.  Hierdurch  reduciert  sich  die 
Anzahl  der  Versuche  oder  die  Anzahl  der  Primzahlen^  welche  kleiner 

sind  als  Yä^  das  ungefähr  gleich  454  ist^  auf  14  und  die  Rechnung 
wird  praktisch  durchführbar.  Man  hätte  auch  noch  die  Berechnung 
der  Werte  von  D  weiter  fortsetzen  können^  wodurch  man  die  neuen 
Formeln  fi  —  55ii*,  t^  —  97m*,  fi  +  Su%  von  denen  Ä  ein  Teiler 
sein  maus,  erhalten  hätte.  Mit  Berücksichtigung  aller  dieser  Hülfs- 
mittel  erhält  man  die  sämtlichen  linearen  Formen,  welche  den  Teilern 
von  Ä  zukommen,  in  folgender  Weise: 

1)  Die  Teiler  von  t^  +  3m*  sind  allgemein  von  der  Form  6a;  +  1, 
und  diese  enthält  die  vier  Formen  24a;  -|-  1,  7,  13,  19  in  sich. 

2)  Von  diesen  vier  Formen  können  nur  zwei  Teiler  von  t^  -^-Gu^ 
sein,  nämlich  24ic  +  1  und  24a;  +  7. 

3)  Diese  letzteren  enthalten,  mit  Bezug  auf  die  Vielfachen  von 
5  betrachtet,  die  acht  Formen  in  sich:  120a;  +  1,  7,  31,  49,  73,  79, 
97,  103.  Scheidet  man  von  diesen  diejenigen  aus,  welche  nicht  in 
P  +  öf^^  aufgehen  können,  so  bleiben  die  vier  Formen  übrig: 

120a;  4- 1,  7,  49,  103. 

Die  in  diesen  Formen  enthaltenen  Primzahlen  sind  also  gleich- 
leitig  Teuer  der  drei  Formen  fi  +  3m«,  fi  +  6m*,  t^  +  5uK 

4)  Werden  die  vorstehenden  vier  Formen  mit  Bezug  auf  die 
Vielfachen  von  11  entwickelt,  d.  h.  setzt  man  für  x  der  Reihe  nach 
llx,  IIa;  +  1,  IIa;  +  2  u.  s.  w.,  und  wirft  man  die  Vielfachen  von 
11  ab,  so  ergeben  sich  die  folgenden  vierzig  Formen: 

1320rc  +  l,  7,      49,    103,  127,    169,    223,    241, 

247,  289,    343,    361,  367,    409,    463,    481, 

487,  529,    601,    607,  703,    721,    727,    769, 

823,  841,    889,    943,  961,    967,  1009,  1063, 

1081,  1087,  1129,  1183,  1201,  1207,  1249,  1303. 
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Von  diesen  Formen  darf  man  nnr  diejenigen  beibehalten,  welche 
Teiler  von  t^  —  bbu^  sein  können.  Zu  diesem  Zwecke  entnehme  man 
aus  Tafel  III  die  Formen  220fl;  +  a,  welche  Teiler  von.  ^  —  55«- 
sind.  Vergleicht  man  diese  mit  jenen,  so  bleiben  nur  die  zwanzig 
Formen  übrig: 


1320»  +  1, 

49, 

103, 

169, 

223 

247, 

289, 

361, 

367, 

463 

487, 

529, 

727, 

823, 

841 

889,  961,  1081,  1087,  1303. 

Nimmt  man  jetzt  die  in  dieser  Formel  enthaltenen  Zahlen,  welche 
kleiner  als  3176  sind,  und  schliefst  man  davon  die  zusammen- 
gesetzten Zahlen  aus,  so  reducieren  sie  sich  auf  die  folgenden: 

103,    223,    367,    487,    727,    823,  1087,  1321,  1423,  1489, 

1543,  1609,  1783,  2143,  2161,  2281,  2689,  3001,  3169. 

Schliefst  man  femer  hiervon  diejenigen  Zahlen  aus,  welche  nicht 
Teiler  von  ^  -J-  31ti^  sein  können,  so  bleiben  die  elf  folgenden  übrig: 

103,  727,  1087,  1321,  1423,  1489,  1609,  1783,  2143,  2281,  3169. 

Schliefst  man  endlich  auch  noch  diejenigen  aus,  welche  nicht  Teiler 
von  f  -|-  38u'  sein  können,  so  erhält  man  nur  noch  die  sechs  Zahlen: 

727,  1087,  1423,  1489,  1783,  2281. 

Die  Bedingung,  dals  diese  Zahlen  Teiler  von  t^  —  46  u^  sein  sollen, 
reduciert  dieselben  von  neuem  auf  die  drei  Zahlen: 

727,  1423,  2281. 

Es  ist  unnütz,  in  der  Reduktion  dieser  Zahlen  noch  weiter  fortzu- 
fahren, ja  man  hätte  sich  auch  der  Mühe  überheben  können,  soweit 
zu  gehen.  Nun  findet  man  aber,  dafs  keine  von  diesen  Zahlen  iß 
10091401  aufgeht;  mithin  kann  man  mit  Sicherheit  schliefsen,  dafs 
10091401  eine  Primzahl  ist. 

Euler  ist  zu  demselben  Resultate  gelangt,  indem  er  sich  über- 
zeugte, dafs  10091401  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  die  Summe 
zweier  Quadrate  zerlegt  werden  kann,  was  ein  wesentliches  Merkmal 
der  Primzahlen  von  der  Form  4n  -|~  1  ist.  (Man  sehe  den  IX.  Bi 
der  Novi  Comm.  Petrop.  Vergleiche  auch  die  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  vom  Jahre  1771). 
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Theorie  der  Zahlen,  Insofern  sie  sieh  In  drei  ftaadrate 
zerlegen  lassen. 

§  1. 

Definition  der  trinären  Form;  Zahlen  nnd  quadratische  Teller, 

welche  diese  Form  besitzen  oder  nicht  IrasitEen  kSnnen. 


Difl  Zahlen,  welche  sich  in  drei  Quadrate  zerlegen  lassen,  bilden 
Tencbiedene  sehr  amiangreiohe  Klassen,  welche  eine  sehr  grofse  Zaiil 
TOD  schönen  Eigenschaften  besitzen  und  in  dieser  Beziehnng  wert 
sind,  dafs  sich  die  Aofmerkeamheit  der  Analysten  ihnen  znw€nde. 
Zur  AbkOrzong  nennen  wir  trlnSre  Fonn  einer  Zahl  jede  Art, 
dieae  Zahl  als  Summe  von  drei  Quadraten  darzustellen.  Da 
t  B.  59  durch  25  +  25  +  9  und  durch  49  +  9  +  1  dargeatellt 
werden  kann,  so  ist  jeder  dieser  AusdrQche  eine  trinäre  Form  oder 
ein  trinSrer  Wert  Ton  59. 

Eine  trinüre  Form  besteht  im  Allgemeinen  aus  drei  Quadraten. 
Sie  kann  jedoch  auch  bloFs  ans  zweien  oder  selbst  aus  einem  ein- 
ligen  Quadrate  bestehen,  da  in  diesen  Fällen  0  als  ei^nzsades 
Quadrat  betrachtet  wird.  So  besitzt  z.  B,  26  die  beiden  in  gleicher 
Weise  trinären  Formen  25+1  und  16  +  9  +  1. 


Wenn  eine  Zahl  durch  eine  Quadratzahl  teill>ar  ist,  so  smd  die 
dieser  Zahl  eigentümlichen  trinären  Formen  diejenigen,  in  welchen 
^ie  drei  Glieder  nicht  durch  eine  und  dieselbe  Quadratzahl  teilbar 
sind.  Diejenigen  d^egen,  deren  drei  Glieder  einen  gemein- 
saaen  Teiler  haben,  sind  gewissermaraen  dieser  Zahl  fremd  und 

LtflBdl) 
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müssen  als  nneigentliohe  trinäre  Formen  betrachtet  werden.    So 
besitzt  z.  B.  189  drei  eigentliohe  trinare  Formen^  nämlich: 

13«  +  4«  +  2* 

10«  +  8»  +  6« 

11«  +  8*  +  2«, 

und  eine  uneigentliche  trinare  Form,  nämlich  12«  -|-  6«  4*  3«.  Da 
nämlich  die  drei  Glieder  dieser  letzteren  durch  3«  teilbar  sind,  so 
ist  dieser  Wert  nichts  anderes  als  eine  trinäre  Form  von  21,  näm- 
lich 4*  +  2*  +  1*  deren  sämtliche  Glieder  mit  3*  multipliciert  sini 
Die  uneigentlichen  trinären  Formen  einer  Zahl  ^c  entstehen 
aus  den  eigentlichen  trinären  Formen  der  Zahl  c  dadurch,  dafs  man 
die  Glieder  dieser  letzteren  mit  c?  multipliciert.  Giebt  es  mehrere 
verschiedene  Quadratzahlen,  welche  in  einer  gegebenen  Zahl  auf- 
gehen, so  giebt  es  auch  mehrere  Arten,  um  uneigentliche  trinare 
Formen  zu  bestimmen.  Aus  diesem  Grunde  werden  wir  in 
allem  Folgenden  stets  nur  die  eigentlichen  trinären  Formen 
der  Zahlen  betrachten;  wir  werden  dieselben  einfach  trinäre 
Formen  nennen  und  von  den  uneigentlichen  trinären  Formen  ganz 
absehen. 

264. 

Eine  eigentliche  trinäre  Form  kann  auch  nur  aus  zwei 
Quadraten  bestehen,  vorausgesetzt,  dafs  dieselben  keinen  gemein- 
samen Teiler  besitzen;  denn  fügt  man  das  ergänzende  Quadrat  0^ 
hinzu,  so  sind  die  drei  Glieder  nicht  durch  eine  und  dieselbe  Zahl 
teilbar.  So  ist  z.  B.  25  -|-  16  ebenso  gut  eine  trinäre  Form  von  41, 
wie  36  +  4  +  1. 

Dagegen  kann  ein  einzelnes  Quadrat  aufser  1  keine  trinäre 
Form  sein,  da  die  drei  Glieder  von  m*  +  0*  +  0*  durch  w?  teil- 
bar sind. 

265. 

Keine  Zahl  von  der  Form  8n  +  7  kann  eine  trinäre 
Form  haben. 

Denn  da  jedes  gerade  Quadrat  von  der  Form  4m  und  jedes 
ungerade  Quadrat  von  der  Form  8m  +  1  ist,  so  kann  die  Summe 
von  drei  Quadraten,  falls  sie  ungerade  ist,  nur  von  einer  der  Formen 

4i»  +  4m'         +  8m"+  1  =>  4*  +  1 

8m  +  1  +  8m'+  1  +  8m"+  1  «>  8ä  +  3 

sein,  und  diese  enthalten  nicht  die  Form  8»  +  7. 


1    . 
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Ebenso  kann  keine  Zahl  von  der  Form  4n  eine  eigent- 
liche trinäre  Form  besitzen. 

Denn  da  nicht  alle  drei  Quadrate  gerade  sein  können^  weil  der 
Fall,  wo  sie  einen  gemeinschaftliches  Teiler  haben,  ausgeschlossen 
ist)  so  kann  die  ans  ihnen  entstehende  Summe  nur  von  der  Form 

4i»  +  8m'+  1  +  8m"+  1  =  4Ä  +  2 

sein,  und  diese  ist  nicht  teilbar  durch  4. 

•     266. 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  Formen  8n  -}- 1  und  An  ausge- 
schlossen sind,  bleiben  nur  die  drei  allgemeinen  Formen  An-}- 1, 
4n  -f  2  und  8n  -}-  3  übrig.  In  diesen  müssen  alle  Zahlen,  welche 
trinare  Formen  haben  können,  enthalten  sein.  Die  Theorie,  die  wir 
entwickeln  wollen,  zeigt  nun  aber,  dafs  jede  in  diesen  Formen 
enthaltene  Zahl  auch  wirklich  auf  eine  oder  mehrere  Arten 
in  drei  Quadrate,  welche  sich  nicht  durch  denselben  Faktor  teilen 

lassen,  zerlegbar  ist. 

267. 

Wenn  die  Zahl  c  zu  einer  der  Formen  4n  +1;  4n  +  2,  8w  +  3 
gehört,  so  wird  in  gleicher  Weise  die  Formel  t^  -\-  cu^  stets  in  den 
beiden  ersten  Fällen  wenigstens  einen,  in  dem  dritten  Falle  einen 
zweifachen  quadratischen  Teiler  von  der  Beschaffenheit  besitzen, 
dals  man  denselben  in  unbestimmter  Weise,  also  ohne  dafs  man  den 
darin  auftretenden  unbestimmten  Gröfsen  y  und  0  besondere  Werte 
beilegt,  in  drei  Quadrate  zerlegen  kann.  So  zerlegt  sich  z.  B. 
der  zur  Formel  t^  +  65w*  gehörige  quadratische  Teiler  9y*  +  Sye-^dn^ 
in  drei  Quadrate,  nämlich:  (2y  —  ef  +  (2y  +  2^)*  +  (y  +  2jef)*. 

Da  diese  Zerlegung  ein  eigentümliches  Kennzeichen 
far  diese  Art  von  Teilern  liefert,  so  werden  wir  diejenigen, 
welche  dasselbe  besitzen,  trinSre  quadiatlsohe  Teiler  oder  einfach 
trinSre  Teiler  nennen.  Dieselben  müssen  jedoch  aufserdem  noch 
einer  Bedingung  genügen,  die  wir  später  angeben  werden;  denn 
sonst  würde  die  trinäre  Form  eine  uneigentliche  sein  und  zu  denen 
gehören,  von  denen  wir  absehen. 

268. 

Wir  bemerken,  dafs  es  gewisse  Klassen  von  quadratischen 
Teilern  giebt,  die  niemals  von  trinärer  Form  sein  können. 

1)  Ist  c  von  der  Form  iigpiml  fmajid  dir  quadratischen  Teiler 
der  Formel  ^*  +  cu*  von  z^  M^r    ^((^^^«ine  enthält  die  Teiler 
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von  der  Form  4n  -l-  h  ^^^  andere  enthält  die  Teiler  von  der  Form 
4n  4-  3'  Diese  schliefsen  zugleich  die  Zahlen  von  der  Form  8»-|-3 
und  8n  +  7  ein.  Da  nun  keine  Zahl  von  der  Form  8n  -|-  7  eine 
trinäre  Form  haben  kann,  so  folgt  daraus,  diafs  auch  kein  quadra- 
tischer Teiler  von  der  Form  4n -j"  3  eine  trinäre  Form  be- 
sitzen kann. 

2)  Ist  c  von  der  Form  8n  -j-  7,  so  giebt  es  absolut  keinen 
quadratischen  Teiler  der  Formel  t^  +  cu^,  welcher  von  trinärer 
Form  wäre.  Der  Grund  hiervon  ist,  *dafs  jeder  quadratische  Teiler 
die  Zahlen  4tn  -{-  1  und  4n  4~  3  ohne  Unterschied  enthält;  derselbe 
enthält  also  auch  die  Zahlen  von  der  Form  8n  -{-  7,  von  denen 
keine  von  trinärer  Form  ist. 

3)  Ist  c  von  der  Form  8n  -f-  3,  so  kann  es  ans  demselben 
Grunde  keinen  ungeraden  quadratischen  Teiler  geben,  der 
von  trinärer  Form  wäre.  Jedoch  kann  es  vorkommen,  —  und  es 
kommt,  wie  bereits  erwähnt,  in  allen  Fällen  wirklich  vor  — ^  daCs 
wenigstens  einer  von  den  ungeraden  quadratischen  Teilern,  wenn  man 
ihn  verdoppelt,  von  trinärer  Form  ist.  So  stellt  z.  B.  y*  +  yj?  +  5/* 
jeden  ungeraden  quadratischen  Teiler  der  Formel  t^  -|-  19u*  dar. 
Dieser  quadratische  Teiler  ist  nicht  von  trinärer  Form;  wohl  aber 
ist  das  Doppelte  desselben  2j/^  -f~  ^tf^  H~  1^^  ^^^  dieser  Form,  da 
dieses  sich  in  die  folgenden  drei  Quadrate  auflöst:  y^  -j-  (3^)^  +  (y  +  ^Y- 

§2. 

Gegenseitiges  Entsprechen  der  trinären  Formen  der  Zahl  c  und  der 

trinaren  Teiler  der  Formel  fi  +  cm*. 

269. 

Ist  ein  quadratischer  Teiler  der  Formel  t^  +  et**  in  drei 
Quadrate  zerlegbar,  wie  folgt: 

(my  +  nzy  +  {m'y  +  n'zf  +  (m"y  +  n"d)\ 

so  behaupte  ich,  dafs  aus  dieser  trinären  Form  des  Teilers 
eine  entsprechende  trinäre  Form  der  Zahl  c  sich  ergiebt, 
und  zwar  ist  diese: 

Stellt  man  nämlich  den  quadratischen  Teiler,  um  den  es  sich 
handelt,   durch  die  gewöhnliche  Formel 

jpy2  +  2qyz  +  rn^ 
dar,  so  erhält  man: 
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|,  =  »,«  +  m'«  +  m"^ 
q  =  mn  +  ♦»'w'+  m'V 

Werden  nun  diese  Werte  in  die  Gleichung  c=^jßr  —  g'  eingesetzt, 
so  folgt  daraus: 

Es  giebt   daher   stets   eine   bestimmte   trinäre  Form   von  c^   welche 
einer  bestinunten  trinären  Form  des  quadratischen  Teilers 

ff  +  2q%ifi  +  rt? 
entspricht. 

270. 

Bemerkung  1.  Ist  c  yon  der  Form  8A;  •\-  3,  so  betrachte  man 
an  Stelle  des  quadratischen  Teilers  mit  ungeraden  Koefficienten, 
welcher  niemals  von  trinärer  Form  sein  kann,  das  Doppelte  desselben 
^9)^  +  2gfy0  +  2rje^,  wobei  ^pr  —  g*  =  c  ist.  Wenn  daher  dieser 
verdoppelte  Teiler  in  drei  Quadrate  zerlegbar  ist,  so  giebt  es  immer 
einen  entsprechenden  Wert  von  c,  der  ebenfalls  durch  die  Summe 
dreier  bestimmten  Quadrate  ausgedrückt  wird,  d.  h.  mit  andern 
Worten,  jede  trinäre  Form  eines  quadratischen  Teilers  von  der  Form 
4n  -f-  2  liefert  eine  entsprechende  Form  der  Zahl  c.  Letztere  ist 
immer  aus  drei  ungeraden  Quadraten  zusammengesetzt,  denn  nur 
diese  Annahme  liefert  eine  Summe  von  der  Form  8A;  -j-  3. 

Bemerkung  2.  Die  Zerlegung  eines  quadratischen  Teilers  oder 
des  Doppelten  desselben  in  drei  Quadrate  ist  nicht  möglich,  wenn 
e=8l-|-  7.  Denn  wenn  diese  Zerlegung  möglich  wäre,  so  würde 
aus  dem  Torstehejiden  Satze  folgen,  dafs  c  die  Summe  dreier  Quadrate 
sei,  was  jedoch  für  keine  Zahl  von  der  Form  SA;  -{-  7  der  ^all  ist. 

Bemerkung  3.  Die  im  Allgemeinen  für  den  Wert  von  c 
gefundenen  drei  Quadrate  reducieren  sich  auf  zwei  oder 
aach  anf  ein  einziges  in  den  folgenden,  leicht  zu  erkennenden 
FiUen. 

1)  Ist  ini'ifi  —  wV)'  =  0  oder  -?7  ==  — r ,  so  mufs  das  Quadrat 

(m"y  -f-  »"^)*  zu  dem  Quadrat  (m'y  +  **'^)*  ein  konstantes  Verhältnis 

haben,  und  alsdann  besitzt  der  gegebene  quadratische  Teiler  A  die 

Form: 

A  =  (my  +  nzf  +  a«(my  +  nz)^  +  i8*(w'y  +  nz)\ 

Hieraus  ergiebt  sich  der  entsprechende  trinäre  Wert: 

c  «s  a^{jtiin  —  mn)*  +  /J*(w'n  —  wn )S 
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welcher  nur  aus  zwei  Quadraten  besteht.  Überdies  besitzen  diese 
beiden  Quadrate  einen  gemeinschaftlichen  Teiler;  es  ist  daher  die 
trinäre  Form  von  c  eine  uneigentliche,  wofern  nicht  mn' —  tnn  =  +  1 
ist.  Setzt  man  aber  alsdann  my  •■{-  n0  =  y'  und  my  +  ng  =  s, 
wodurch  die  Allgemeinheit  der  Werte  von  y  und  z  nicht  beschrankt 
wird  (No.  53),  so  geht  A  über  in  y «  +  (««  +  ß^)e^  oder  y'^  +  cP. 
Hat  daher  c  keinen  quadratischen  Faktor,  und  ist  c  nicht  gleich 
V?  -f-  /)',  so  kann  der  eben  betrachtete  Fall  nicht  eintreten;  vielmehr 
muTs  jeder  trinäre  Teiler  der  Formel  ^  +  ^***  einen  trinären  Wert 
von  c  geben,  der  aus  drei  Quadraten  besteht,  von  denen  kein£ 
gleich  0  ist 

2)  Wenn  die  drei  Quadrate,  welche  den  aus  dem  Teiler  A  ab- 
geleiteten Wert  von  c  bilden,  sich  auf  ein  einziges  reducieren,  d.  L 
wenn  m*v! —  mn"^==  0  und  m"n  —  mn"=  0  ist,  so  ergiebt  sich  f»"=0, 
n 'bs  0.  Alsdann  ist  also  der  in  Bede  stehende  quadratische  Teiler 
einfach  {my  +  nz)^  +  {my  +  w;8i)*,  und  der  entsprechende  Wert  von  c 
ist  c  =  {mn —  m'nf.  Dieser  gehört  aber  nur  dann  zu  den  eigent- 
lichen trinären  Formen,  wenn  c  i=  1  ist 

271. 

Wir  betrachten  von  nun  an  als  trinäre  Form  eines  qua- 
dratischen Teilers  nur  diejenige,  aus  welcher  sich  eine 
eigentliche  trinäre  Form  der  Zahl  c  ergiebt.  Wenn  daher 
die  drei  Zahlen  mn  —  nin^  mn—  m"n\  m"n  —  mn"  durch  einen  und 
denselben  Faktor  teilbar  wären,  so  würde  der  Ausdruck 

A  =  (my  +  ndf  +  {m'y  +  naf  +  {m"y  +  n"»f 

eine  uneigentliche  trinäre  Form  sein,  und  diese  mülste  ausgeschlossen 
werden,  da  ihr  nicht  die  Eigenschaften  zukommen,  die  wir  von  den 
trinären  Teilern  beweisen  werden.  Diese  Bedingung,  die  wir  hier 
den  trinären  Teilern  auferlegt  haben,  ist  die  bereits  in  No.  267  an- 
gekündigte. 

Obgleich  demnach  der  Teiler  5y*  +  2yfi  +  38^»*  der  Formel 
t^  -{-  189  u^  die  folgenden  vier  trinären  Formen  annehmen  kann: 

{2y  +  ^»y  +  {jf-bzf+    4^ 
(2y  +  2zy  +  (y  -  ^zf  +  250* 

(2y+  ey  +  (3/—  zy  +  mi? 

(2y  —  2^)«  +  (y  +  5^)«  +    9iE^, 
so  betrachtet  man  doch,  weil  die  beiden  letzten  der  uneigentlichen 
trinären  Form  c  =  12*  +  6'  +  3*  entsprechen,   als  trinäre  Formen 
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TOQ  A  nur    die  beiden  ersten^  welche  eigentlichen  trinären  Formen 
Ton  c  entsprechen,  nämlich: 

c  —  13«  +  4«  +  2« 

c  =  10*  +  8*  +  51 

Ebenso  darf  der  Teuer  13y«  +  Sya  +  I3sf^  der  Formel  fi  +  IöSm^, 
da  er  sich  nur  auf  folgende  Weise 

(2y  +  2zy  +  9j^  +  9z^ 

in  drei  Quadrate  zerl^en  läfst;  und  diese  einem  uneigentlifhen 
trinären  Werte  von  c  entspricht,  uämliob:- 

c  =  9«  +  6*  +  6«, 

nicht  zu  den  trinären  Teilern  der  Formel  fi  -}'  153 u*  gerechnet  werden. 

272. 

So  wie  man  mit  Hülfe  eines  trinären  Teilers  der  Formel  fi  4*  ^^^ 
einen  entsprechenden  trinären  Wert  von  c  finden  kann,  so  ist  es 
auch  nmgekehrty  wenn  der  trinäre  Wert  von  c  gegeben  ist, 
möglich,  einen  diesem  Werte  entsprechenden  trinären 
Teiler  zu  finden.  Diese  Aufgabe,  mit  der  wir  uns  jetzt  be- 
achäftigeu  wollen,  erfordert  eine  ziemlich  ausgedehnte  Untersuchung. 

Die  gegebene  trinäre  Form  sei: 

c^F^  +  O^  +  H^. 

Die  drei  Zahlen  Fy  G^  H  kdnnen  nicht  alle  drei,  wohl  aber  zu  je 
zweien  einen  gemeinschaftliehen  Teiler  haben.  Nennen  wir  k  den 
gemeinschaftlichen  Teiler  von  G  und  JET,  fx,  den  von  H  und  F  und  v 
den  von  F  und  G,  so  können  wir  c  die  folgende  Form  geben  : 

and  müssen  überdies  voraussetzen,  dafs  es  weder  zwischen  fft  und 
gif  noch  zwischen  gv  und  h(i,  noch  zwischen  hX  und  fv  einen  ge- 
meinsamen Teiler  giebt. 

Ist  A  der  diesem  Werte  von  c  entsprechende  trinäre  Teiler,  und 
nehmen  wir  an,  daCs 

A  =  (i»y  +  n0y  +  {nCy  +  nef  +  (m"y  +  n"ßf 

sei,  80  muls  der  gegebene  Wert  von  c  mit  demjenigen  identisch  sein, 
▼eichen  man  aus  diesem  Teiler  erhält,  und  welcher  lautet: 

c  —  (m»  -  vinf  +  (wV-  mV)'  +  {ni'n  —  mny. 

Da  die  Eoefficienten  m,  n,  m',  • . .  noch  unbestimmt  sind,  so  kann  die 
Vergleichung  der  beiden  Werte  in  beliebiger  Ordnung  vorgenommen 
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werden.  Femer  kann  man  die  Zeichen  von  f,  g,  h  beliebig  ändern, 
80  dafs  man  setzen  kann: 

mW —  m'n  <»  AAf& 

f'   ff  9f      I  J* 

Win  —  w  n  =*f^v 

m'n  —  mn"  -=  gvk. 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  leitet  man  die  beiden  folgenden^  welche 
linear  sind;  her: 

fffkv '  m  +  fl'vi  •  w  +  hlii '  m"-=  0 

» 

oder,  was  dasselbe  ist: 

/••f  +  ff-^  +  Ä-v-0 

f'^+g'^  +  h'  —  =»0. 

Wie  wir  aber  bereits  bemerkt  haben,  giebt  es  weder  zwischen  f  und 
Xy  noch  zwischen  g  und  ft,  noch  zwischen  h  und  v  einen  gemein- 
schaftlichen Teiler.    Mithin  sind  die  sechs  6r51j3en 

m      m'      m"       n       n'      n" 

X>   TT*   V'   T»   "^^   V 

ganze  Zahlen.  Nennt  man  diese  ganzen  Zahlen  entsprechend  a,  a\ 
d\  b,  Vf  b",  so  erhält  man  die  drei  Gleichungen: 

(a)         fa  +  5ra'+  Äa '=  0 

ß  +  <?6'+  Ä6"-  0, 
und  der  Teiler  A  geht  über  in: 

A  =  l\ay  +  bzf  +  ii\dy  +  b'zf  +  i/*(a' y  +  6"^)^ 

Hieraus  erkennt  man,  dals  die  drei  Quadrate,  aus  denen  A  besteht, 
resp.  teilbar  sind  durch  die  Quadrate  A^,  ft^,  i/',  welche  zu  je  zweien 
die  Glieder  des  gegebenen  trinären  Wertes 

teilen. 

273. 

Ohne  auf  die  Einzelheiten  der  Auflosung  der  Gleichungen  (a)  ein- 
zugehen, sieht  man  jetzt,  dafs,  wenn  man 

ay  +  bz  =  Xj        dy  +  Vb  =  x\        d'y  +  Vz  —  x' 

setzt,  man  erhält: 

(d)  A  =  AV  +  ,i«aj'«  +  v'x'\ 
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wobei   die  drei  unbestimiuteii  Oröfsen  x,  x\  x"  der  Gleichung 

(a")  0  =  fx+  gx  +  hx 

genOgexi.  müssen.  Mittelst  dieser  letzten  Gleichung  kann  man  stets 
die  drei  unbestimmten  Gröfsen  x^  x\  x"  nur  auf  zwei  y  und  e  redu- 
eieren;  sklsdann  nimmt  der  Teiler  i?a?  +  f**a;'*  +  v^x"^  die  gewöhn- 
liche Form  jjy*  +  2 jyx?  +  rjer*  an,  in  der  pr  —  g*  =  c  ist.  Dieser 
Teiler  ist  derjenige,  welchem  der  gegebene  trinäre  Wert  von  c  enir 
spricht. 

Sucht  man  z.  B.  den  trinären  Teiler  von  ^  -f-  1045tt',  welcher 
dem  trmären  Werte  1045  =  30*  +  9*  +  8'  entspricht,  so  vergleiche 
man   diesen  Wert  Glied  fQr  Glied  mit  der  Formel 

Dies    giebt  zunächst  die  gemeinsamen  Teiler  ^«=»1,  fi<=2,  i/^aS 
uüd   sodann  /*«»  5,  <; «»  3,  %  «=  4.    Man  erhält  daher: 

A  =  X«  +  Ax*  +  9a;"« 
und: 

6x  +  3x'+  4ic"  =  0. 

EHese   letztere  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  man 

3?'=  X  —  Ae    und  a;"=  3j»  —  2a? 

setzt.      Dadurch  geht  der  Teiler  A  über  in: 

A  =  ic«  +  (2a?  —  Sef  +  {dz  —  6a;)* 

=«41a:*-.  14Oir0  +  1450*. 

Setzt    man  sodann  x «»  y  -f-  2e,   so   erhält  man  seinen  einfachsten 
Aosdrack: 

/S.  —  41y*  +  24tyz  +  29iJ«  «-  (y  +  2^)*  +  (2y  -  Azf  +  (6y  +  3^)« 

imd  der  entsprechende  Wert  von  c  ist: 

c  «  8*  +  9«  +  30«. 

274. 

Die  Form  der  Gleichungen  (a"),  (a ')  lälst  erkennen,  dafs  man  irgend 
x^rei  der  Grofsen  /*,  g,  h  mit  einander  vertauschen  kann,  wofern  man 
eine  analoge  Vertauschung  bei  zweien  der  Grofsen  A,  ft,  v  vornimmt. 
Der  quadratische  Teiler  A  bleibt  dabei  stets  derselbe.  Es  kann 
somit  nur  einen  einzigen  quadratischen  Teiler  der  Formel 
fi  -(*  ^^*  geben,  welcher  dem  gegebenen  trinären  Werte 
Ton  c  entspricht    Da  jedoch  diese  Eigenschaft  sehr  beachtenswert 


1 
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ist,  so  dQrfte  es  nicht  unnützlich  sein,  wenn  wir  uns  daTon  durch 
eine  andere  Betrachtung  überzeugen. 

Auf  welche  Weise  man  auch  der  Gleichung  0  =  /i  +  5rfl/+  hx 
genügen  möge,  indem  man  die  drei  Veränderlichen  ar,  x\  af'  auf  zwei 
andere  y  und  g  reduciert,  es  mufia  immer  der  transformierte  Teiler 
A  —  j>y*  +  2qyis  +  ris^  dieselben  Zahlen  enthalten,  welche  mit  Be- 
rücksichtigung der  Bedingung  fx  +  ff^+  hx"=  0  in  dem  nicht 
transformierten  Teiler  A  =  X*x^  +  f**^'*  +  «'*^''*  enthalten  sini 
Sind  demnach  k  und  Je   die  beiden  kleinsten,  in  dem  Teiler 

enthaltenen  Zahlen,  so  müBsen  diese  nämlichen  beiden  Zahlen  sicli 
in  dem  transformierten  Teiler  wiederfinden.  Wenn  nun,  wie  man 
Annehmen  darf,  dieser  Teiler  auf  die  einfachste  J^'orm  gebracht  ist, 
so  sind  p  und  f  die  beiden  kleinsten  in  ihm  enthaltenen  Zahlen 
(No.  56).  Mithin  müssen  p  und  r  gleich  k  und  k'  sein,  &o  dafs  der 
reducierte  Teiler  ist:  ij/^-f"  ^jy^er-l-iV.  Ferner  mufs  stets  kk' —  ^  =  € 
sein,  so  dafs  q  bestimmt  ist  Daher  kann  es  nur  einen  quadratischen 
Teiler  geben,  welcher  mit  Berücksichtigung  der  Bedingung 

fx  -f  gx'+  hx'^  0 

durch  Transformation  von  A*a?*  +  f«»*^'*  +  v^x"^  entsteht 

Zugleich  bemerken  wir,  dafs,  wenn  man  x"=  0  setzt,  die  Glei- 
chung fx  +  gx^^  0  ergiebt:  x'=f,  rc  =  —  g  und  A  =  A*^  +  P'^P- 
Ebenso  giebt  die  Annahme  a/=  0:  A  =  A'&*  +  f**/^*  ^^^  <^ie  ^O" 
nähme  rc  =  0:  A  •»  fi^%'  -f-  v^g^.  Diese  drei  Zahlen  müssen  dem- 
nach in  dem  transformierten  Teiler  A  «»  py*  -|-  2qyß  -f-  rg'  enir 
halten  sein. 

275. 

Wie-wir  soeben  bewiesen  haben,  kann  ein  und  derselbe  Wert 
von  c  nur  einem  einsigen  quadratischen  Teiler  entsprechen; 
es  ist  jedoch  möglich,  dafs  er  swei  trinären  Formen  dieses 
Teilers  entspricht.  So  kann  der  Teiler  5y*  +  4y^  +  5jef*,  welcher 
zur  Formel  t^  -f~  21^'  gehört,  auf  die  beiden  trinären  Formen  ge- 
bracht werden: 

(2y+    gy  +  y^  +  Ag" 

(»  +  2gy  +g'  +  Ay\ 

und  diese  beiden  Formen  entsprechen  einem  und  demselben  Werte 
von  c,  nämlich  (?  «=  16  ^^  4  -f~  !•  Man  mufs  daher  notwendig  von 
vornherein  bestimmen,  welches  die  verschiedenen  Fälle  sind,  in 
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denen    versofaiedene    trinäre    Formen     eines     quadratischen 
Teilers  denaelben  trinären  Wert  von  c  ergeben. 

Da  zwei  beliebige  der  drei  Zahlen  /)  g,  h  prim  zu  einander  sind, 
so  kann  man  stets  zwei  andere  t  und  &  finden^  welche  der  Gleichung 

genügen.    Setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  0  =  /a?  -{-gx-j-  hx" 
ein,  so  erhält  man: 

g(x'+  ix)  +  h(x"+  ^x)  =  0, 

und  hieraus  ist  ersichtlich^   dafs,  wenn  man  x'-jr  £^  =  —  A<^  setzt^ 
/'-f  9x  «=»  gu  wird«     Alsdann  geht  der  Teiler  A  über  m: 

A  =  AV  +  ii\hu  +  txy  +  v'(ßu  -  ^xy, 

und  dieser  reduciert  sich  auf  die  gewohnliche  Form 

Äu"  +  2Bux  +  Cx", 
wenn  man 

A  =  ii^K'  +  v'g' 

setzt 

276. 

Ist  jetzt  p^  -{-  ^iyf^  +  ^^  ^^^  einfachste  Ausdruck  dieses  Teilers 
und  ist  eine  der  trinären  Formen,  welche  dem  g^ebenen  Werte 
von  c  entsprechen,  die  folgende: 

A  =  }?{ay  +  Izf  +  i,^{<iy  +  V^f  +  v^d'y  +  V'b)\ 

so  muls  man  haben: 

p  =  A»a«  4-  ^«a'>  +  v^a"^ 

q  =  i^ah+  ii^al>+  v'dT 

r  —  A«6*  +  liH'^  +  v'V'^ 

und  damit   die  angenommene   trinäre  Form  dem   gegebenen  Werte 
Ton  c  entspreche,  mufs  man  überdies  den  Gleichungen  genügen: 

a6'-  a'b  =  h 

fa  +  ga:+  ha'—  0 

ß  +  9^+  Ä6"—  0. 
Ist   wie   oben  f'^gi-\'h^,    so   kann  man  die  beiden  letzten 
Gleichungen  durch  EinfQhrung  zweier  unbestimmten  Gröfsen  a  und  ß 
in  folgender  Weise  auflösen: 
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und  die  Gleichung  aV —  dh  »»  h  geht  über  in : 

aj8  —  a6  =  1. 

Setzt  man  jetzt  die  Werte  von  a ,  a'\ ...  in  die  Ausdrücke  der 
Eoeffieienten  py  q,  r  ein,  so  erhält  man: 

p  =  Äa^  --  2Baa  +  Ca* 

g  —  Äaß  —  B{aß  +  «6)  +  Gab 

r^Äß"  —  2Bbß  +  Cb\ 

Da  wir  aber  bereits  die  Bedingung  pr  —  q^  '^  c  ausgedrückt 
haben^  so  können  wir  von  der  zweiten  Gleichung  absehen  und  nur 
die  beiden  andern  betrachten  : 

P'^-^Äc^'-  2Baa  +  Ca^ 

r  =  Äß'  —  2Bbß  +  Cb^' 

Diese  Werte  stimmen  mit  denjenigen  überein,  welche  man  erhalten 
würde,  wenn  man  den  Teiler  A  «=  Au^  +  2Bux  +  Cx^  auf  die  ein- 
fachste Form  bringt.     Denn  setzt  man: 

U'=  —  ay  —  ß0 
a?=       ay  +  fejer, 

so  reduciert  sich  dieser  Teiler  auf  die  Form  py^  +  2qyz  -+-  rj»*,  und 
die  angenommenen  Werte  von  u  und  x  sind  so  beschaffen ,  -vrie  sie 
für  die  Transformation  sein  müssen,  da  aß  —  ab «»  1  ist. 

277. 

Nun  muiüs  offenbar,  wenn  es  je  nach  den  verschiedenen  trinären 
Formen  von  A,  welche  einem  und  demselben  trinären  Werte  von  c 
entsprechen,  verschiedene  Werte  von  a,  b,  a ,  b\. . .  gäbe,  wenigstens 
eine  der  beiden  Gleichungen 

p^Äa^  —  2Baa  +  Ca* 

r  =  Äß'  —  2Bbß  +  CV 
zwei  Losungen  besitzen.    Da  aber  die  Grofse  Äy'^  —  2  Bj^^'  -f-  Cs- 
im  Allgemeinen  py*  —  2qyz  -j"  ^^^  äquivalent  ist,  so  muls  wenigstens 
eine  der  beiden  Gleichungen 

p^py^  —  2qyz  +  rt? 
r  =  py^  —  2qyz  +  n? 

zwei  Lösungen  zulassen.  Da  nun  aber  die  rechten  Seiten  auf  den 
einfachsten  Ausdruck  gebracht  si|id,  so  sind  p  und  r  die  kleinsten 
Zahlen,  welche  die  Formel  py^  —  2qyz  -{-  rt?  enthält,  und  es  giebt 
nur  sehr   wenig  Fälle,   in   denen   eine   dieser  Zahlen   auf  ziveierlei 
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Weise  in  dieser  Formel  enthalten  ist.  Diese  Fälle  sind  diejenigen, 
in  denen  die  quadratischen  Teiler  ambig  sind,  und  zwar  giebt  es 
deren  nur  drei,  nämlich  1)  wenn  p  ^^^  r,  2)  wenn  2q^===p  oder  »>  r, 
3)  wenn  $  «a  0  ist. 

278. 

Übrigens  kann  man  bei  diesen  verschiedenen  Fällen  unmittelbar 
einsehen,  dafs  es  zwei  einem  und  demselben  trinären  Werte  von  c 
entsprechende  trinäre  Formen  des  Teilers  A  giebt  oder  geben  kann. 

1)  Ist  nämlich  p  «»  r,  so  können  die  beiden  unbestimmten 
Gröfsen  y  und  g  mit  einander  vertauscht  werden,  und  es  besitzt  so- 
mit der  Teiler  A  gleichzeitig  die  beiden  trinären  Formen: 

A  =  (f»y  +  msf  +  {my  +  n'gf  +  {ni'y  +  fi'zy 

A  =  (wy  +f»jer)»+  {ny  +  nißf  +  (n'y  +  ni'z)\ 

Diese  beiden  Formen  sind  von  einander  verschieden,  wofern  nicht 

A  =  {my  +  HjEf)*  -|-  (ny  +  wj?)'  +  (my  +  m'ßf 

ist;  denn  alsdann  würde  eine  Yertauschung  von  y  und  e  in  den  drei 
Quadraten^  aus  denen  A  besteht,  keine  Änderung  hervorbringen. 
Unter  dieser  Annahme  würde  der  Wert  von  c  sein: 

c  =  (m«  -  ny  +  (w'n  +  w w)«  +  {mm  +  fn'n)\ 
und  da  diese  drei  Glieder  durch  (n  ^  nif  teilbar  sind,  so  mufis  man 
ttl|lm»s  1  setzen,  wodurch  man  erhält: 

c  —  (n  +  w)«  +  m'^  +  m\ 
Ist  nun  zugleich  y  +  i?  *»  y  i  so  geht  der  Wert  von  A  über  in: 

Diese  Form  kann  aber  mit  der  angenommenen  Form 

jpy*  +  2ffyj8+i>0* 
nur  dann  übereinstimmen,  wenn  man  J>  «=  2  =»  y  (^  +  1)  ^^^^  c  =  3 
setzt,  ein  Fall,  von  dem  man  absehen  kann,  da  alsdann  *der  Teiler 
2y*  +  2y5  +  2i5*  nur  die  eine  trinäre  Form  y*  +  (y  +  ^  +  ^  ab- 
nehmen kann. 

2)  Ist  r  — 2g  oder  A  =|)y*  +  2gyj6f  +  2gjei*,  so  ergiebt  die 
einfache  Substitution  von  y' —  ;er  für  y: 

A  =  py'*  —  2(i)  —  })y'jef  +  ps?. 

Diese  Form  stimmt  mit  der  des  vorhergehenden  Falles  überein.  Man 
erliilt  also  dann  zwei  verschiedene  trinäre  Formen,  auTser  wenn 
p»  2  oder  2$  -»  2  ist.    Ist  p  *»  2,  so  hat  man,  da  2^  nicht  grofser 
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sein  kann  als  2,  notwendig  auch  2^  «» 2^  und  dies  f&hrt  auf  den 
Fall  c  "»  3  eurück.    Ist  2q  ««  2,  so  kann  der  Teiler 

nur  auf  folgende  Weise  in  drei  Quadrate  zerlegt  werden: 

A  =  ((a  +  l)y  +  «)«  +  (ay  -  g)*  +  Vy», 

und  diese  ändert  sich  nichts  wenn  man  —  y  —  g  &ü[  e  setzt  Es 
giebt  daher  in  diesem  Falle  nur  eine  trinäre  Form  von  A,  welche 
dem  gegebenen  trinären  Werte  von  c  entspricht 

3)  Ist  endlich  g  «=  0  oder  A  "=  py^  -{-  ri?^  so  kann  man  offen- 
bar das  Vorzeichen  einer  der  unbestimmten  nach  Belieben  ändern, 
so  dafs  man  gleichzeitig  die  beiden  Formen  erhalt: 

A  =  (my  +  nzf  +  (m'y  +  rizf  +  {ni'y  +  fi'ef 
A  =  (my  —  nzf  +  (w  y  —  viz^  +  i^'y  —  w"^)^ 
und  diese  entsprechen  demselben  trinären  Werte  von  c. 

Die  beiden«  Formen  von  A  sind  von  einander  verschieden,  wo- 
fern nicht 

A  =  (my  +  nif  +  {jny  —  niif  +  {wlif 

ist    In  diesem  Falle  würde  der  entsprechende  Wert  von  c  sein: 

c  =  (2wn)«  +  {wimf  +  (m  w)^ 

und  damit  dieser  keinen  allen  seinen  Gliedern  gemeinsamen  Faktor 
besitze,  mufs  man  i»  —  1  setzen,  wodurch  sich  A  «=  2y*  -|-  rxi*  er- 
giebt  Mithin  giebt  es,  den  einen  Fall  |> »»  2  oder  r  =  2  ausge- 
nommen, stets  zwei  trinäre  Formen  des  Teilers  A,  welche  demselben 
gegebenen  trinären  Werte  von  c  entsprechen. 

279. 

Aus  dieser  Untersuchung  ergiebt  sich,  wenn  die  trinäre 
Form  c  =  /*^fi*v*  +  g^v^k*  +  Ä*A*fA*  gegeben  ist,  und  der  ent- 
sprechen^p  trinäre  Teiler  der  Formel  fi  -f-  cu^  gefunden  werden  soll, 
das  Folgende: 

1)  Dieser  Teiler  wird  durch  die  Formel  A  =  X^x^  +  ii^x'*  +  ^x"^ 
gegeben,  in  welcher  die  unbestimmten  Grrofsen  x,  x,  x'  mit  Hülfe 
der  Gleichung  fx  +  gx-^-  hx"^^  0  auf  zwei  zu  reducieren  sind. 

2)  Auf  welche  W^ise  auch  diese  Reduktion  durch  Einführung 
zweier  beliebigen  Veränderlichen  y  und  e  an  Stelle  der  drei  x^  x\  x 
geschehen  möge,  das  Resultat  wird  stets,  auf  den  einfachsten  Aus- 
druck  gebracht,   denselben   quadratischen   Teiler  py^ -f*  ^99^  +  ^ 
ergeben. 
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3)  Gehört  dieser  Teiler  znr  Klasse  der  ambigen  Teiler,  d.  h.  ge- 
hört er  zn  einem  der  drei  Falle  p  =«  r,  2g  «=|),  J««0,  raid  ist 
zugleich  die  kleinere  d«r  beiden  Zahlen  p  and  r  weder  gleich  1  noch 
gleich  2,  so  besitzt  der  quadratische  Teiler  A  stets  zwei,  aber  nicht 
mehr  wie  zwei,  dem  gegebenen  Werte  von  c  entsprechende  trinäre 
Pormen. 

4)  Ist  der  quadratische  Teiler  A  nicht  ambig;  oder  ist,  im  Falle 
er  ambig  ist,  sein  kleinster  Eoefficient  1  oder  2,  so  giebt  es  stets 
nur  eine  trinare  Form  des  Teilers  A,  welche  einem  gegebenen  trinaren 
Werte  Ton  c  entspricht 

§3. 
Anf  die  trinaren  qnadratisohim  leUer  bezngliclie  Satze. 

280. 

SatB  L  Ist  c  eiae  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer 
Primzahl,  so  können  zwei  verschiedene  trinäre  Formen 
Ton  c  nicht  einem  und  demselben  trinaren  Teiler  der 
Formel  fi -j- cu*  entsprechen. 

Die  eine  der  gegebenen  Formen  sei: 

c  —  JF«  +  (Z«  +  i»)d«, 
die  andere: 

wo  K  mid  L  sowohl  als  K'  und  L'  prim  zu  einander  sind.  Ent- 
spräche diesen  beiden  gegebenen  trinaren  Formen  von  c  gleichzeitig 
derselbe  quadratische  Teiler  A,  so  müfsten  die  beiden  Zahlen  K^  -f-  L* 
und  J^'-f-L'*  zu  diesem  Teiler  gehören  (No.  274).    Setzte  man  also: 

2C«  +  i«  =  Ä,        Z'*  +  r*  =  ä', 

so  mQlüste  sein  (No.  233): 

Moltipliciert  man  diese  Gleichung  mit  d^^'^  und  setzt  die  Werte 
«^  =  c  —  i?^,  «'-e-'«  —  c  —  -T'  ein,  so  erhält  man: 

(c  -  F^)  (c  -  r«)  —  (y^  +  c^«)^«'^'^ 
oder: 

und  hieraus  erkennt  man,  dafs  JPjP'*  —  f^d^d*'*  durch  c  teilbar 
sein  mufs. 

Ist    erstens    c   eine    Primzahl,    so    mufs    einer    der    Faktoren 
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FF  —  y^^\  FF  +  y**'   durch  c  teilbar  sein,  und  da  das  Vor- 
zeichen von  y  beliebig  ist,  so  kann. man 

FF'  —  y»»'  —  cu    oder    y«-*'  -»  FF  —  cu 
setzen. 

Ist  zweitens  c  das  Doppelte  einer  Primzahl,  so  muls  stets  einer 

dieser  Faktoren  durch  c  teilbar  sein.    Da  aber  ihre  Differenz  2ydd' 

eine  gerade  Zahl  ist,  so  müssen,  wenn  ihr  Produkt  durch  die  Zahl  t 

teilbar  ist,  notwendig  alle  beiden  Faktoren  gerade  sein.    Mithin  ist 

FF  —  y%'%''  durch  c  teilbar  und  man  kann  daher  ebenso 

yi^«'' —  FF  —  cu 

setzen. 

Substituiert  man  diesen  Wert  in  die  vorhergehende  Gleichung 
und  dividiert  das  Ganze  durch  c,  so  erhält  man: 

c  —  jF*  —  F'«  —  ^*«*'«  +  cu^  —  2uFF, 
oder: 

c  -  JP«  =  (j''  _  Fuy  +  (c  -  F)u^  +  g^»^^'\ 

Da  die  Gröfse  c  —  F^  positiv  ist,  so  kann  ^iese  Gleichung  nur  be- 
stehen, wenn  i*  =  0  ist    Dies  giebt  yd'd''  =  FF  und 

c  =  F  +  F^  +  e^d^»'\ 

Wir  müssen  jetzt  die  drei  Fälle,  welche  je  nach  den  ver- 
schiedenen Formen  von  c  eintreten  können,  betrachten. 

281. 

1)  Ist  c  von  der  Form  4n  -)-  1,  so  müssen  von  den  drei  Quadraten, 
aus  denen  der  trinäre  Wert  von  c  besteht,  notwendig  zwei  gerade 
und  eins  ungerade  sein.  Nimmt  man  für  F^  und  F^  die  ungeraden 
Quadrate,  welche  in  den  beiden  trinären  Werten  von  c  vorkommen, 
so  ist  die  Gleichung  c  =  F^  +  F*  +  s^^d''^  unmöglich,  da  in  die- 
sem trinären  Werte  von  c  zwei  ungerade  Quadrate  auftreten.  Mithin 
können  die  beiden  gegebenen  trinären  Werte  von  c  nicht  einem  und 
demselben  quadratischen  Teiler  der  Formel  ^  -j"  ^^^  entsprechen. 

2)  Ist  c  von  der  Form  4n  -|-  2,  so  müssen  von  den  drei  Qua- 
draten, aus  denen  jede  trinäre  Form  von  c  besteht,  notwendig  zwei 
ungerade  und  eins  gerade  sein.  Sind  F^  und  F^  die  beiden  geraden 
Quadrate  in  den  beiden  trinären  Werten  von  c,  so  ist  die  Gleichung 
c  =  F^  +  F*  +  e^d^d''*  ebenfalls  unmöglich.  Mithin  gilt  der  aU- 
gemeine  Satz  auch  für  den  Fall,  daCs  c  von  der  Form  4n  -j*  2. 

3)  Ist  endlich  c  von  der  Form  8n  -)-  3,  so  sind  die  drei 
Quadrate,  aus  denen  jede  trinäre  Form  von  c  besteht^  ungerade,  und 
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es  scheint  daher,  als  ob  die  Gleichung  c  «=  JP*  +  F'^  +  is^^^^'^  in 
dieser  Hinsicht  nicht  unmöglich  wäre.  Wir  müssen  daher  auf  eine 
weitere  Teilung  dieses  dritten  Falles  zurückgehen. 

Die  Form  8n  +  3,  zu  welcher  c  gehört,  teilt  sich  wieder  in  drei 
andere  24fc+3,  24i;+ll,  24Ä+19.  Da  die  erstere  24ifc  +  3  durch  3 
teilbar  ist  und  wir  von  dem  Falle  c  =  3  abgesehen  haben,  so  kann  die- 
selbe nicht  stattfinden,  wenn  c  eine  Primzahl  ist.  Wir  haben  daher 
nur  noch  die  beiden  andern  Formen  von  c  zu  betrachten. 

Zunächst  bemerken  wir,  dafs  jede  ungerade  Zahl,  wenn  sie  in 
Bezug  auf  die  Vielfachen  von  12  betrachtet  wird,  von  einer  der 
Formen  ist: 

12n  +  1,  12n  +  3,  12n  +  5,  12w  +  7,  12n  +  9,  12n  +  11. 

Das  Quadrat  einer  jeden  ungeraden  Zahl  ist  daher  von  einer  der 
Formen:  24n  +  1  und  24n  +  9  (oder  vielmehr  72n  +  9)>  ^^^  zwar 
gilt  die  letztere,  wenn  die  Zahl  durch  3  teilbar  ist,  die  erstere,  wenn 
dies  nicht  der  Fall. 

1)  Ist  hiemach  c  von  der  Form  24A;  -|--  11,  so  müssen  von  den 
drei  Quadraten,  aus  denen  c  besteht,  notwendig  zwei  von  der  Form 
24»  4~  1  ^^^  ^üis  Yon  der  Form  24n  -f~  ^  s^iii?  da  keine  andere 
Verbindung  24 Ä; -f-  11  als  Summe  der  drei  Quadrate  ergeben  kann. 
Nehmen  wir  also  in  den  beiden  gegebenen  trinären  Formen,  für  .F* 
und  F**  die  Quadrate  von  der  Form  24w  +  9,  so  ist  die  Gleichung 
f  =  jr«  «p  jp'« -|- jj8^«^'2  unmöglich,  da  von  den  drei  Quadraten  der 
rechten  Seite  zwei  von  der  Form  24w  +  9  sind. 

2)  Ist  c  von  der  Form  24*  +  19,  so  sind  von  den  drei  Qua- 
draten, aus  denen  jede  trinäre  Form  von  c  besteht,  zwei  von  der 
Form  24n  H"  ^  und  eins  von  der  Form  24n  -j"  1*  Nimmt  man  also 
für  F*  und  F'^  die  Quadrate,  welche  in  den  beiden  gegebenen  tri- 
nären Formen  von  c  die  Form  24n  -f-  1  besitzen,  so  ist  die  Gleichung 
r^F^  +  r^^  z^d»^'^  ebenfalls  unmöglich. 

Mithin  gilt  der  abgegebene  Satz  in  allen  Fällen. 

282. 


Bemerkung.     Es   ist   leicht   zu   zeigen,    dafs   derselbe   Satz 

2 


auch  gilt,   wenn   c  oder  — c  irgend  eine  Potenz  einer  Prim- 


zahl a  ist. 

Es  sei  nämlich  c  =  «"*  oder  c  =  2a*".  Da  das  Produkt  der  bei- 
den Faktoren  FF'  -f  y^^'  und  FF'  —  y«-^'  durch  a"»  teilbar  ist, 
80  muls  man,  wenn  w  =  ft  -(-  i/  gesetzt  wird,  haben: 

liegendrci  Zahlentheorio  L  23 
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FF'  +  y»»'  ■=  t^t 

FF  —  y»%'  =  a^tt. 
Dies  giebt: 

2FF'  ^  a*t -\- ttfu. 
Ist  daher  eine  der  beiden  Zahlen  ft  und  v  von  0  TerBchieden,  so  mob 
wenigstens  eine  der  beiden  Zahlen  F  und  i^  durch  a  teilbar  seio. 
Da  aber  jede  gegebene  trinire  Form  von  c  eine  eigentliche  trisäre 
Form  ist,  deren  Glieder  nicht  sämtlich  durch  dieselbe  Zahl  teilbar 
siud,  so  mufa  offenbar  in  jeder  Form  wenigstens  ein  Glied  vorkoni- 
men,  welches  nicht  durch  a  teilbar  ist.  Nehmen  wir  an,  dafs  JP 
und  F'*  in  den  beiden  Formen  derartige  Glieder  sind,  so  mols,  weil 
alsdann  FF"  nicht  durch  a  tfiilbar  ist,  einer  der  beiden  Ezponeuteo  i 
fi  und  V  gleich  0  sein.    Setzt  man  v^O  oder  ft  >- m,  so  erhält  man:   j 

FF  —  y*#'  — K"«. 
Ui  e  ungerade,  so  ist  die  rechte  Seite  gleich  en;  und  ist  c  gerade, 
so  kann  man,  weil  alsdann  die  linke  Seite  gerade  sein  mnfs,  ebenfalU 

FF"  —  y**'  =  cu 
setzen.     Der   übrige   Teil    des   Beweises    bleibt   derselbe,    wie   oben. 
Daraus  erkennt  man,  dafs  der  allgemeine  Satz  auch  gilt,  wenn  c  oder 
~c  eine  Potenz  einer  Primzahl  ist. 

Man  mufs  jedoch  hierron  den  Fall  c  =  3*"+^  ansnehmen.  De^ 
selbe  würde  einen  besonderen  Beweis  erfordern,  weil  er  in  der  Form 
2ik  -^  3,  Ton  der  wir  abgesehen  haben,  enthalten  ist. 

283. 

SatK  2.  Ist  c  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Prim- 
zahl, so  hat  die  Formel  i*  +  cm*  ebenso  Tiele  trinare  qna- 
dratische  Teiler,  als  es  trinäre  Formen  der  Zahl  c  giebt 

Denn  jeder  trinäre  Teiler  der  Formel  ?  -\-  cu*  entspricht  einer 
sich  unmittelbar  ans  ihm  ergebenden  trinären  Form  von  c,  nnd  um- 
gekehrt fuhrt  jede  trinSre  Form  von  c  zu  einem  entsprechenden  tri- 
□Uren  Teiler  der  Formel  t*  -\-  cu^  Gäbe  es  also  von  beiden  nicht 
eine  gleiche  Anzahl,  so  mUfsten  entweder  zwei  trinäre  Formen  tod  c 
demselben  quadratischen  Teiler  der  Formel  t*  -\-  eu*,  oder  zwei  ver- 
schiedene quadratische  Teiler  derselben  trinären  Form  von  c  entsprecheo. 
Die  zweite  Annahme  ist  för  keinen  Wert  von  c  richtig  (No.  274\ 
und  die  erste  kann  dem  Torhei^ehenden  Satze  znfolge  nicht  statt- 
finden, da  c  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl  ist 
Also  u.  s.  w. 
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284. 

SatB  8.  Ist  c  eine  Primzalil  oder  das  Doppelte  einer 
Primzahl^  so  kann  jeder  trinäre  Teiler  der  Formel  t^  -j"  ^^^ 
nur  auf  eine  einzige  Weise  in  drei  Quadrate  zerlegt  wer- 
den^  er  kann,  mit  andern  Worten^  nur  eine  einzige  trinäre 
Form  haben. 

Denn  hätte  ein  und  derselbe  quadratische  Teiler  der  Formel 
f  -f  cu*  mehrere  trinäre  Formen  ^  so  müfsten  die  verschiedenen  tri- 
nären Formen  nach  dem  vorigen  Satze  demselben  trinären  Werte 
Ton  c  entsprechen.  Wir  haben  aber  (No.  277)  bewiesen  ^  dafs  ein 
gegebener  trinärer  Wert  von  c  zwei  verschiedenen  trinären  Formen 
desselben  quadratischen  Teilers  nur  dann  entsprechen  kann^  wenn  der 
letztere  von  einer  der  Formen 

py^  +  rti^,    pf  +  2qy0  +  2qt^,    py^  +  2qyz+p0^ 

ist,  und  wenn  zu  gleicher  Zeit  die  äufseren  Eoefficienten  beide  gröfser 
als  2  sind.  In  allen  diesen  Fällen  kann  aber,  wie  leicht  zu  sehen, 
die  Zahl  c,  welche  der  Reihe  nach  durch  pr,  2pq  —  g^,  p*  —  q^  dar- 
gestellt wird,  weder  eine  Primzahl  noch  das  Doppelte  einer  Prim- 
zahl sein. 

Bemerkung.     Dieser  Satz  würde  ebenfalls  richtig  sein,  wenn 

c  oder   -^c  eine  Potenz  einer  Primzahl  wäre.    Er  enthält  somit 

eine  BigenBOhaft,  welche  ansschliefBlioh  den  Potenzen  der  Prim- 
lahlen  und  dem  Doppelten  derselben  zukommt,  und  die  daher 
dazu  dienen  kann,  diese  Zahlen  von  allen  andern  zu  unterscheiden. 

285. 

SatB  4.  Ist  die  Zahl  N  in  einem  trinären  Teiler  der 
Formel  fi  -|-  cu^  enthalten,  so  ist  auch  umgekehrt  die  Zahl  c 
in  einem  trinären  Teiler  der  Formel  t^  -\-  Nu^  enthalten, 
nnd  ferner  sind  die  entsprechenden  trinären  Werte  von  N 
nnd  c  dieselben,  mag  man  N  als  Teiler  von  t^ -\- cu*  oder  c 
als  Teiler  von  <*  +  Nu^  betrachten. 

Setzt  man  ebenso  wie  oben: 

so  ist  der  entsprechende  trinäre  Teiler  : 

A  =  AV  +  ^V*  +  i/^a;"S 
Toransgesetzt,  dafs  der  Bedingung 

23* 


356  Dritter  Haoptteil. 

0  =  /a?  +  9^  +  Äo;" 
genügt  wird.     Ist  nun  N  irgend  eine^  in  dem  Teiler  A  enthaltene 
Zahl,  so  mufs  mau  gleichzeitig  haben: 

0  =^fm    +  gm'     +  hm\ 

Wenn  man  zu  diesem  trinären  Werte  von  N  den  entsprechenden 
trinären  Teiler  von  t^  +  ^^^  sucht,  so  mufs  man  die  gemeinschaft- 
lichen Teiler  betrachten,  welche  je  zwei  der  Grofsen  m,  m,  m"  haben 
könneu.  Ist  a  der  gemeinsame  Teiler  von  m  und  m",  ß  der  von 
m"  und  m,  y  der  von  m  und  m,  so  kann  man  also  setzen: 

0  =  fßyn       +  gayn        +  haßn\ 
Wird  die  zweite  von  diesen  Gleichungen  auf  die  Form 

— n  +  -|-w  -| n   =  0 

gebracht,  so  sieht  man,  dafs  — ,  ^,  —  ganze  Zahlen  sein  müssen: 

denn  wenn  n  und  a  einen  gemeinsamen  Teiler  hätten,  so  vrürden 
auch  die  drei  Zahlen  m,  m\  m"  einen  solchen  besitzen,  welchen  Fall 
wir  stets  ausgeschlossen  haben.  Ebenso  zeigt  man,  dafs  auch  n'  und  ß, 
sowie  n''  und  y  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben.  Ist  daher 
/"=  af,  g  =»  ßgy  h  *=  yh\  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

fn  +  g'n'  +  h'n'=^0. 

Nennen  wir  f  den  trinären  Teiler  von  t^  -|"  Nu^,  welcher  dem  Werte 
N  =  k^ß^y^n^  +  ft*y*a^w*  +  v^a^ß^n"^  entspricht,  so  erhalten  wir  die 
beiden  simultanen  Gleichungen: 

0  ==  Xnx  +  v^nx' '\'  vn'x". 

Substituiert  man  aber  die  Werte  von  /)  g,  h  in  den  Ausdruck  von  r, 
so  ergiebt  sich: 

ein  Wert,  der  in  f  enthalten  ist,  wenn  man 

X  =  [ivf,  X  =  vXg\  X   =  AftÄ' 
setzt  und  zugleich  die  Bedingung 

0  =  Xnx  +  fiw'j?'  +  vn  X 
erfüllt  ist.     Diese  reduciert  sich  aber  auf: 

0  «=  fn  +  /w  +  )in'\ 
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sie    ist    also    in  der  That   erfüllt^   und  damit  ist  der  Satz  in  seiner 
ganzen   Allgemeinheit  bewiesen. 

286. 

Beispiel.    Die  Formel  <*  +  65m*  besitzt  den  trimireu  Teiler: 

Öjr*  +  Syz  +  9^«  =  (2y  -  zf  +  (2y  +  2^)*  +  (y  +  2^)^ 

und   diesem  entspricht  der  Wert  von  c: 

c  =  6^  +  2«  +  5*. 

Ist  y  =s  5  UDd  j?  =  —  2y  so  erhält  man  die  Zahl: 

N=  181  =  12« +  6«+  1. 

Sacht   man  nun  mit  Hülfe  dieses  Wertes  den  entsprechenden  trinären 
Teiler   von  fi  +  18 lu*,  so  findet  man  für  diesen  Teiler: 

öy*  +  4y^  +  37x^  =  y«  +  (G^r)«  +  {2y  +  gf. 
Diese  Formel  enthält  aber  die  Zahl  65;  wenn  man  y  =  2  und  0  «»  1 
setzt,  nnd  die  trinäre  Form  ist  65  =  2*  +  6*  +  5^  während  der  tri- 
näre  'Wert  von  N,  welcher  sich  aus  demselben  Teiler  ergiebt,  der 
folgende  ist:  181  =  12*^  +  6*  +  1^«  Man  ersieht  hieraus,  dafs  65 
und  181  auseinander  in  derselben  trinären  Form  hervorgehen,  mag 
man  nun  65  als  Teiler  von  t^  +  181m*  oder  181  als  Teiler  von 
t^'^ßöu'^  betrachten,  und  dies  ist  in  Übereinstimmung  mit  unserem  Satze. 

287. 
Satz  5.  Wenn  der  zur  Formel  t^ -^  cu^  gehörige  quadra- 
tische Teiler  A  =  |}y*  +  2gy0  +  ^^*  mehrere  trinäre  Formen 
annehmen  kann,  und  wenn  man  in  diesen  verschiedenen 
Formen  für  y  und  js  die  bestimmten  Werte  y  =  /)  z  =' g  setzt, 
so  werden  die  trinären  Formen,  welche  sich  daraus  für  die 
Zahl   N  =  pp  +  2qfg  +  rg^  ergeben,  sämtlich  von  einander 

▼  erschieden  sein,  wenigstens  so  lange  N  gröfser  ist  als  —-c. 

Sucht  man  nämlich  direkt  die  Fälle  zu  bestimmen,  in  denen  zwei 
trinäre  Formen  des  Teilers  A  für  die  bestimmte  Zahl  N  einen  und 
denselben  trinären  Wert  ergeben,  so  findet  man,  dafs  N  nicht  gröfser 

sein  kann  als  yC.     Dies  wollen  wir  jetzt  auseinandersetzen. 

Wir  setzen  voraus,  dafs  der  Teiler  A  =|)y*  +  2qyz  +  f^  die 
beiden  trinären  Formen 

A  =  (my  +  fizf  +  (m'y  +  Wzy  +  (w"y  +  n'zf 

A  =  (/ty  +  vzy  +  (/i'y  +  vzf  +  {^i'^y  +  v^' df 
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annehmen  könne^  so  dafs  gleichzeitig  ist: 

j,  =  w«  +  w'2    +  w"^     —  ft«  +  ft'*    +  ft"' 

+         t     f     i  ff     tr  I         r     t     \         ff    rr 

r  =  n^   +fi^     +  n"*     =  v«  +  v'«    +  i/"*. 

Sollen  die  besonderen  Werte  y  =  f,  ^  "=  g,  fftr  welche  der  Teiler  A 
gleich  N  wird;  so  beschaffen  sein,  dafs  sich  die  beiden  trinären  For- 
men  von  A   auf  eine   einzige  trinäre  Form  von  N  redacieren,  so 

mufs  sein: 

tnf  +ng   =  iif  +  vg 

^f  +  '^g  =  f*7  +  '^'g 
m  f+n  g  =  II  f+v  g. 

Denn  die  beiden  trinären  Formen;  welche  zusammenfallen  sollen, 
können  so  geordnet  werden;  dafs  die  gleichen  Glieder  an  derselben 
Stelle  stehen  und  die  Quadratwurzeln  der  letzteren  dasselbe  Zeichen 
haben. 

Da  ferner  /'  und  g  prim  zu  einander  sind;  so  kann  man  den 
vorstehenden  drei  Gleichungen  allgemein  genügen;  wenn  man  drei 
unbestimmte  Grofsen  a,  a\  a    annimmt  und  setzt: 

^  a=  tn  —  agy       ft'  ==  w'  —  dg^       y!'  ==  m   —  ä'g 

V  ^==n  -{-  afj      V  =  n   +  a/*,       v'  «=  n"  +  d'f. 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Werte  von  jp,  g,  r  eiU;  so  erhält  man 
die  drei  Gleichungen: 

-K^gifL^  +  ^^  +  öt"^)  —  ma  —  md  —  m"a"  =  0 


U) 


2 

i-/-(o«  +  o'»  +  «"«)  +  na  +  na  +  n"a"  =  0 

fg{a>  +  a'«  +  a"«)  ■{•9{na-\-  rid  +  ri'a) 

—  /"(«lo  +  w'a'  +  m 

Wie  man  sieht,  ist  die  dritte  eine  Folge  der  beiden  andern,  so  daüs 
wir  nur  diese  in  Betracht  zu  ziehen  brauchen. 

Wie  man  auch  den  Gleichungen  (A)  genügen  möge,  es  werden 
immer  die  Werte  von  f  und  g  eine  Zahl 

von  der  Beschaffenheit  bestimmen,  dafs,  wenn  man  darauf  die  beiden 
trinären  Formen  von  A  anwendet;  dieselben  sich  auf  einen  einzigen 
trinären  Wert  von  "N  reducieren.  Wir  suchen  daher  den  grofsten 
Wert  von  JV)  für  welchen  diese  Koincidenz  stattfindet. 

Zuerst  bemerken  wir;  dafS;  weil  f  und  g  nicht  alle  beide  gerade 
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sein    können,  die  Zahl  c?  +  d^  +  ^'^  ^^ii  Gleichungen  (-4.)  zufolge 

gerade    sein  mufs,     Ist  also: 

c?  +  a  «  +  a"«  =  2*, 
so   erhält  man: 


^              no  +  rS  f£  +  n'  cC'                   ma  +  m'a  +  m'a' 
f— I.     ;     9 — jr-^ 


and  liierans  folgt: 

1c(mf  +  ♦*^)  =  (w'n  — mn)a     —(mW  —m"n)a' 
h(mf-\-  ng)  =  {m"n  —  mn')ci'  —  (w'n  —  mn)a 
1c {m"f+  n'g)  =  {mn    —  m''n)a    —  (w"n  ~  nin")a\ 

Die   trinäre  Form  von  Cj  welche  dem  trinären  Teiler 

{my  +  nßf  +  (w'y  +  nzY  +  (w"y  +  w"^)* 

entspricht,  ist: 

c  =  (mn  —  mnf  +  (w'n'  —  m"nj  +  (w"n  —  wn")'. 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

mn  —  mn  =  y,      w"n'  —  m'n"  =  a,      mn"  —  m"n  =«  /S, 

so   dafs 

c  =  c?  +  ß^  +  f 

irird,  so  geben  die  obigen  Gleichungen: 

himf  +  ng)   =  yd  —  /5a" 

h  (m'f  +  w'g')  =  aa"  —  ya 

k(m"f-\-  n"g)  =  /5a   —  aa'. 

Quadriert  und  addiert  man  diese  Gleichungen,  so  erhält  man: 

VN^{yd  -  ßdj  +  {aa    —  yäf  +  (/Ja  -  aaj. 

Da   aber  c  =  «*  +  /J*  +  y*  und  2*  =  a*  +  a'*  +  « '^  ist,   so  redu- 
ciert  sich  die  rechte  Seite,  wie  leicht  zu  sehen,  auf: 

2ch  —  {aa  +  ß(^'  +  Y^'Y) 
80  dafs  man  hat: 

J^N  =  2cÄ  -  {aa  +  /Sa'  +  ydj. 
Dieses  Resultat  zeigt,  dafs  die  Grenze  von  N  gleich  -r-  ist,  und  dafs 
N  diese  Grenze  nur  dann  erreichen  kann,  wenn  aa  +  ßd  -f-  y a"  =  0  ist. 

288. 

Die  Grenze  von  N  ist  um  so  gröfser,  je  kleiner  h  ist;  wir  wollen 
daher  zusehen,  welches  der  kleinste  Wert  von  %  ist. 

Die  Werte,  welche  a,  a',  d'  besitzen  müssen,  damit  a^  +  d^  +  ^"^ 
möglichst  klein  und  eine  gerade  Zahl  sei,  sind  0,  1,  1.  Alsdann  aber 
würde  /*«=»  —  n'  —  n'\  jr  =  w'  +  *^"  sein,  und  die  Form 
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(py  +  vzf  +  Ot'y  +  v'ef  +  (^"y  +  v"zf 
würde  sich  von  der  Form 

(my  +  nef  +  {my  +  nzf  +  im"y  +  w"jEr) 

nur  durch  die  Reihenfolge  der  Glieder  unterscheiden,  was  gegen  unsere 
Annahme  ist. 

Ebenso  kann  man  nicht  a  =  0,  a'  =  0,  a'  =  2  setzen,  weil  als- 
dann die  beiden  trinären  Formen  von  A  sich  auf  eine  und  dieselbe 
Form  reducieren  würden.  Der  kleinste  Wert  von  h  findet  also  statt 
für  a  «=  1,  a  =  1,  a"  =  2.     Alsdann  ist  Ä  =  3,  und  die  gesuchte 

2 

Grenze  ist  N<,-Cj  übereinstimmend  mit  unserm  Satze. 

289. 

Damit  N  diese  Grenze  erreiche,  mufs 

a  +  /8  +  2y  =  0    oder    a  ==  —  /S  —  2y 
und  daher 

c  =  a'  +  ß^  +  f=^2(ß  +  yy  +  3y« 

2 

sein.     Da  aber  N  = -^c  ist,  so  muTs  sich  c  durch  3  teilen  lassen. 

Setzt  man  also  /5  +  y  ^^^  3d,  so  erhält  man: 

c  =  3/+  \%S\ 

Hierin  mufs  y  eine  ungerade  Zahl  sein,  da  sonst  N  durch  4  teilbar 
sein  müfste,  was  jedoch  bei  den  Zahlen,  welche  eine  trinäre  Form 
annehmen,  nicht  stattfinden  kann. 

Diese  Resultate  lassen  sich  leicht  bestätigen.  Denn  zufolge  des 
gefundenen  Wertes  von  c  ist  einer  der  quadratischen  Teiler  von  ^-f"CK*- 

A  =  (2/  +  l2S^)f  +  (2y«  +  I2ö^)yz  +  (^^^  +  ^6^)s^. 
Derselbe  zerlegt  sich  auf  folgende  zwei  Arten  in  drei  Quadrate: 

+  {26y  +  {8-\)zf 
+  (2Sy  +  {d+\)sif, 


und  diese  zwei  Formen  reducieren  sich  auf  eine  einzige,  wenn  man 

3 


y  =  1,  ;5  =  0  setzt.    Dies  giebt  N=2y^+  12d«  =  \c. 
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290. 
Sflk^B  6.     Wenn  die  Zahl  N  auf  m  verschiedene  Arten  in 
einem    oder  mehreren  quadratischen  Teilern  der  Formel 

t^  +  cm" 
enthalten   ist^  wenn  sich  ferner  jeder  dieser  verschiedenen 
Teiler     in   n   trinäre  Formen  zerlegen  läfst^   und  somit  die 
Zahl    Ny    als   Teiler  der  Formel  t^-^-cu^,  mn  trinäre  Werte 
annimmt,    so   sind   alle  diese  trinaren  Werte  von  einander 

verschieden,    mit   Ausnahme    des   Falles   N<i—c    und   des- 

o 

jenigen,    in   welchem   man  der  Gleichung  c^  =  y* -{- Njs^  ge- 
nügen könnte;  ohne  dafs  man  j?=3  0  zu  setzen  brauchte. 

Denn    eine  der  trinaren  Formen  von  N  läfst  sich  immer  dar- 
stellen   durch  die  Formel 

wenn   man  annimmt,  dafs  der  entsprechende  Wert  von  c  gleich 

ist   und  zwischen  den  Zahlen  A,  B,  C  die  Relation 

fÄ  +  gB  +  hG=0 
besteht. 

£benso  läfst  sich  eine  zweite  trinäre  Form  von  N  durch  die  Formel 

darstellen,  wenn  man  in  ähnlicher  Weise 

c  =  niiW^  +  gWn''  +  Ä'«A'V"  und  fA'  +  gB'  +  Ä'C  =  0 
annimmt. 

Sollen  nun  diese  beiden  trinaren  Werte  von  N  identisch  sein, 

so  muiä  man 

XA  =  X'A\      iiB^ii.'B',      vG^vC 

setzen.     Entnimmt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Werte   von  A'y 

2^,  C7'  und  setzt  dieselben  in  die  Gleichung 

fA'  +  g'B'  +  Ä'C  =  0 
ein,  80  erhält  man: 

fliv  •  kA  +  fl^'^'A'  •  fiJS  +  Ä'A'ft'  •  vC  =  0. 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 

fA  +  gB  +  hC=-  0, 


so  ergiebt  sich: 


lA   ~  Ä'i>'  .  gvX  —  ^v'X  .  hXik 

vC  _   ^vX  .f^v  —  f^v  ,gvX 
XA  ~    Ä'xy  VgvX  -  Vff'i'  .  hXik  • 
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Wird  zur  Abkürzung  gesetzt: 

f^v    =  «  ,      gvk    ^  ß ,      hlft    =  y 
f(iv=a,      /v'i'— i?,      h'X'ii''=y', 
80    deia   die   trinärea,   deu    beiden   identischen  Werten   von    N  ent- 
sprecbenden  Werte  von  c  die  folgenden  sind:  . 

»-o>  +  ^  +  ,>,    c-»"  +  /r'  +  /', 

SO  erhält  man:  i 

fiB  i/y  —  tty' 

14  =  /p_y(r  ■ 

Nun  können  aber  die  drei  Zahlen  Jl^,  ^£,  vC  nicht  durch  einen 
und  denselben  Faktor  teilbar  sein.  Nennt  mau  also  91  den  grÖiÄten 
gemeinschaftlichen  Teiler  der  drei  Gröfsen 

ay  —  ay,      ßa  —  ßa,      y  ß  —  y{(, 
Bo  ist:  I 

VkÄ  -  yß  -  yß! 

<pftS  =- a'y  —  ay  , 

tpvC  -^  ffa  —  ßa. 
üieraus  folgt: 

»'  {i'A'  +  f'B"  +  v'O  -^N-  Wß  -  rff  +  (»>  —  ar)' 

+  (?-  —  ßa)'. 
Nun  wejfs  man  aber,  vermöge  einer  bei  derartigen  üntersachtmgen 
sich  sehr  häufig  darbietenden  Reduktion,  daJs  die  rechte  Seite  nichts 
anderes  ist  als: 

("■  +  ^'  +  rt  («■'  +  r  +  )■•■)  -  («"■  +  ?!<  +  rr'Y- 

Daher  ist,  wenn  man  zur  Abkürzung  aa  +  ß^  +  YY  =  ^   setzt: 

y»Jf=c*  — #*, 
oder; 

c»  —  *«  +  Ntf*. 

Somit  können  zwei  trinäre  Formen  von  N  nur  dann  identisch 
sein,  wenn  die  Zahl  N  kleiner  als  c*  und  von  der  Beschaflfenheit  ist, 
dafs  man  der  Gleichung  c*  =■  y*  +  Ne*  genügen  kann. 

Dieses  Resultat  erleidet  nur  eine  AuBnabme,  wenn  9)  >=.  0  ist. 
Alsdann  hat  man  --  ■=  „  =  — ,  so  dafs  die  Form  «'*  +  ff"*  -4-  y* 
ganz  und  gar  mit  der  Form  a*  -\-  ß*  -\'  y*  zuaammenfällt.  In  diesem 
Falle  sind  aber  die  beiden  trinären  Werte  von  N,  welche  man  mit 
einander  vergleicht,  aus  einem   und   demselben  quadratischen    Teiler 
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abgeleitet,    da   sie   identischen   trinären  Werten  von  c  entsprechen; 
□lithiii    müssen   diese   beiden  Werte   von   einander  verschieden  sein 


2 


(No.  287),  wofern  nicht  ^<-r-c  ist.  Fügt  man  daher  diesen  Aus- 
nahmefall zu  dem  bereits  gefundenen  hinzu,  so  erhält  man  den  all- 
gemeinen Satz  in  der  Fassung,  in  der  wir  ihn  ausgesprochen  haben. 


291. 

Um    von  diesem  Satze  eine  Anwendung  zu  geben,  betrachten 
wir  die   Formel  fi-\-21u^  und  ihren  quadratischen  Teiler 

A  =  5y*  +  4ty0  +  5^. 
Derselbe  kann  die  beiden  trinären  Formen  annehmen: 

(2y+    gy  +  y^  +  ^s^ 
(y  +  2«)«  +  ««  +  4y». 

In  diesem  Teiler  ist  die  Zahl  17765  —  5  •  11  •  17  •  19  enthalten.  Da 
diese  -von  der  Form  84x  -}-  41  ist,  so  kann  sie  (der  Tafel  lY  zu- 
folge) ZD  keinem  andern  quadratischen  Teiler  der  Formel  t*  -\-  2lu' 
gehören.  Femer  mnls  diese  Zahl  wegen  der  vier  Faktoren,  ans 
denen  sie  besteht,  2'-  oder  8 -mal  in  dem  Teiler  5y*  -\-  4ye-\-6t^ 
enthalten  sein.    In  der  That  findet  man,  wenn  man  die  Gleichung 

17765  =■  5y»  +  4ye  +  5»» 

auflöst,  die  folgenden  acht  Lösungen: 

y  =.  52,  -  64,  31,-  -  63,  -  1,  -  47,  —  24,  —  28 

g  =  15,       15,  40,       40,     60,       60,       65,       65. 

Man  w^Qrde  sogar  noch  acht  andere  finden,  jedoch  würden  dieselben 
kein  neues  Resultat  ergeben,  da  der  quadratische  Teiler 

5y*  -f-  4y0  +  be* 

zu  den  ambJgen  Teilern  gehöri  Hiemach  ergiebt  von  den  acht  ge- 
fundenen Lösungen  eine  jede  zwei  trinäre  Formen  von  17765,  welche 
von  einander  verschieden  sind,  da  die  Gleichung  c*  <»  y*  -)-  Ni^ 
offenbar  nicht  stattfinden  kann.  Mithin  besitzt  die  Zahl  17765,  als 
Teiler  von  <*  -f-  21a*  betrachtet,  sechszehn  verschiedene  trinare  For- 
men.   In  der  That  findet  man  die  folgenden  Formen: 


119*-f-  60»+  2* 
.58»-f  120«+  1* 

113*+  64»+30* 
34*+128»+15« 


119»+  52»+80» 
82«+104»+15» 

106«+  65»+48» 
17»+130»+24« 


102»+  65»+56» 

9»+130»+28» 

111»+  40»+62« 

102»+  80»+31« 


86»+  63*+80» 
17»+126»+40» 
73»+  60»+94» 
34»+ 120»+47« 
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292. 

Bemerkung.    Ist  ^  gerade  und  >  ^^^  so  kann  die  Gleichung 
c*  =  y2  ^  ^^2  nicht  stattfinden^   und   der  allgemeine   Satz    erleidet 

2 

keine    Ausnahme.     Die    Bedingung  N>  -^c   ist   nämlich    dann    tob 

selbst  erfüllt;  ferner  erfordert  die  Gleichung  (?  =  ^  '\-  -ÄV,  dafe 
0—1  und  c*  —  y^  «=»  ^  sei;  da  aber  N  gerade  ist,  so  mufs  aach  die 
linke  Seite  gerade  sein.  In  diesem  Falle  würde  jedoch  die  linke  Seite 
durch  4  teilbar  sein,  während  N  nur  durch  2  teilbar  ist. 

Bei  derselben  Voraussetzung  N'>—(?  kann  die  Gleichung 

ebenfalls  nicht  stattfinden,  wenn  N  von  der  Form  4n  -|~  1  und  c 
gerade  ist. 

293. 

Satz  7.  Es  sei  py^  -|"  2qyg  +  *'^^  ^^^  quadratischer  Teiler 
der  Formel  t^ -\- cti^  und  p  und  c  zu  einander  prime  Zahlen. 
Ist  dann  die  Zahl  c  ein  Teiler  von  t^  +  jpw^  so  ist  auch,  c  ein 
Teiler  von  t^  +  •^**^  ^^  ^  irgend  eine  in  der  Formel 

enthaltene  Zahl  ist. 

Ist  nämlich  N  =  pa^  +  2qaß  +  ^ß^y  so  ist 

pN=(pa  +  qßf  i-cß^ 

4 

Nach   Voraussetzung   ist   aber   c   ein  Teiler   von   t^ -{- pu^\    folglich 
giebt  es  eine  ganze  Zahl  Tc  von  der  Beschaffenheit,  dafs  — m^   eine 

Nk*  4-  Np 
ganze  Zahl  ist,  mithin  ist  auch — — —  eine  ganze  Zahl.    Setzt  man 

nun  für  Np  seinen  Wert,  so  erhält  man: 

(P«  +  gP)'  +  ^  _  ^ 
c 

c  und  Ä;  sind  aber  prim  zu  einander;  denn  hätten  sie  einen  gemein- 

k*  +  p 
schaftlichen  Teiler  0*,   so  müfsten,  da  — -—  eine  ganze   Zalil   itit, 

auch  p  und  c  denselben  gemeinschaftlichen  Teiler  d'  haben,  was  gegen 

die  Voraussetzung   ist.     Demnach   kann   man  pa  -j-  qß  =  kac  4-  cn 

X*  4-  N 
setzen,  wodurch  man  erhält:  — ^ —  =  e.    Folglich  ist  c  ein    Teiler 

von  x^  +  ??,  oder  allgemein  ein  Teiler  der  Formel  t^  +  -Nm*. 
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294. 

Bemerkung.  Derselbe  Satz  würde  auch  gelten,  wenn  man  nur 
roraussetzte,  dafs  der  quadratische  Teiler  p'jf  +  ^iV^  +  ^^^  ^^^^ 
ld\A  fi  enthält;  welche  prim  zu  c  und  so  beschaffen  ist,  dafs  c  ein 
Teiler  von  ^  +l?'w*  ist.  Denn  durch  eine  Transformation  kann  man 
immer  bewirken,  dafs  diese  Zahl  p  die  Stelle  des  ersten  Eoefficienten 
9  einnimmt  (No.  233). 

Wenn  daher  der  quadratische  Teiler  py*  +  2qyz  +  tf?^  eine 
einzige  Zahl  |>'  enthält,  welche  prim  zu  c  und  von  solcher  Beschaffen- 
heit ist,  dafs  c  ein  Teiler  von  ^*  +  V^  wird,  so  besitzt  jede  in  dem- 
selben quadratischen  Teiler  enthaltene  Zahl  ^  dieselbe  Eigenschaft, 
so  dafs  c  stets  ein  Teiler  der  Formel  <*  +  ^'^  ist. 


295. 

Sats  8.  Wenn  dagegen  eine  einzige  in  dem  quadratischen 
Teiler  py'  -j-  2gyjB:  -+-  n?^  enthaltene  Zahl  j^  so  beschaffen  ist, 
dafs  c  nicht  in  t^'\-fv?  aufgeht,  so  ist  jede  in  demselben 
qaadratischen  Teiler  enthaltene  Zahl  "N  ebenfalls  von  der 
Art,  dafs  c  kein  Teiler  sein  kann  von  ^  +  -STti*,  wenigstens, 
sobald  ^  und  c  zu  einander  prim  vorausgesetzt  werden. 

Denn  da  c  und  1^  prim  zu  einander  sind,  so  müfste,  wenn  c  ein 
Teiler  von  ^  +  i^w*  wäre,  dem  vorigen  Satze  zufolge  auch  c  ein 
Teiler  von  i^  -f-  j^v?  sein,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist. 


296. 

Zur  Abkürzung  werden  wir  einen  reoiproken  Teiler  jeden  qua- 
dratischen Teiler  der  Formel  ^  -|-  cm?  nennen,  welcher  die 
Eigenschaft  besitzt,  dafs,  wenn  ^  irgend  eine  in  diesem 
Teiler  enthaltene  Zahl  bedeutet,  auch  umgekehrt  c  ein 
Teiler  von  ^  +  -^***  ^^t. 

Im  Gegensatz  hierzu  werden  wir  einen  niohtreoiproken  Teiler 
jeden  quadratischen  Teiler  nennen,  welcher  diese  Eigenschaft  entweder 
überhaupt  nicht  oder  doch  nur  in  Bezug  auf  einige  besondere  Zahlen 
.V  besitzt^  die  mit  c  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben. 

Die  Bedingungen  dafür,  dafs  ein  quadratischer  Teiler  reciprok 
sei  oder  nicht,  sind  durch  die  beiden  vorhergehenden  Sätze  so  scharf 


366  Dritter  Hauptteil. 

angegeben,  dafs  man  jederzeit  sehr  schnell  und  beinahe  auf  den  erster 
Blick  entscheiden  kann,  ob  ein  gegebener  quadratischer  Teiler  red* 
prok  ist  oder  nicht. 

297. 

Als  Beispiel  wollen  wir  die  Formel  i^  -|-  69t«'  betrachten,  tod 
welcher  5y*  +  ^y^  +  1^^*  ^^^  quadratischer  Teiler  ist  Um  zu  er- 
fahren, ob  dieser  Teiler  reciprok  ist,  bemerke  ich,  dafs  der  Eoeffi- 
cient  5  prim  zu  69  ist.  Wir  untersuchen  also,  ob  69  ein  Teiler  von 
^*  +  5ti*  ist  Nun  geht  oflfenbar  69  in  8*  +  5  auf;  mithin  ist  der  in 
Bede  stehende  quadratische  Teiler  ein  reciproker  Teiler,  d.  k  wenn 
N  irgend  eine  in  der  Formel  5y*  +  ^V^  +  ^^^  enthaltene  Zahl  ist 
so  kann  man  sicher  sein,  dafs  69  ein  Teiler  yon  f  4*  ^^^  ^^t. 

Da  dieselbe  Formel  t^  -\-  69  u'  einen  zweiten  quadratischen  Teiler 
6y*  +  6yÄ  +  13xr*  besitzt,  so  nehme  man,  wenn  man  wissen  will, 
ob  dieser  Teiler  reciprok  ist,  die  darin  enthaltene  zu  69  prime  Zahl  13 
und  untersuche,  ob  69  ein  Teiler  von  t^  +  13  m*  ist  Man  sieht  aber 
unmittelbar,  dafs  3,  ein  Faktor  von  69,  kein  Teiler  von  <*  +  13u' 
ist,  folglich  kann  es  auch  nicht  69  sein;  mithin  ist  der  quadratische 
Teiler  63/*  +  ^V^  +  13^  ein  nichtreciproker  Teiler. 

Wir  betrachten  noch  die  Formel  t^  +  Abv?  und  den  quadra- 
tischen Teiler  derselben  y*  -)-  45jer*.  um  die  Natur  dieses  Teiler» 
zu  bestimmen,  nehme  man  den  Eoefficienten  1  des  ersten  Teilers 
und  untersuche,  ob  45  ein  Teiler  ist  von  ^+***-  Man  sieht  aber  sofort 
dafs  3  kein  Teiler  ist  von  t^  -f~'  ^^  (^nn  es  werden  t  und  u  stets 
zu  einander  prim  vorausgesetzt).  Folglich  kann  auch  45  kein  Teiler 
von  t^  -f~  ^^  B®^^«  ^B  is^  daher  der  in  Bede  stehende  Teiler  ein 
nichtreciproker  Teiler. 

298. 

Wir  werden  später  zeigen,  dafs  die  reciproken  quadratischen 
Teiler  nur  diejenigen  Zahlen  enthalten,  welche  die  trinäre  Form  an- 
nehmen können,  d.  h.  die  Zahlen  von  einer  der  Formen  Sn-f  ^? 
8n  +  2,  8n  +  3,  8n  +  5,  8n  +  6.  Berücksichtigt  man  nun  die 
Gleichung  pr  —  g*  =  c,  so  findet  man  leicht  (wie  in  No.  225),  dafs 
für  jede  dieser  fünf  Hauptformen  von  c  die  quadratischen  Teiler  Ton 
t^  +  c***  ^^  zwei  Arten  zerfallen,  welche  sich  nach  den  Vielfachen 
von  4  und  8  bestimmen,  wie  aus  folgender  Tafel  ersichtlich  ist: 
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Zahl  e. 

Teiler  erster  Art. 

Teiler  zweiter  Art 

8»+l 

4»+l,        8n  +  2 

4« +  3, 

8n-|-6 

8« +  5 

4n-|-l,        8n-f6 

4n  +  3, 

8n-f-2 

8n  +  3 

4n-|-2 

8« -1-2 

8w-t-l,        8n  +  3 
c        ,           c-t-4 

8« +  5, 
c-4, 

8« -1-7 
c-t-8 

8n-(-6 

8«  -H  3,        8«  -1-  5 
c  —  4,          c+8 

8»+l, 

8n+7 
c-t-4 

Ist  die  Zahl  c  von  der  Form  8n  +  3,  so  giebt  es,  wie  man 
sieht,  nur  eine  einzige  Art  von  quadratischen  Teilern,  nämlich  die 
Teiler  von  der  Form  4n  +  2.  Gehört  die  Zahl  c  zu  den  Formen 
8n  -}-  2  oder  8n  -{-  6;  so  kann  man  die  entsprechenden  geraden 
Teiler  noch  näher  bestimmen.  Dazu  mnfs  man  jede  dieser  Formen 
in  zwei  andere  zerlegen;  alsdann  wird  man  an  Stelle  der  beiden 
letzten  Spalten  der  Tafel  die  folgenden  vier  erhalten: 


16n+2 


16n  +  10 


l6n+6 


16n  +  14 


8n+l,        8n  +  3 
16n  +  2,      16n  +  6 


8n-t-    1, 
16n  +  10, 

8n+  3 
16«  -1-  14 

8n  +  3, 
16n  +  2, 

8n-|-  5 
16n  +  14 

8n  +  3,        8n-f-    5 
16n  +  6,      16n  -|-  10 


8n-|-    5,      8»+    7 
16n  -I-  10,     16n  +  14 


8n  4-  5, 
16n  +  2, 

8n+  7 
16n-|-6 

8n-f-l, 
16n  +  6, 

8n-t-    7 
16»  +  10 

8n+l,        8n+    7 
16n  +  2,      16n  +  14. 


Mit  Hfilfe  dieser  Tafel  erkennt  man  sofort,  ob  eine  gegebene  Zahl, 
welche  ein  Teiler  von  fi  +  ca*  ist,  zur  ersten  oder  zweiten  Art  ge- 
kort; man  braucht  dazu  nur  den  Rest  zu  betrachten,  welchen  diese 
Zahl  hei  der  Division  durch  4,  8  oder  16  übrig  läfst. 

Da  die  quadratischen  Teiler  der  zweiten  Art  immer  Zahlen 
von  der  Form  8n  -{-  7  enthalten,  so  können  diese  Teiler  niemals 
trinär  sein.  Mithin  müssen  die  reciproken  Teiler  sich  stets 
Qüter  den  Teilern  der  ersten  Art  vorfinden« 


Satz  9.  Ist  c  eine  Pri.mzahl  oder  das  Doppelte  eintr 
Primzahl,  so  ist  jeder  quadratische  Teiler  erster  Art  der 
Formel  (*  +  cm'  ein  reciproker  Teiler.  .  I 

1)  Tat  nämlich  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  -{-  1,  welche' 
die  beiden  Formen  8m  +  l  und  8n  +  5  umfafst,  so  haben  wir  be- 
reits bewiesen,  dafs,  wenn  N  irgend  ein  Teiler  der  Formel  (* -f  irr 
von  der  Form  4m  +  1  ist,  die  Gleichung  besteht  ( — )  =  1.  Dem- 
nach mufe  c  ein  Teiler  von  t'  -f-  Nu*  sein.  Es  ist  daher  der  qua- 
dra,ti8che  Teiler,  welcher  N  enthält,  ein  reciproker  Teiler.  Folglich 
ist  jeder  quadratische  Teiler  der  Formel  i'  -|-  cm*,  welcher  von  der 
ersten  Art  ist,  ein  reciproker  Teiler. 

2)  Ist  c  eine  Primzahl  von  der  Form  8n  +  3  und  P  ii^end  ein 
ungerader  Teil«  der  Formel  ^  +  cw',  so  hat  man  (No.  199)  ( — 1  =  1. 
Wegen  der  besonderen  Beschaffenheit  der  Zahl  c  ist  aber  (No.  15('l 
I  -)  =  —  l;  mithin  (-~— )  ^  —  1-  Somit  ist  c  ein  Teiler  tod 
fä  -|-  2Pn'  oder  von  f*  -|-  Nu',  wenn  N  irgend  ein  Teiler  der  Formel 
i"  +  (1**  von  der  Form  4m  +  2  ist.  Demnach  ist  jeder  quadratische 
Teuer  dieser  Formel,  welcher  die  Form  4b  +  2  besitzt,  ein  reciproker 
Teiler. 

S)  Ist  die  Zahl  c  e=  2a,  wo  a  eine  Primzahl  von  der  Form 
4m  +  1  ist,  80  folgt  aus  No.  200:  ( — J  t™  1,  wenn  N  irgend  einen  | 
Teiler  d«r  Formel  t' -j- cu*  oder  t* -{■  2au'  von  der  Form  8»  +  l 
oder  8)1  +  3  darstellt.  Polglich  ist  a  ein  Teiler  von  t*  +  A'«*,  daher 
auch  2  a  oder  c.  Mithin  ist  jeder  quadratische  Teiler,  welcher  N  ent- 
hält, d.  h.  jeder  quadratische  Teiler  erster  Art  der  Formel  t*  +  er 
ein  reciproker  Teiler, 

4)  Ist  endlich  die  Zahl  c  =  2o,  wo  a  eine  Primzahl  von  der 
Form  4n  -|"  3  ist,  so  haben  wir  in  No.  200  bewiesen,  dafs,  wenn  •* 
irgend  ein  Teiler  der  Formel  (*  +  2aM'  von  der  Form  8n  +  3  oder 
Sn  -f-  .5  ist,  die  Gleichung  besteht:  y—f  =  —  1.  Folglieh  ist  a  m 
Teiler  der  Formel  ('  +  ^M*,  daher  auch  2a  oder  c.  Mithin  ist  jeder 
quiidratiache  Teiler,  welcher  N  enthält,  ein  reciproker  Teiler. 

300. 
Satz  10.     Ist  die  Zahl  c  oder  die   Hälfte   derselben  eine 
zusitmiuengeaetzte  Zahl,  so  giebt  es  unter  den  quadratischen 
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Teilern  der  Formel  ^*  +  ci**,  welche  von  erster  Art  sind, 
stets  mindestens  einen  reciprbken  Teiler. 

Dieser  Satz  sowie  der  vorige  setzt  vorans,  dafs  die  Zah^c  von 
einer  der  drei  Formen  4n  +  1,  8n  +  3,  4n  +  2  sei.  Wir  begnügen 
ans  jedocb  damit,  den  eben  angeführten  Satz  für  die  Zahlen  von  der 
Form  4n  -f"  1  zu  beweisen,  da  die  Schlafsreihe  bei  den  andern  For- 
men dieselbe  bleib! 

Es  sei  also  c  eine  zusammengesetzte  Zahl  von  der  Form 
in  -f  1.  Wenn  man  beweisen  konnte,  dafs  es  eine  Primzahl  N  gäbe, 
welche  ebenfalls  von  der  Form  4n  -|-  1  und  so  beschafifen  ist,  dafs  c 
ein  Teiler  von  fi  +  Nu^  wird,  so  würde  daraus  folgen  (No.  198),  dafs 

l^)  "^  ^  ^^®'  ^^^^  -^  ^^  Teiler  der  Formel  f*  +  ^w*  ist,  und  dafs 
somit  der  quadratische  Teiler  dieser  Formel,  welcher  N  enthält,  ein 
reciproker  Teiler  ist. 

Za  diesem  Zwecke  zerlegen  wir  c  in  seine  gleichen  oder  un- 
gleichen Primfaktoren.  Sind  a,  a,  a\  ...  die  Faktoren  von  der  Form 
4n  +  1  nnd  /J,  /T,  /J",  ...  die  Faktoren  von  der  Form  4n  -|-  3,  wobei 
die  letzteren  in  gerader  Anzahl  vorhanden  sein  müssen,  wenn  c  eine 
Zahl  von  der  Form  4n  -{-  1  sein  soll,  so  hat  man 

C  ■=  OLÜL  a ' . . .  ßp  p    . . . 

Damit  nun  c  ein  Teiler  der  Formel  t^  -j"  ^^  s®^;  ™^<3  <^^f  Reihe 
nach  sein: 

(f)— .  (f)— '.  (f)— '.••• 

Von  diesen  Bedingungen  liefert  jede,  welche  sich  auf  einen 
Terechiedenen  Nenner  bezieht,  im  Allgemeinen  mehrere  lineare  Werte 
von  Jf  (No.  195).  Verbindet  man  diese  Werte  mit  einander,  um 
allen  Gleichungen  Genüge  zu  leisten,  und  bringt  man  sie  sodann  auf 
die  Form  An -^  \)  so  liefern  dieselben  eine  grofse  Menge  von  For- 
meln, von  denen  jede  unendlich  viele  Primzahlen  enthält  Es  genügt 
aber  eine  einzige  dieser  Zahlen  zur  Bestimmung  eines  quadratischen 
Teilers  der  Formel  f  +  cw*,  und  dieser  ist  reciprok,  weil,  wenn  c 
ein  Teiler  von  ^  +  ^^^  ^^t,  auch  ^  in  ^  +  ^w*  aufgeht 

301. 

Bemerkung.  Die  reciproken  Teiler  der  Formel  ^-f-cw^ 
bilden  eine  der  Gruppen,  in  welche  das  vollständige  System 

Legendr«,  Zahlentb«ori6  I.  24 
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der  qaadratiBcheQ  Teiler  dieser  Formel  zerfällt.  Ist  i  die 
Anzahl  der  nngleichen  PrimfaktoreD  a,  a,  a",  . . .  ß,  ß^,  ß^',  . ..,  k 
stellt  ^'  die  Gesamtzahl  der  Gruppen  dar;  Ton  diesen  Gmppen  ist 
eine,  nämlich  die,  welche  den  Bedingungen 

©-'.   {?)->.-    (f)  =  ->.- 

Genflge  leistet  nnd  von  der  ersten  Art  ist,  die  Gruppe  der  reciproken 
Teiler. 

Almlicbfl  Resultate  findet  man  in  dem  Falle,  wo  c  von  der  Fora 
8»  +  3  oder  von  der  Form  4*1  +  2  ist 

302. 

SatB  IL  Jeder  trinäre  quadratische  Teiler  ist  ein  reci- 
proker  Teiler. 

Denn  ist  A  ein  trinärer  quadratischer  Teiler  der  Formel  t'  -f-  '^"'i 
und  N  irgend  eine  in  A  enthaltene  Zahl,  so  ist  c,  wie  wir  gesehen 
haben,  ein  Teiler  von  t*  +  Nu*  (No.  285).  Mithin  ist  A  ein  reci- 
proker  Teiler. 

303. 

Die  Umkehrung  des  vorhergehenden  Satzes  ist  ebenfalls  richtig, 
nämlich: 

Jeder  reciproke  Teiler  ist  trinär. 

Die  Tafel  VIII  enthält  nämlich  die  trinären  Teiler  der  Formel 
t*  +  cu*  für  alle  Werte  von  c  von  c  =^  1  an  bis  zu  c  =  251;  mu 
kann  sich  davon  Oberzeugen,  dafs  es  keinen  reciproken  Teiler  der 
Formel  (*  +  cm*  giebt,  der  nicht  darin  enthalten  wäre. 

Dieser  Satz  kann  also  bis  zn  einer  gegebenen  Grenze  L  durcb 
unmittelbare  Bestätigung  als  richtig  betrachtet  werden,  und  es  handelt 
sich  darum  zu  zeigen,  dafs  er  auch  noch  richtig  bleibt,  wenn  c  diese 
Grenze  flberateigt 

Durch  eine  derartige  Reciprocität  hängt  jede  Formel  ^-|-rr 
mit  denen,  in  welchen  c  kleiner  ist^  zusammen,  so  dals  die  bekannten 
Eigenschaften  der  einen  dazu  dienen  können,  die  Eigenschaften  der 
au  dem  zu  beweisen. 

Der  allgemeine  Satz,  den  wir  zu  beweisen  haben,  ist  folgender: 

304. 
8atE  12.    Jeder  reciproke  Teiler  der, Formel  t*  +  AV  isl 
ein  trinärer  Teiler,  und  zwar  besitzt  dieser  Teiler  so  viele 


I 


305. 
Enter  Beweis. 


^i 
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trinäre  Formen,  als  die  Zahl  2'"*^  Einheiten  enthält.  Dabei 
bedeutet  i  die  Anzahl  der  ungeraden  und  ungleichen  Prim- 
faktoren,  welche  in  N  aufgehen. 

Dieser  Satz  mufs  als  einer  der  bemerkenswertesten  Sätze  -^^ 

der  Zahlentheorie  betrachtet  werden.  Aus  diesem  Grunde  geben 
wir  f&r  denselben  zwei  Beweise.  Der  erste  stützt  sich  darauf,  dafs 
es  möglich  ist,  eine  in  einem  gegebenen  reciproken  Teiler  enthaltene 
und  zwischen  gegebenen  Grenzen  liegende  Zahl  zu  finden,  welche 
eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl  ist.  Der  andere  ist 
Ton  dieser  Voraussetzung  unabhängig. 


4- 


1  .  . 

Nehmen  wir  zunächst  an,   dafs  N  oder  -^N  eine  Primzahl  sei,  % 

80  ist  jeder  Teiler  der  Formel  t^  +  Nu^^  welcher  von  der  ersten 
Art  ist,  ein  reciproker  Teiler  (No.  299).    Ist  dieser  Teiler 

so  behaupte  ich,  dafs  V  zu  gleicher  Zeit  ein  trinärer  Teiler  ist. 

Denn  der  Eigenschaft  dieses  Teilers  zufolge  ist  die  Zahl  JV'  in 
einem  quadratischen  Teiler  der  Formel  f*  +  cu*  enthalten,  welcher 
reciprok  und  somit  trinär  ist,  weil  c  unterhalb  der  Grenze  L  liegt, 
bis  zu  welcher  die  Tafel  als  richtig  erwiesen  isi  Da  ferner  die 
Zähl  If  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl  ist,  so  kann 
sie  nnr  in  einem  einzigen  der  quadratischen  Teiler  von  fi  -^^  cu^  und 
darin  nur  auf  eine  einzige  Weise  enthalten  sein.     Ist  daher 

der  trinäre  Teiler  von  fi  -^  cu^^  in  welchem  N  enthalten  ist,  und 
bezeichnet  man  mit  k  die  Anzahl  der  ungeraden  und  ungleichen  Prim- 
faktoren, welche  in  c  aufgehen,  so  besitzt  A  2*""^  trinäre  Formen,  und 

diese  sind  von  einander  verschieden,  da  N>c  und  umsomehr  ^>-r-c 

ist  (No.  287). 

Dies  vorausgeschickt,  bestimmen  die  2*~~^  trinären  Formen  von 
y  ebenso  viele  trinäre  quadratische  Teiler  der  Formel  t^  +  Nu^,  in 
deren  jedem  c  enthalten  isi  Diese  trinären  Teiler  sind  sämtlich  von 
einander  verschieden,  da  sie  unter  einander  verschiedenen  trinären 
Werten  von  N  entsprechen  (No.  283);  und  da  c  nicht  mehr  wie 
2*->.mal  unter  den  quadratischen  Teilern  der  Formel  t*  +  Nu*  ent- 

24* 
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halten  sein  kann  (No.  245),  so  folgt  daraus,  äaSa  der  gegebene  Teiler  T 
einer  Jer  2*~'  trinären  Teiler,  welche  c  eatbalten,  sein  mafs.  HiÜÜD 
ist  r  ein  trinirer  Teiler,  und  zwar  besitzt  dieser  Teiler  nur  eine  bi- 
näre Form,  was  mit  dem  allgemeinen  Satze  Übereinstimmt  Denn 
da  iu  diesem  Falle  »■=•],  so  ergiebt  sich  2'—*  >=  1. 

306. 
Mittelst  dieses  ersten  Falles  erkenot  man,  dafs,  da  die  Tafel  bi^ 
zur  Grenze  L  als  richtig  erwiesen  ist,  die  in  dem  allgemeinen  Satie 
aus  gesprochenen  Eigenschaften  noch  bis  zur  Grenze  ^I*'  f^T  alle 
Zahlen  N  besteben  bleiben,  welche  Primzahlen  oder  das  Doppelt« 
Tou  Primzahlen  and  in  der  Formel  t*  +  Nu*  enthalten  sind.  Deno 
da  cy*  -\-  2byz  -\-  a2*  ein  reciproker  Teiler  der  Formel  t*  +  Nu*  ist, 

so  kann  man  immer  c  <  2l/-g--^  annehmen;  somit  ist  c  <i  L,  wenn 
N<\L*  ist. 

307. 

Ist  jetzt  N  irgend  eine  Zahl,  die  unmittelbar  Ober  der  Grenze  h 
liegt,  und  ist  f  =  cy*  -f-  26y«  +  öe*  ein  gegebener  reciproker  Teiler 
der  Formel  f  +  Nn*,  so  behaupte  ich,  dafs  dieser  Teiler  2'"—'  trinire 
Formen  besitzt,  wenn  %  die  Anzahl  der  ungeraden  und  nagleicheo 
Primfaktoren,  welche  io  N  aufgeben,  bedeutet. 

Es  sei  nämlich  ji  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Prim- 
zahl, welche  in  dem  Teiler  T  enthalten  ist  und  siwiacheu  den  Grenzen 
-^  L  und  y  U  liegt.  Diese  Grenzen  sind  sehr  weit  von  einander 
entfernt.  Denn  obwohl  die  Tafel  nur  bis  zu  L  =-  251  fortgesetzt  ist,  hat 
man  |z,  =  167  und  |-£»-=  47251.  Alsdann  ist  die  Zahl  N  ein 
Teiler  von  l'-{-pu',  und  als  solcher  enthalten  in  einem  oder  mehreren 
reciproken  Teilern  von  t'-^pu',  welche  man  als  bekannt  und  dem  all- 
gemeinen Gesetze  gehorchend  ansehen  kann,  weil  p  eine  Primzahl  oder 
das  Doppelte  einer  Primzahl  und  kleiner  als  -r^*  ^^^  ^^  ferner  die 
Zahl  N  <  yP  ^^^  ^o  kann  sie  nur  einmal  in  jedem  der  quadratischen 
Teiler  der  Formel  t*  -j-pu'  enthalten  sein,  und  da  sie  nach  der  An- 
zahl ihrer  Faktoren  2'~*-mal  in  allen  diesen  Teilern  enthalten  sein 
mufs,  so  niufs  es  eine  gleiche  Anzahl,  also  2'~',  quadratische  Teiler 
der  Formel  (*+pM*  geben,  von  denen  jeder  einmal  die  Zahl  ^enthalt. 
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Von  dieaen  quadratischen  Teilern,  welche  von  einander  ver- 
schieden  sind,  entspricht  jeder  einer  verschiedenen  trinären  i^'orm 
TOQ  p.  Mithin  giebt  es  2"—'  von  einander  verschiedene  trinäre  Werte 
TOQ  p,  deren  jeder  einer  trinären  Form  von  N  entspricht.  Und  selbst 
wenn  es  unter  diesen  letzteren  einander  gleiche  Formen  gäbe  (dies 
würde  p*  =  y*  +  iVz*  vorauseetven),  eo  würde  doch,  weil  diese  gleichen 
Iriniren  Formen  von  JV  ui^leichen  trinären  Formen  von  p  ent- 
sprechen, das  System  aus  einer  trinären  Form  von  p  und  der  ent- 
sprechenden trinären  Form  von  JV  stets  verschieden  sein  von  jedem 
indem  derartigen  Systeme. 

Dieselben  Systeme,  deren  Anzahl  2'"'  ist,  mflsseu  anch  ent- 
stehen, wenn  man  p  als  Teiler  von  (*  +  Nu*  betrachtet  (No.  285). 
Nan  kann  p,  da  es  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl 
ist,  nur  zn  einem  einzigen  quadratischen  Teiler,  welches  der  gegebene 
reciproke  Teiler  ist,  gehören  und  in  diesem  nur  auf  eine  einzige  Art 
«athalten  sein.  Mithin  ergiebt  sich,  da  p  in  diesem  Teiler  2"—'  ver- 
jchiedene  triuäre  Formen  annehmen  mufa,  dafs  der  Teiler  f  in  2'~' 
trinäre  Formen  zerlegbar  sein  mufn,  übereinstimmend  mit  dem  Satze, 
welcher  bewiesen  werden  sollte. 


Bemerkung.  Der  reciproke  Teiler  f,  welcher  zu  der  Formel 
f  4*  ^H*,  in  welcher  N  durch  i  ungerade  und  ungleiche  Primzahlen 
teilbar  ist,  gehört,  kann  nicht  mehr  ab  2'~'  trinäre  Formen  haben. 
Denn  ist,  falls  dies  möglich  wäre,  die  Anzahl  seiner  trinären  Formen 
=  t>2'-',  und  ist  P  eine  in  dem  Teiler  T  enthaltene  Primzahl, 
welche  gröfser  ist  als  N*,  so  besitzt  die  Zahl  P  als  Teiler  von 
t'+Nu*  k  trinäre  Formen,  welche  einer  gleichen  Anzahl  trinärer 
Formen  von  N  entsprechen.  Die  h  trinären  Werte  von  P  sind  von 
«ioander  verschieden,  da  mau  wegen  P^  N*  der  Gleichung 

N^  =  j^  +  Pz' 
Dicht  genügen  kann.  Dies  vorausgeschickt,  bestimmen  die  k  von 
einander  verschiedenen  trinären  Werte  von  P  eine  gleiche  Anzahl 
tiinlrer  Teiler  der  Formel  t*  +  P«*,  in  deren  jedem  N  enthalten  sein 
mofs.  Mithin  ist  N  imal  in  den  trinären  Teilern  von  t*  -|-  Pu^  ent- 
halten. -Da  es  aber  nur  i  ungleiche  Faktoren  besitzt,  so  kann  A  nur 
2'-'.|Dal  in  den  quadratischen  Teilern  von  (*  +  Pm*  enthalten  sein. 
Mithin  kann  li  nicht  grSIser  sein  als  2''~'. 

Demnach  ist  die  in  dem  allgemeinen  Satze  angegebene  Zahl  2'~' 
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die  genaue  Zahl  der  trinären  Formen^  welche  der  Teiler  f  aDnehmea 
kann  und  wirklich  annimmt  Wenn  jedoch  N  einen  qnadratisehen 
Faktor  hat,  so  kann  es  noch  andere  trinäre  Formen  des  Teilers  [ 
geben;  diese  Formen  würden  indessen  nur  uneigentliche  trinare  Formen 
sein,  d.  h.  sie  würden  trinären  Werten  von  c  entsprechen,  deren  Glie- 
der sämtlich  durch  dieselbe  Quadratzahl  teilbar  wären.  Diese  For- 
men müssen  aber,  wie  wir  schon  vorher  bemerkt  haben  (No.  271), 
verworfen  werden. 

309. 

Zweiter  Beweis. 

Um  die  Methode,  auf  welche  dieser  zweite  Beweis  sich  gründet, 

klarer  hervortreten   zu  lassen,  wenden  wir  sie  zunächst  auf  einige 

besondere  Fälle  an,  indem  wir  der  Reihe  nach  e  «=  1,  2,  3,  5 

setzen   und   die   entsprechenden   Werte  von  b  durch  die  Bedingung 

6  <  -—c  oder  ft  =  —  c  bestimmen.    Lassen  wir  sodann  a  unbestimmt, 

SO  enthält  jede  Formel  cy^  -|-  ^iy^  +  ö^*  unendlich  viele  andere,  bei 
welchen  der  allgemeine  Satz  bestätigt  ist. 

Ist  zunächat  c  ==  1,  so  mufs  0=^0  und  N=^  a  sein,  und  der 
gegebene  reciproke  Teiler  ist: 

r  =  y^  +  cbz^' 
Da  die  Zahl  1  in  diesem  Teiler  enthalten  ist,  so  mufs  JV'  ein  Teiler  der 

Formel  ^*  +  1  •  w^  oder  i^  +  ***  ^^^}  woraus  folgt,  dafs  N  oder  —  A' 
zu  Primfaktoren  nur  Zahlen  von  der  Form  4n  -f~  1  besitzen  kann.  Da 
nun  die  Anzahl  dieser  ungeraden  und  ungleichen  Faktoren  gleich  %  ist, 
so  kann  man  der  Gleichung  JV=j/*  +  ^*  auf  2'""^  verschiedene  Arten 
Genüge  leisten. 

Ist  N  =  f^  -{-  g^  eine  von  diesen  Lösungen,  so  läfst  sich  f  offen- 
bar auf  die  trinäre  Form 

r  =  y*  +  r^*  +  g'z' 

bringen,  und  dieser  entspricht  der  trinäre  Wert: 

Da  jede  Zerlegung  von  N  in  zwei  zu  einander  prime  Quadrate 
ein  ähnliches  Resultat  liefert,  so  nimmt  offenbar  der  reciproke  Teiler  f 
2*~^  trinäre  Formen  an,  denen  ebenso  viele  trinäre  Werte  von  aV 
entsprechen.   Dies  ist  in  Übereinstimmung  mit  dem  allgemeinen  Satze. 

310. 
Ist 

c  =  2,  r  =  2y»  +  2byz  +  az\  N=  2a  -  6*, 

so  kann  der  Wert  von  b  nur  0  oder  1  sein. 
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Da  in  beiden  Fällen  N  ein  Teiler  von  t*  -{-  2u'  sein  mufs,  so 
ist  klar,  dafs  die  Primfaktoren  von  JY  von  derselben  Form  sind,  und 
dafe  man  somit  der  Gleichung  JN"«  y*  +  ^^  ^^^  2*~"^  verschiedene 
Arten  genügen  kann. 

Stellt  man  eine  dieser  Lösungen  durch  ^==/^  +  2^*  dar,  so 
erhalt  man: 

,  _  »• +4+V  _  ^ + {i±iy + ( w). 

Daraus  erkennt  man,  dais  der  Teiler  f  auf  die  trinäre  Form 


r-(»+4^')'  +  (,  +  ^-)'  +  . 


*«* 


gebracht  werden  kann.     Derselben  entspricht  der  trinäre  Wert: 

Da  nun  N  2*~*-mal  von  der  Form  /**  +  ^9^  ^st,  so  folgt  hier- 
aus^ übereinstimmend  mit  dem  allgemeinen  Satze,  dafs  f  2*~~^  trinäre 
Formen  besitzt. 


311. 


Ist 


c  =  3,  r  =  3y«  +  2byz  +  ais^,  N=Sa  —  h\ 
80  kann  der  Wert  von  i  ebenfalls  nur  0  oder  1  sein. 

Da  r  ein  reciproker  Teiler  und  3  in  diesem  Teiler  enthalten  ist, 
so  muls  N  ein  Teiler  der  Formel  t'  -^  3u'  und  als  solcher  in  dem 
reciprokeu  Teiler  dieser  Formel,  nämlich  in  2y*  +  2ye  +  2s?  ent- 
halten sein.     Es  mufs  demnach  2*'"^  Losungen  der  Gleichung 

2¥^=2j^-f  2j/i?  +  2^ 

geben,  falls  U  nicht  teilbar  ist  durch  3,  und  nur  2*—*,  wenn  JT  durch  3 
sich  teilen  läfsi 

Ist  erstens  6  =  0  und  JV=  3a,  und  stellen  wir  einen  der  2'""* 
Werte  von  N  durch  N  =  2p  +  2fg  +  2^  dar,  so  erhalten  wir: 

2/"'  +  g/'g  +  8P'  ^  (8/"+  ^)'  +  3flf' 
3  2-3 

Aas  diesem  Werte  erkennt  man,  dafs  2/*-)-^  durch  3  teilbar 
sein  mufs.     Ist  also  2f  -^  g  ^^  3^,  so  wird: 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  trinäre  Form  von  f: 


a 


(!/  + 


17  +  Ä 


'1  +  (»  +  ^'1  +  Cv  -  *^)*- 
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Da  der  Teiler  f  «=  3^  -^  a^  ambig  ist,  so  erhält  man  eine  zweite 
trinare  Form  von  f,  indem  man  einfach  das  Zeichen  von  a  ändert, 
also: 

und   der   trinare  Wert  von  ^,    welcher  diesen  beiden  Formen  ent-  \ 
spricht,  ist: 

■ 

Da  es  nun  2»""*  ähnliche  Werte  von  JV  giebt  und  jeder  zwei  i 
trinare  Formen  von  f  erzeugt;  so  ist  o£fenbar  die  Gesamtzahl  der 
trinären  Formen  von  f  gleich  2*'*^    Diesen  entsprechen  ebensoviele 
trinare  Formen  von  "N^  welche  paarweise  gleich  sind. 

Ist  zweitens  6  =  1,  ^=  3a  —  1,  so  besitzt  ^  2*~^  Werte  Ton 
der  Form  ^=  2/**  +  2fg  +  2^*,  von  denen  jeder  ergiebt: 

_  6«  +  2/^'  +  %fg  +  2^«  2&«  +  (2/+  gY  +  8p« 


a 


8  2-3 


Dieser  Wert  zeigt,  dafs  26*  +  {^f  -^  gf  durch  3  teilbar  sein  mofs; 
und  da  alsdann  der  Quotient  nur  von  der  Form  w?  '\'2r?  sein  kann, 
so  kann  man  setzen: 

(2/-+(7)*  +  26*  =  3(m«  +  2n>). 

Dies  giebt:  2/*+  gr  =  m  +  2n,  6  =  m  —  n,  und  daher: 

Da  femer  6  «a  1  «a  m  ~  n  ist,  so  kann  man,  wie  ohne  weiteres  er- 
sichtlich, den  Teiler  f  «=»  3y*  +  2yj»  +  as?  auf  folgende  Weise  «er- 
legen: 

Der  entsprechende  trinare  Wert  von  ^  ist: 

Dies  kommt  auf  den  Wert  -W  =  ^  +  (/*  +  j)'  +  /*  zurQck. 

Da  man  nun  2*~^  ähnliche  Werte  von  IS  hat,  so  erhält  man 
auch,  in  Übereinstimmung  mit  dem  allgemeinen  Satze,  2^""^  trinare 
Formen  des  Teilers  f. 
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312. 

Ist  c  =  5  und  der  gegebene  Teiler  F  =  5y*  +  26y^  +  aj»*,  so 
ist  N=^6a  —  6*,  und  b  kann  nur  einen  der  Werte  0,  1,  2  besitzen. 

Welches  auch  dieser  Wert  sein  möge,  es  muDs,  da  der  Teiler  f 
als  reciprok  vorausgesetzt  und  5  darin  enthalten  ist,  N  ein  Teiler 
?on  fi  -j"  &^'  ^^^  &ls  solcher  in  den  reciproken  Teilern  dieser  Formel 
enthalten  sein.  Je  nachdem  aber  N  durch  5  teilbar  ist  oder  nicht, 
sind  zwei  Falle  zu  betrachten. 

Ist  zuerst  b  =  0  und  N=  Öa,  so  mufs,  weil  die  Formel  ^^-f-  5u^ 
nur  den  einen  reciproken  Teiler  y^  +  5^*  ^^t;  ^  2*"~*-mal  von  der 
Form  y*  +  5je^  sein.    Bezeichnen  wir  einen  dieser  Werte  mit 

80  erhalten  wir: 

6  ^• 

Mithin  muTs  f  durch  5  teilbar  sein.    Setzt  man  also  f^^Öhy  so  wird: 

a  —  ^«  +  5  Ä«  =  ^  +  Ä>  +  4Äl 

Diese  trinäre  Form  läfst  die   des  Teilers  f  erkennen.    Dieselbe  ist: 

r  =  (2y  +  hey  +  (y  -  2Ä^)«  +  ^V. 

Beachtet  man  femer,  dafs  der  Teiler  5y'  -)-  az^  ambig  ist,  so  erhalt 
man  durch  Änderung  des  Zeichens  von  0  die  zweite  trinäre  Form: 

r  -  (2y  -  hzy  +  (y  +  2hzy  +y^, 

ond  diese  beiden  entsprechen  demselben  trinären  Werte: 

•.      N  =  25Ä«  +  4g^  +  (7». 

Da  die  Anzahl  der  Losungen  der  Gleichung  N  '=  y^  -{-  bn^ 
gleich  2^''  ist  und  jede  derselben  zwei  trinäre  Formen  von  T  liefert, 
Bo  erhält  man  offenbar,  in  Übereinstimmung  mit  dem  allgemeinen 
Satze,  im  Ganzen  2'""*  trinäre  Formen  von  f. 

Ist  zweitens  6  =  1  oder  2  und  ^=5a — 6*,  so  ist  JV,  als 
Teiler  von  fi  -f-  5u*,  2**"'^-mal  in  dem  quadratischen  Teiler  y'  +  ÖÄ* 
enthalten. 

Ist  einer  dieser  Werte  ^«s/**  +  5^*;  so  wird: 

^_b'  +  r  +  6g' 

a—  ^ , 

und  dies  zeigt,  dafs  V  -^  f^  durch  5  teilbar  sein  mufs.     Setzt  man 

also  6*  +  /*«  «s  5(fii*  -|-  n*),    so    erhält   man    hieraus   b  ^^m  —  2n, 

f«»2»  +  n,  und 

a  «"  m'  -f-  n'  -|-  y'. 
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Dieser  Wert  von  a  und  der  von  h  lassen  binreicheud  deutlich 
die  trinäre  Form  des  Teilers  f  erkennen,  nämlich: 

V  =  (y  +  md)*  +  (2y  -  n^y  +  ^V. 
Der  entsprechende  Wert  von  N  ist: 

N-(2m  +  «y+f  +  4g', 
und  dieser  kommt  auf  die  gegebene  Form  f'-\-g*-^  4(7*  zurück. 

Da  es  nnn  2*''  aolcbe  Werte  von  N  giebt,  so  gtebt  es  ancfa 
2'~^  trinäre  Formen  des  Teilers  T. 

313. 

Wir  betrachten  jetst  den  reciproken  Teiler 
r  —  cy»  +  2btfg  +  ag' 
in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  und  setzen  nur  voraus,  dafa  der 
Koefftcient  c  prim  zu  N  und  kleiner  als  N  sei,  eine  Bedingung,  die 
jederzeit  leicht  zu  erfüllen  isi*) 

Hiemach  mufs,  da  f  ein  reciproker  Teiler  ist,  N  ein  Teiler  dar 
Formel  (*  -\-  eu'  und  als  solcher  in  den  reciproken  Teilern  dieser 
Formel  enthalteta  sein.  Da  ferner  mit  t  die  Anzahl  der  ungeradeo 
und  ungleichen  Primfaktoren  von  N  bezeichnet  ist,  so  mnls  N  m 
den  reciproken  Teilern  der  Formel  fi -\- cu*  2*~'-mal  vorkommta 
Diese  reciproken  Teiler  bilden  eine  von  den  Gruppen,  ia  welche  die 
Teiler  dieser  Formel  zerfallen. 

Ist  daher  pt^  +  2qyß  +  ra*  einer  von  den  reciproken  Teikni 
der  Formel  fi  -}-  cu*,  in  denen  N  enthalten  ist,  so  kann  man  setsen: 

N^pr-\-2qfg  +  rg*  =  ac—V, 
und  dies  giebt: 

a  =  ^'+^  =  (P/'+gg)'  +  cg'  +  pft' . 
'^       c  ep 

Aus  diesem  Ausdruck  erkennt  man,  dafs  {pf-\-  qgf  +  c^  <lor<^''  '^ 
teilbar  sein  muls.  Um  die  Division  auszufahren,  nehmen  wir  an,  d>h 
man  alle  quadratischen  Teiler  von  t*  +  pu*,  welche  c  enthalten,  ge- 
sucht habe.     Irgend  einer  von  diesen  Teilern  wird  die  Form 

cy*  +  2b'ye  +  a'a* 
besitzen,  und  die  Werte  von  V  werden  die  sämtlichen  Zahlen  sein. 


*)  Siehe  den  IV.  Haaptteil  §  10.  Dieie  Bedingung  ist  übrigeus  nicht  ab- 
aolnt  erforderlich  füz  das  Gelingen  des  Beweiaea,  da  man  in  den  TOrfaergehendeii 
Beispieleo  Fälle  gesehen  hat,  in  denen  c  nnd  N  einen  getneinmmen  Teilet 
haben  <No.  311  and  312).  Anm.  d.  Terf. 
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die  nicht  grofser   als  —  sind  und    der  Gleichung  ca  —  b'^=p  ge- 

nügen,  oder  für  welche  6'^  +  p  durch  c  teilbar  wird. 
Ist  also 

so  mufs  sein: 
mithin: 

Da  diese  beiden  Werte  von  c'N'  identisch  sein  müssen,  so  setze  man: 

d=r&     und     cy  +  &'*  =  i  (P/^+ ö'^)- 
Dadurch  ergiebt  sich: 

y -c 

Man  hat  daher  unter  den  verschiedenen  Werten  von  h'  den- 
jenigen zu  suchen,  für  welchen  y  eine  ganze  Zahl  wird;  einen  solchen 
mufs  man  notwendigerweise  finden,  weil  der  gegebene  Teiler  f 
reciprok  und  dies  die  einzige  Voraussetzung  ist,  auf  welche  sich  diese 
Untersuchung  stützt.  Es  kann  auch  nur  einen  solchen  Wert  von  &' 
geben,  für  welchen  y  eine  ganze  Zahl  wird;  denn  gäbe  es  zwei  &',  /}', 

80  müfste  — ^£-^  oder,  da  c  und  6  prim  zu  einander  sind, 

eine  ganze  Zahl  sein.     Nun   sind  aber  V  und  /3'  alle  beide  kleiner 

als  Y  c,  oder  falls  eins  von  ihnen  gleich  -r-  c  wäre,  so  müfste  doch 

das  andere  kleiner  als  -^  c  sein,   da   sie   von   einander  verschieden 

sind.    Mithin   ist   die  Summe  b'^  /f  kleiner  als  c,   sie  kann   daher 

nicht  durch  c  teilbar  sein.    Man  mufs  auch  beachten,  dafs  die  Zahlen 

y  und  d  oder  y  und  b  gerade  die  Zahlen  sind,  welche  die  Rechnung 

ergiebt,  und  demnach  zufälligerweise  einen  gemeinschaftlichen  Teiler 

haben  können,  denn  gegenwärtig  wird  nichts  anderes  gesucht  als  die 

Form  der  bestimmten  Zahl  N\    Nachdem  aber  y  gefunden  ist,  hat 

man: 

N'^  cy"  +  26V*  +  a<J^ 

Da   nun    der    quadratische   Teiler    cy^  +  ^b'yz  +  ds?    der   Formej 

''  H-pw*  auf  die  Form  p'^  +  2}'j^i8f  +  ^'^*;  ^^  welcher  p<^  2  l/y  jp 
ist)  gebracht  werden  kann,  so  nimmt  der  Wert  von  'S'  die  Form  an: 

in  welcher  f  und  g  je  nach  den  verschiedenen  Fällen  einen  gemein- 
scbaftlichen  Teiler  haben  können  oder  nicht. 


Nachdem  dieEes  festgestellt  ist,  wird  der  Wert  toq  a: 
a  =  g'  +  ^'  =  (J'r+g'g')*  +  Pi?"+f-g' 
P  Pp'  ' 

und  aus  diesem  neuen  Ausdruck  sieht  man,  dafa  (p'r-\-  QS)*  -^ pf 
durch  p  teilbar  sein  mufs.     Setzt  man  also: 

(.P'f'+  ffVT  +!>>'  "JjJr', 
so  findet  man  durch  ähnliche  Rechnungen,  wie  vorher: 

N--PT  +  2qrV+  '"9^ 
einen  Ausdruck,  in  welchem  man  p''<2  y^P'  'orausaetzen  dwf. 
Mas  erhält  daher  folgenden  dritten  Wert  von  a: 

a^^'+^"  =  iP"f"+iY)'  +  Py+P"9'' . 
P  P'p" 

Diese  verschiedenen  Rechnungen  mOseen  so  lange  fortgesetit 
werden,  his  die  beiden  letzten  Glieder  der  abnehmenden  Heihe 
p,  p',  p",  ...  1  und  1  oder  2  und  1  sind.  Wenn  alle  beide  gleich 
der  Einheit  sind,  so  ist  der  letzte  Wert  von  a  von  der  Form: 

x'  +  f.'  +  v; 

ist  aber  das  letzte  Glied  1  und  das  vorletzte  2,   so  wird  a  von  dtr  ' 

Form ^~- ,  welche  sich  ebenfalls  in  eine  Summe  von  drei 

Quadraten  verwandelt,  nämlich  in 

«■  +  (^)'  +  (^)- 

Allgemein  ist  also  stets  die  Zahl  a  auf  eine  trinäre  Form  von 
der  Art  wie  i*  -\-  n'  -{■  v*  zurOck geführt.  Zu  gleicher  Zeit  fioilet 
mau  im  Verlaufe  der  Rechnungen,  dafs  b  auf  die  Form  gebracht 
werden  kann: 

6  =  Ai  +  fim  +  vn, 
und  hieraus  folgt,  dais  der  gegebene  Teiler  T  sich  in  folgender  Weise 
in  drei  Quadrate  zerlegen  lälst: 

r  =.  (iy  +  igy  +  (my  +  (L^y  +  (ny  +  vz)'. ' 

Man  kann  aber  zu  diesem  Resultat  noch  weit  unmittelbarer,  und 
ohne  den  vorstehenden  Wert  von  6  zu  Hülfe  zn  nehmen,  gelaogen. 

314. 
Man   kann   nämlich   die   zur   Bestimmung   des   trinareo    Wertes 
von  a  erforderlichen  Rechnungen  ausfQhreu,  wenn  a  und  b  unbe- 
stimmt bleiben,  da  die  Zahlen  p,  p', . . .,  auf  denen  diese  Rechnongeo 
beruhen,  aus  der  einen  bekannten  Zahl  c  entsteh^  so  dab  sie  stets 
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dieselben  bleiben  oder  nur  eine  Änderung  erleiden  durch  die  Wahl^ 
welche  man  unter  den  Werten  von  j>'  treffen  kann^  wenn  es  mehrere 
die  Zahl  c  enthaltende  quadratische  Teiler  von  t^-^pu^  giebt,  oder 
unter  den  Werten  von  p",  wenn  es  mehrere  die  Zahl  p  enthaltende 
quadratische  Teiler  von  ^-f-jp'u'  giebt,  u.  s.  f.  In  allen  Fällen  ist 
die  Reihe  p,  p\  p'\  . . .  stets  so  beschaffen,  dafs 


>'<  y^  JP;  J>"<  YyP^  • '  • 


iät,  80  dafs  diese  Reihe  sehr  schnell  bis  zum  letzten  Oliede  1  ab* 
nimmt  Man  kann  also  auf  diese  Weise  zu  allgemeinen  Resultaten 
gelangen,  welche  auf  unendlich  viele  Werte  von  N  anwendbar  sind, 
wie  wir  dies  in  den  Beispielen  fflr  den  Fall  c  <»  1,  2,  3,  5  gesehen 
haben. 

Wenn  man  aber  auch  N  als  bestimmt  gegeben  ansieht^  so  kann 
man  doch  in  den  gegebenen  Teiler  eine  Unbestimmt-e  einfahren,  ver- 
möge deren  seine  Zerlegung  in  drei  Quadrate  bedeutend  erleichtert 
wird.  Zu  diesem  Zwecke  braucht  man  nur  y  -}-  Jce  an  die  Stelle  von 
y  zu  setzen,  wodurch  der  Teiler  f  übergeht  in: 

r  =«  cy*  +  2(6  +  ck)yz  +  (a  +  2bJc  +  c^)z'. 

Wendet  man  die  vorige  Methode  auf  diesen  Teiler  an,  so  sind  die 

Zahlen  p,  p\  p'\  . . .,  ohne  irgendwelche  Veränderung,  dieselben,  als 

ob  £  «.  0  wäre.    Man  erhält  daher  auch  den  Wert  des  letzten  Eoef- 

fieienten  a  -f-  2hlc  -]-  cT^  ausgedrückt  durch  drei  Quadrate,  und  diese 

Quadrate,  in  denen  h  unbestimmt  bleibt,  können  nur  von  der  Form 

Sem* 

(/  +  xTcf  +  (m  +  VLJcf  +  (n  +  vJc)\ 

woraus  anmittelbar  die  trinäre  Form  von  V  sich  ergiebt: 

r  =  Gy  +  A^y  +  {my  +  ikdf  +  (ny  +  ve)\ 

Durch  dieses  Hülfsmittel  vermeidet  man  jedes  Probieren  bei  der 
Bestimmung  des  trinären  Wertes  von  V  und  gelangt  zu  diesem  zu 
gleicher  Zeit  auf  die  einfachste  und  direkteste  Weise.  Da  nun  die 
Zahl  N  auf  2*  "^  ^verschiedene  Arten  in  den  quadratischen  Teilern  der 
Formel  ^  -f-  cu^  enthalten  ist,  so  ergiebt  jeder  dieser  Ausdrücke  eine 
trinäre  Form  des  Teilers  f;  mithin  besitzt  dieser  Teiler,  in  Überein- 
stimmung mit  dem  allgemeinen  Satze,  2'~^  trinäre  Formen. 

Durch  diese  Analyse  kann  die  Grenze  der  Tafel  YIII,  welche 
zanächst  beliebig  ist,  unendlich  weit  hinausgerückt  werden;  der  an- 
geführte Satz  wird  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  gelten. 
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315. 
Beiapiel, 

Es  sei  der  reciproke  Teiler 

r  =  im^  +  30y2  ■+  50«» 
gegeben,  welcher  zur  Formel  i*  +  Nu^,  io  der  N  =  9225  =  3»  ■  5»  ■  41    . 
ist,  gehört.   Es  handelt  sich  darum  zu  zeigen,  dafs  dieser  Teiler  anf 
2^~'  oder  4  Arten  in  drei  Quadrate  zerlegt  werden  kann.  , 

Da  die  äuTsereu  Eoefficienten  50  uud  189  beide  mit  N  einen  ge-  i 
meinschaftlichen  Teiler  haben,  bo  haben  wir,  um  nach  der  allgt 
meinen  Methode  verfahren  zu  können,  in  T  eine  Zahl  za  ancheo, 
welche  prim  zu  N  ist.  Diese  Zahl  erhält  man  unmittelbar,  veon 
man  9  ■=  1  und  e  =^  —  1  setzt,  wodurch  sich  das  Resnltat  ergiebt: 
189  —  30  +  50  =  209  =^  11  .  19,  also  eine  Zahl,  welche  mit  iV  keinen 
gemeinschaftlichen  Teiler  hat.  Man  mufs  daher  zuvörderst  bewirken, 
dars  209  der  erste  Koefficieni  von  f  wird.  Dazu  .reicht  es  hin, 
e  —  9  an  Stelle  von  g  zu  setzen,  und  sodann  das  yorzeicheji  von  i 
zn  ändern.     Auf  diese  Weise  ergiebt  sieb: 

r  =  209^*  +  lOye  +  bO^. 
Setzt  man  endlich  y  -{-Jcz  &n  Stelle  von  y,  um  in  den  letzten  Eoef- 
äcieateu  eine  Unbestimmtheit  einzuführen,  so  erhält  man: 

r  =  209v»  +  2(35  +  209*)y«  +  (50  +  70ifc  +  209F)«*. 
Wir  setzen  also: 

tf  =  2Ö9,      6  =  35  +  209ifc,      a  =  50  +  70ft  +  209Ä*. 

Die  Zahl  N,  welche  drei  ungleiche  Primfaktoren  besitzt,   mnTs  3*~' 

üder  4-mal  in  den  reciproken  Teilern  von  t'  -}-  209u*  enthalten  sein. 

Nun  besitzt  aber  diese  Formel  drei  reciproke  Teiler,  nämlich: 

2/  +    2y^  +  105** 

10^"+    2yz-\-    21«» 

13y»+10y2+    ISz', 

und  in  der  That  findet  man,  dafs  9335  einmal   in  dem  zweiten  and 

dreimal   in  dem  dritten   von  diesen  Teilern  enthalten  ist,   und  zwar 

auf  folgende  Weise: 

(/■=29 
N^W+    2/-j/+21ff»    j^_    ^ 

f/"«       27,       27,        19 

j^=i3/-  +  io/-,+  i8/  [^^_.  i;_i4;_22. 

Betrachten  wir  zunächst  die  dritte  Form,  welche  drei  trinäre  Werte 
von  r  liefern  muls,  so  erhält  man  mittelst  dieser  Form: 
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C        "^  209  .  13 

Die  erste  Rechnung  besteht  darin,  dafs  man  den  Qaotienten  sucht, 
welcher  sich  bei  der  Division  von  (13/*+ ö^f)* -|- 136*  durch  209 
ergiebt.  Nun  mufs  209,  weil  es  zwei  Faktoren  1 1  und  19  hat,  zwei- 
mal in  den  quadratischen  Teilern  von  t^  -{-  13u*  enthalten  sein,  und 
in  der  That  ist,  wenn  der  quadratische  Teiler,  welcher  209  enthält, 

durch 

209y«  +  2Vy0  +  aV 

dargestellt  wird,  die  Bedingung  209  a' —  6'*  =  13  auf  zweierlei  Weise 
erfüllt,  einmal  wenn  man  &'»=  14^  a  »=  1,  das  andere  Mal,  wenn  man 
&'=»  52,  a=  13  setzt     Man  kann  daher 

(13/'+  6^)«+   186«  oAH     2      I      Ol'  I         '2 

209     ""  ^^^^^  +2byz  +  az^ 

setzen,  und  dies  giebt: 

(W+  bgf  +  136»  =  (209  j/  +  Vg^  +  \iz\ 
Folglich  ist: 

z^h    und     209y  +  6'jp««  + (13/^+5(7), 
also: 

^  209 

Nehmen   wir   für  f  und  g  die  Losung  /*=  19,  jr  =  —  32,   so   ist    . 
13/'+5j7=  137  und: 

_  ±  187  —  h\Zb  +  209  jfc) 

y  ~  209 

»  

Id  diesem  Ausdrucke  mufs  man  das  Zeichen  von  137  und  den  Wert 

TOD  V  derart  wählen,  dafs  y  eine  ganze  Zahl  ist.    Man  erreicht  dies, 

wenn  das  untere  Zeichen  genommen  und  V=^  \4i  gesetzt  wird.     Es 

bt  daher: 

y  ==  _  3  -  14*. 

Der  gesuchte  Quotient  ist  209y^  -|-  2^yz  -{-  ^  und  seine   einfachste 

Form:   {z  +  14y)*  +  13yl     Stellt  man  diese  durch  /"*  +  13/*  dar, 

so  hat  man  also: 

f 7  +  13i 

/=  -3_14Ä^ 
und  der  Wert  von  a  wird: 

^  13 

Es  ist  daher  nur  noch  g*  -^  f*  durch  13  zu  dividieren.  Dazu  mufs 
man  13  als  Teiler  der  Formel  t^  -f-  m*  betrachten.    Diese  Formel  be- 
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sitzt  aber  nur  einen  quadratischen  Teiler  y*  -f*  ^i  ^°^  dieser  gebt 
wenn  man  denselben  so  umgestaltet,  dafs  13  der  erste  Koefficient 
desselben  wird,  Qber  in: 

13y«  +  lOya  +  2e\ 
Ist  daher: 

g^  +  r=  13(13!^  +  lOye  +  2^)  =  (13y  +  bzy  +  s», 

so  kann  man  setzen: 

sf^^g    und     13y  +  5ir  =  + /", 
oder: 

ss^^f   und     13y  +  5xf  =  +^, 

Aus  diesen  beiden  Lösungen  ergiebt  sich  aber  in  gleicher  Weise, 
dafs  sich  die  Qröfse 

^^^  =  13y«  +  lOyxf  +  2£(»  =  (xf  +  2y)«  +  (ir  +  3y)» 

auf 

(4  + 2*)« +  (5  — 3*)« 

rednciert.    Mithin  hat  man: 

a  =  (14*  +  3)*  +  (2*  +  4)«  +  (3i  -  5)*, 

und  da  dies  der  Wert  von  50  +  70*  +  209  A:'  ist,  so  folgt,  dab  der 
Teiler  f  =  209j^  +  IQyz  +  bO^  die  trinare  Form  besitzt: 

(14y  +  30)*  +  (2y  +  Azy  +  (3y  -  5^)*. 

Setzt  man  z  —  y  i^r  z  und  ändert  man  sodann  das  Zeichen  von  r, 
so  nimmt  der  Teiler  V  wieder  die  ursprünglich  gegebene  Form 
189y'  -f-  30yir  -f*  ^^  ^^f  und  die  soeben  gefundene  trinare  Form 
geht  über  in: 

(lly  -  30)«  +  (2y  +  4^)*  +  (8y  +  bz)\ 

Sucht  man  in  derselben  Weise  die  beiden  andern  trinären  Formen, 
welche  aus  der  Form  N  *==  IZP -{- \Ofg -\- l^g^  entstehen,  und 
ebenso  die,  welche  aus  der  Form  N^^  lOf*  +  2fg  +  2lg^  entspringt^ 
so  erhält  man  die  vier  trinären  Formen  des  gegebenen  Teilers 
r  =«  189  y'  +  3Oy0  +  ÖO^*.  Diese  vier  trinären  Formen  und  die 
entsprechenden  trinären  Werte  von  N  sind: 

r  =  (liy-30)«  +  (2y+4zy  +  {Sy+özy  iV=  79«  +  50*+22* 
r  ««  (lOy— 4^)«  +  {8y+bzy  +  (by+Sz") 
r  =  (13y-   zy  +  (2yy  +(4y+70)* 


r  =  (lOy+Azy  +  (ßy-bzy  +  {by+Szy\N=  82«  +  49*+10« 


2^=82^  +  50«+    V 
JV^=95*+14«+   2« 


iN 
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316. 

j&Ugemeine  Folgerungen. 

Das  Ergebnis  dieser  Theorie,  welches  zum  gröfsten  Teile  in  der  ' :} 

Tafel  VIII  niedergelegt  ist,  besteht  in  folgenden  Eigenschaften,  die 
jetzt  mit  aller  erforderlichen  Allgemeinheit  als  bewiesen  anzusehen  sind: 

1)  Jede  Formel  fi -{- cu^y  in  welcher  c  weder  von  der 
Form  4n  noch  von  der  Form  Sn -{- 1  ist,  enthält  stets 
wenigstens  einen  reciproken  quadratischen,  d.  h.  einen 
quadratischen  Teiler  von  der  Beschaffenheit,  dafs,  wenn  N 
irgend  eine  in  diesem  Teiler  enthaltene  Zahl  bedeutet,  die 
Zahl  c  ein  Teiler  der  Formel  t^  +  ■^***  ^^t. 

2)  Jeder  recippoke  quadratische  Teiler  ist  zugleich 
trinär,  d.  h.  er  läfst  sich  ganz  allgemein  in  drei  Quadrate 
zerlegen,  ohne  dafs  man  den  in  ihm  enthaltenen  unbe- 
stimmten Gröfsen  bestimmte  Werte'beilegt 

3)  Im  Falle  c  von  der  Form  8n -f*  3  ist,  enthält  der 
reciproke  Teiler  nur  Zahlen  von  der  Form  4n  -|-  2,  und  er 
wird  dargestellt  durch  die  Formel  2py^ -\- 2qy0 -\- 2rz^,  in 
welcher  Apr  —  2*  =  c  isi 

4)  Ist   c  oder   -^^   ^^^^  Primzahl   oder   allgemein   eine 

Potenz  einer  Primzahl,  so  läfst  sich  jeder  reciproke  Teiler 
der  Formel  fi -{- cu*  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  drei 
Quadrate  zerlegen;  er  besitzt  somit  nur  eine  trinäre  Form. 

5)  Ist  dagegen  c  oder  ^^  durch  i  verschiedene  Prim- 
zahlen teilbar,  so  besitzt  jeder  reciproke  Teiler  der  Formel 
?-f-CH*  2'"'*  trinäre  Formen. 

6)  Jeder  trinäre  Teiler  ist  notwendig  reciprok,  und 
jeder  reciproke  Teiler  ist  zu  gleicher  Zeit  trinär.  Diese 
beiden  Eigenschaften  sind  untrennbar  mit  einander  ver- 
bunden and  gehören  ausschliefslich  einer  der  Gruppen  an, 
in  welche  die  quadratischen  Teiler  einer  und  derselben 
Formel  fi  +  cu*  zerfallen  (No.  204  u.  205). 

7)  Ist  c  eine  Primzahl  von  Her  Form  4n -f*  1  oder  das 
Doppelte  einer  beliebigen  Primzahl,  so  ist  jeder  quadra- 
tische Teiler  der  Formel  f^  -{- cu\  welcher  die  Form  4n+  1 
besitzt,  ein  reciproker  Teiler. 

8)  Ist   c  eine  Primzahl    von    der  Form   8n  -f-  3,    so    ist 

Lege&dre,  Zablantheorie  L  25 
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jeder  quadratische  Teiler  der  Formel  ?  +  cm*,  welcher  die 
Form  4n  4"  2  besitzt,  ein  reciproker  Teiler. 

9)  Jede  trinäre  Form  eines  reciproken  Teilers  ent- 
spricht stets  einer  trinaren  Form  der  Zahl  c,  so  dafs  es 
für  jeden  reciproken  Teiler  ebensoviel  trinare  Formen  der 
Zahl  c  giebt,  als  trinäre  Formen  dieses  Teilers  vorhanden 
sind. 

10)  Die  aus  demselben  reciproken  Teiler  abgeleiteten 
trinaren  Werte  der  Zahl  c  sind  paarweise  gleich,  wenn 
dieser  Teiler  ambig  ist  (den  Teiler  jpy*  +  2qye  +  rjs^  nennen 
wir  ambig,  wenn  er  zu  einem  der  drei  Falle  5  =  0,  2q—p 
oder  ssr,  jp  =  r  gehört,  und  wenn  zugleich  der  kleinere  der 
beiden  Eoefficienten  |>  und  r  gröfser  als  2  ist). 

11)  In  jedem  andern  Falle  sind  die  aus  demselben 
trinaren  oder  reciproken  Teiler  abgeleiteten  trinären.Werte 
von  c  von  einander  verschieden;  sie  sind  es  stets,  wenn  sie 
aus  zwei  verschiedenen  reciproken  Teilern  abgeleitet  sind. 

12)  Die  in  jedem  trinaren  oder  reciproken  Teiler  ent- 
haltenen Zahlen  gehören  stets,  ebenso  wie  die  Zahlen  c, 
zu  einer  der  Formen  4n  +  1,  4n  +  2,  8n  +  3.  Es  kann  in 
ihnen  keine  Zahl  von  der  Form  4n  oder  8n  -^  7  vor- 
kommen. 

13)  Ist  N  in  einem  reciproken  Teiler  der  Formel  ^-f-c«*, 
und  somit  c  in  einem  reciproken  Teiler  der  Formel  fi-^-Nu* 
enthalten,  so  sind  die  entsprechenden  trinaren  Werte 
von  N  und  c  in  beiden  Fällen  dieselben. 


317. 

Sats  18.  Jede  ungerade  Zahl,  mit  alleiniger  Ausnahme 
der  Zahlen  von  der  Form  8n  -{-  7,  ist  die  Summe  von  drei 
Quadraten. 

Dieser  Satz  ist  eine  sehr  einfache  Folgerung  aus  der  vorstehen- 
den  Theorie.  Denn  jede  ungerade  Zahl  c,  welche  nicht  von  der 
Form  8n  +  7  ist,  ist  entweder  von  der  Form  4n  +  1  oder  von  der 
Form  8n  -f-  3.  Mithin  ist  die  Formel  t*  -f-  cu^  unter  denen  anf 
Tafel  VIII,  welche  man  als  unbegrenzt  betrachten  muls,  enthalten. 
Durch  den  Satz  10  wird  aber  gezeigt,  dafs  jede  Formel  dieser  Tafel 
wenigstens   einen   reciproken   quadratischen   Teiler   hat,    und   durch 


-♦  j 


t». 
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Satz  12  wird  bewiesen,   dafs  dieser  Teiler  trinär   ist,  und  dafs  es 

somit  wenigstens   einen  entsprechenden  trin'aren  Wert  von  c  giebt. 

Mithin  ist  jede  ungerade  Zahl  von  der  Form  4n  -f-  1  und  8n  -f-  3 
die  Summe  dreier  Quadrate. 

318. 

Zugleich  folgt  aus  der  vorstehenden  Theorie,  dafs  auch,  wenn 
c  selbst  quadratische  Faktoren  hätte,  c  immer  als  Summe  von  drei 
Qaadraten^  welche  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben,  darge- 
stellt werden  könnte;  denn  wir  betrachten  als  trinäre  Formen  stets 
nur  diejenigen,  welche  dieser  Bedingung  genügen.  Die  Tafel  YIII 
enthält  keine  andern. 

So  hat  man  z.  B, 

81  =  8*  +  4«  +  1,  225  =  14«  +  5*  +  2*,  u.  s.  w. 

Hieraus  ersieht  man,  dafs  jede  Zahl  von  der  Form  4n  -{-  1  oder 
8»  -f"  3  wenigstens  eine  trinäre  Form  besitzt,  welche  ihr  eigentüm- 
lich und  von  denen  der  niedrigeren  Zahlen  unabhängig  ist. 

Der  Teil  dieses  Satzes,  welcher  sich  auf  die  Zahlen  von  der 
Form  8n  -\-  3  bezieht,  beweist,  dafs  jede  ganze  Zahl  die  Summe 
dreier  Trigonalzahlen  ist.  Dies  ist  der  berühmte  Fermatsche 
Satz,  dessen  wir  in  No.  155  Erwähnung  gethan  haben. 

319. 

SatB  14.  Jede  Zahl,  welche  das  Doppelte  einer  unge- 
raden Zahl  ist,  ist  die  Summe  dreier  Quadrate. 

Es  ist  dies  ebenfalls  eine  unmittelbare  Folge  der  Sätze  10  und 
12,  wenn  man  dieselben  auf  die  Tafel  YIII  anwendet;  überdies  er- 
kennt man  mit  Hülfe  dieser  Theorie,  dafs  die  in  Rede  stehende  Zahl 
von  der  Form  4n  -{-  2  stets  in  drei  Quadrate  zerlegt  werden  kann, 
welche  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben. 

320. 

ZxustB  1«     Wird  irgend  eine  Zahl,  welche  das  Doppelte  einer 

ungeraden  Zahl  ist,  mit  4a  -f-  2  bezeichnet,  so  kann  man  stets  der 

Gleichung 

Aa  +  2  =  x^  +  y^  +  js^ 

Genüge  leisten.     Aus  der  Form  der  linken  Seite  erkennt  man  aber, 
dafs  von   diesen   drei  Quadraten  x^,  j^,  e^  zwei   ungerade   und  eins 

26* 
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gerade  sein  mufs.    Setzt  man  daher  a?  ==»  JJ  +  3,  V  =^P  —  ?•  i»  =  2r. 

80  erhält  man: 

2a  +  1— i)«  +  2«  +  2rl 

Mithin  ist  jede  ungerade  Zahl. von  der  Form  jp^  +  S*  +  2r. 
Von  diesem  Satze  hatte  Fermat  behauptet,  daCs  er  den  Prim- 
zahlen von  der  Form  8n  -f*  "^  eigentümlich  sei.  Wie  man  siebte 
kommt  derselbe  aber  allen  ungeraden  Zahlen  zu,  und  man  wird 
ferner  stets  bemerken,  dafs,  selbst  wenn  die  betreffende  Zahl  darch 
eine  Quadratzahl  teilbar  wäre,  man  doch  immer  voraussetzen  darf, 
dafs  die  drei  Quadrate  jp^,  q\  r^  keinen  gemeinschaftlichen  Teil» 
haben« 

321. 

ZuMkts  2*  Eine  beliebige  ganze  Zahl  läfst  sich  stets  durch  eine 
der  Formeln  (2a  +  1)2*«,  (2a  +  1)2*«+ *  darstellen.  Gehort  die- 
selbe zur  ersten  Form,  so  ist  sie,  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze, 
von  der  Form  2*"(jp*  +  2^  +  2r*);  gehört  sie  zur  zweiten,  so  ist  sie 
von  der  Form  2*"(p*  +  g*  +  r*).     Mithin: 

Jed^  ganze  Zahl,  oder  wenigstens  das  Doppelte  der- 
selben, ist  die  Summe  von  drei  Quadraten. 

322. 

Sats  15.  Ist  ^eine  beliebige  Zahl  von  einer  der  Formen 
4n  +  1>  4n  +  2,  8n  +  3,  welche  alle  ungeraden  Zahlen  oder 
das  Doppelte  derselben  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Zahlen 
von  der  Form  8n -{~  7  umfassen,  und  bezeichnet  man  mit  i 
die  Anzahl  der  ungeraden  und  ungleichen  Primfaktoren« 
welche  in  N  aufgehen,  so  ist  die  Anzahl  der  trinären 
Formen  von  N  stets  gleich  einem  Vielfachen  von  2'*~*  und 
daher  nicht  kleiner  als  2**""*. 

Es  sei  nämlich  m  -}-  n  die  Anzahl  der  reciproken  Teiler  von 
t^  -{-  Nu^,  und  zwar  gebe  es  unter  diesen  m  ambige  und  n  nicht 
ambige.  Jeder  nicht  ambige  reciproke  Teiler  kann  in  2*~'^  trinäre 
Formen  zerlegt  werden,  denen  eine  gleiche  Anzahl  von  einander  ver- 
schiedener trinärer  Formen  von  N  entspricht.  Jeder  ambige  Teiler 
kann  ebenso  in  2*~^  trinäre  Formen  zerlegt  werden;  da  jedoch  je 
zwei  von  diesen  gleichen  trinären  Werten  von  N  entsprechen,  so  ist 
die  Anzahl  der  letzteren  nur  gleich  2*~*.  Wird  daher  die  Gesamt- 
zahl der  trinären  Werte  von  N  mit  x  bezeichnet,  so  erhält  man: 

a:  =  2'-2(2n  +  m). 


§  3.     Auf  die  trinären  quadratischen  Teiler  bezügliche  Sätze. 
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Mithin  ist  diese  Anzahl  niemals  kleiner  als  2*"^  und  im  All- 
gemeinen ein  Vielfaches  von  2*~'.  Ist  i  ==^  1^  so  reduciert  sich  die 
Formel  auf  o; »» n,  da  es  in  diesem  Falle  keinen  ambigen  Teiler 
geben  kann. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  Zahl  9225  «»  3^  •  ö^  •  41  an 
and  beachtet  man^  dafs  die  Formel  t^  -|-  9225u^  iunf  reciproke  Teiler 
hat,  von  denen  zwei  ambig  sind^  so  hat  man  m  ==  2,  n  =»  3^  i  =  3. 
Mithin  ist  die  Anzahl  der  trinären  Formen  von  N  gleich 

2(6  +  2)  =  16, 

und  dies  wird  durch  die  folgende  Tafel  bestätigt: 

95*4-1424.  2*  85^  +  44^+  8*  I  80^+53*+  4«  [  70*  +  58*+3l« 
94*4. 172+ 10«  83«  +  44«  +  20«  I  80*+52*+lP  i  70^  +  47^  +  462 
92*+20«+19«  82*  +  50*+  1-  79- +  50^ +  22^  67* +56^+402 
88«+35*+162  .  82«  +  49*+10^     76«  +  43«+40«  1  652+62«+34^ 


323. 

Hieraus  kann  man  ein  ziemlich  leichtes  Verfahren  zur  Er- 
mittlung einer  Zahl,  welche  beliebig  viele  trinäre  Formen 
besitzt,  ableiten.  Soll  diese  Zahl  nicht  weniger  als  eine  ge- 
gebene Anzahl  von  trinären  Formen  besitzen,  so  braucht  man 
nur  eine  gewisse  Anzahl  von  ungleichen  Primfaktoren  mit  einander  zu 
moltiplicieren.  Soll  z.  B.  eine  Zahl  wenigstens  32  trinäre  Formen 
besitzen,  so  wird  diese  Zahl,  wenn  man  sie  aus  sieben  Faktoren  zu- 
sammensetzt, sicher  der  Aufgabe  genügen,  wofern  sie  nicht  von  der 
Fonn  SU  +  7  ist.  Eine  solche  Zahl  ist  z.  B.:  3  .  5  .  7  .  11  .  13  .  17  .  19, 
und  diese  ist  von  der  Form  8n  +  5. 

Wijl  man  aber,  dals  die  gesuchte  Zahl  genau  eine  bestimmte 
Anzahl  von  trinären  Formen  besitze,  so  bedarf  es,  um  zu  diesem 
Ziele  zu  gelangen,  einiger  Versuche.  Soll  z.  B.  o;  »>  20  sein,  so  kann 
man  1  »■  4  und  2n  +  m  «=3  5  setzen;  alsdann  hat  man  nur  noch 
unter  den  einfachsten,  aus  vier  ungleichen  Primfaktoren  zusammen- 
gesetzten Zahlen,  welche  nicht  von  der  Form  8n  +  7  sind,  diejenige 
tu  bestimmen,  welche  entweder  drei  reciproke  Teiler,  von  denen  einer 
ambig  ist,  oder  vier  reciproke  Teiler,  von  denen  drei  ambig  sind, 
besitzt    In  diesen  beiden  Fällen  ist  nämlich  in  gleicher  Weise: 

2n  +  m  =  5. 


Tafel  I. 

Die  einfaoliateii  Ausdrücke  der  Formeln  L^  -f-  2Myz  -f-  N^  ffir  all« 
Werte  der  nichtquadratischen  Zahl  A-^'M* —  LN  von  ^  =  2  bis 

A  =  136. 


1               — ==; 

Zahl  A 

2 
3 
5 
6 
7 
8 

Reducierte  Formel. 

y*—    2«* 

+  (  y»  -    3««) 
y«—    ö«« 
+  (  y«  -    6««) 

+  (  y*  —  7««) 

+  (  y«  -    8««) 

y«  —  10«« 
2y«-    5«« 

Zahl  ^. 

31 
32 
33 

Redncierte  Formel. 

+  (  y«  -  31««) 
+  (  y»  —  32««) 
+  (  y«  -  33««) 

34 

+  (  y«  —  34««) 

+  (3y'  +  2y«-llr') 

35 

+  (  y«  -  36««) 
+  (5y«-    7««) 

10 

37 

y«       37«» 
3y«+  2y«— 12r 

11 
12 
13 
14 

15 

+  (  y«-ll^«) 
+  (  y«  —  12««) 
y«  —  13«« 
+  (  y«  -  14««) 

38 

+  (  y«  —  38««) 

39 

+  (  y«  -  39««) 

+  (2y«  +  2y«— 19ri 

+  (  y«  -  15««) 
4-(3y«-    5««) 

40 

+  (  y«  -  40«*) 
+  (6y«-    8««) 

17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 

y«  —  17«« 
+  (  y«  -  18««) 
+  (  y«  -  19««) 
+  (  y«  —  20««) 
+  (  y«-21««) 
4-  (  y«  —  22««) 
+  (  y»  -  23««) 

41 

y«-41«« 

42 

4-  (  y«  -  42««) 
+  (2y»— 21«») 

43 
44 
45 
46 
47 

4-(  y«-43««) 
+  (  y«  -  44««) 
4-  (  y«  -  46««) 
+  (  y«-46««) 
+  (  y«  —  47««) 

+  f  y«  — 48««) 
+  (3y«  —  16«») 

24 

4-  (  y»  —  24««) 
+  (3y«-    8«») 

26 

y«  — 26«« 
2y«  —  13«« 

48 

27 

28 
29 

+  (  y«  -  27««) 
+  (  y»  —  28««) 
y«  —  29«« 

50 

y«  —  50«« 
2y«  —  25«» 

30 

+  (  y»  -  30««j 

+  (2y«  —  lö««) 

51 

+  (  y«  -  51««) 
+  (3y«  -  17««) 
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Zahl  A 

Redttcierte  Formel. 

Zahl^. 

Rednäerte  Formel. 

52 
53 
54 

+  (  y»  -  62*») 
ff*  —  58«* 
±{p*-  54««) 

76 

+  (  y*  -  75«*) 
4-  (3y«  -  25«*) 

76 
77 

4-  (  y*  -  76«*) 
+  (  y*  -  77«») 

55 

+  (  y«-55«») 

+  (2»*+2y«-27««) 

78 

+  (  y*  -  78«») 
4-  (2y*  -  39«») 

56 

+  (  j,«  -  56«*) 

79 

+  (  y*  -  79«*) 

+  (3y*  +  2y«  -  26«*) 

57 

4-  (  y*  -  67«*) 

80 

4-  (  y*  —  80«*) 
+  (6y*  -  16«*) 

58                    y*  —  58£?« 

A  ..2           nn  Ji 

Äjf    —  jiv;^ 

82 

y»  —  82«* 
2y*  —  41«* 
3y*4-2y«— 27«* 

59 

+  (  y»  -  69«») 

60 

1     +  (  y*  -  60«*) 
+  (3y*  —  20«*) 

83 

4-  (  y*  -  83«*) 

61 
62 

y*  -  61«* 
4-  (  y*  -  62«*) 

84 

+  (  y*  -  84«*) 
4-  (7y«  -  12«») 

63 

+  (  y*  -  63«*) 
+  (7y»-    9«*) 

85 

y*  —  85«» 
3y*  +  2y«— 28«* 

65 

y*-  66«» 
5y»  —  13«« 

86 

4-  (  y»  -  86«») 

87 

4-  (  y*  -  87«*) 
+  (3y*  —  29«*) 

66 

+  (  y*  -  66«*) 
4-  (3y*  -  22«*) 

88 

4-  (  y*  -  88«*) 
+  (8y*  -  11«*) 

y*-89«* 

67 
68 
69 

+  (  y»  -  67«») 
4-  (  y*  -  68«*) 
+  (  y*  -  69«*) 

89 

90 

+  (  y*  -  90«») 
4-  (2y*  —  45««) 

70 

+  (  y*  -  70«*) 
+  (2y»  —  35«*) 

91 

+  (  y»  -  91«*) 
+  (7y*  -  13«») 

71 

4-  (  y*  -  71«») 

72 

4-  (  y«  -  72«») 
4-(4y*  +  4y«-17«*) 

92 
93 
94 

4-  (  y*  -  92«*) 
+  (  y»  -  93«*) 
4-  (  y»  —  94«») 

73 

y*  — 73«* 

74 

y*  —  74«* 
2y*  —  37«' 

96 

+  (  y»  -  95«*) 

+  (2y*  +  2y«  -  47«») 
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Zahl  A. 


96 


97 
98 

99 


101 


102 


103 
104 


105 


106 


107 
108 
109 


110 


111 


112 


113 


114 


115 


Redacierte  Formel. 


+ 

4- 


+ 
+ 

+ 


± 
4- 


+ 


± 
+ 


+ 
+ 


± 
+ 


-t 
± 

+ 


± 
+ 


± 
± 

+ 
+ 


y^  —  96«*) 
3y»  —  32«*) 


y*  —  97ir* 
y»  —  98  Ä*) 

y*  -  99«*) 
9y»—  \\z^ 

7y*  +  2»«  — 


14«») 


Zahl.^. 

116 
117 
118 

119 


Redacierte  Formel. 


4y'  + 


101«» 

2y«  —  25«» 


3y»- 


y»- 


102«») 
34«») 

103«») 


y'- 

8y»- 


104«») 
13«») 


y*- 

3y»  — 


105«») 

35«») 


2y»_ 


106«» 
63«» 


y*- 
y*- 
y»- 


107«») 
108«») 
109«» 


y*- 

2y«- 


110«») 
65«») 


y'- 
2y«  + 


111«») 

2y«  —  55«») 


y»- 
3y*  + 


112«») 
2y«  — 37«») 


y»  — 113« 


8 


y' 

3y» 


2 


y 
W 


114^*) 

38;?«) 

llö^^j 

23;?*) 


120 


122 


123 

124 

125 


126 


127 
128 
129 


130 


131 
132 
133 
134 


135 


136 


+  ( 

±( 
±(     y* 


y'- 


y'  — 


116£*) 
117;?*) 

118z*) 


8 


±(   y 

+  (  7y» 


119z*) 
17«») 


if    y» 

±(  3y» 
+  (  öy» 
+  (15y* 


120«») 

40«») 

24««) 

8«*) 


2y»_ 


122«* 
61«» 


+  (   y» 

±(  3y» 


123«f») 
41«^ 


+  (   y'- 


r  — 


124»») 
125«* 


+  (    y* 

±(  2y» 


126««) 
63»^ 


+  ( 
±( 
±( 


y*- 
y»- 
y'- 


127«*) 
128ä«) 
129««) 


y" 

2y» 

öy* 

lOy» 


130«« 
66«« 
26«« 
13«« 


± 
+ 
+ 


+ 
+ 

+ 

4- 


y»  —  131««) 
y*  —  132««) 
y»  —  133««) 
y»— 134««) 


y»  -  135««) 
5y»—    27«^ 

y*  —  136«*) 
8y*-  17«») 
3y*  +  2y«  — 45«») 
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Tafel  II. 

Die  einfkehsten  Ansdrttcke  der  Formeln  Ly*  -|-  Myz  + 1!{^,  in  denen  M 
ungerade  ist,  Ar  alle  Werte  von  B  =  M}  —  ALN  von  £  -=  5  bis 

B  =  305. 


Zahl  B. 


Redacierte  Formel. 


6 
13 
17 
81 
S9 
33 
87 
41 
46 
63 
67 
61 

66 

69 
73 

77 

86 

89 

93 

97 

101 

106 

109 
113 
117 
126 
129 
133 
137 
141 

146 

149 
163 
167 
161 

166 


±  (  y'  +  »« - 

+ 


( 


±( 
±( 


y'  + 
y'  + 
y*  + 
y*  + 
y'  + 
y'  + 

»•  + 

»•  + 

y'  + 
8y'  + 
(  y'  + 

y*  + 

y'  + 

y*  + 
»»*  + 

y'  + 
(  y'  + 

y*  + 

y'  + 
(  y'  + 
(8y'  + 

y'  + 

y'  + 
(  y'  + 

y*  + 
(y'  + 
(y*  + 

y'  + 
(y'  + 

y'  + 
2y'  + 
4y'  + 

y'  + 
±  {  y'  +  y«  - 


1^ 


± 

± 
± 


± 
± 


(I 


(  y'  + 
(  y'  + 

(  y*  + 


y« 
y^ 
yz 
y« 

yz 

y» 

yz 

y^ 
y» 
y^ 
y» 
y^ 
y^ 
y» 
y^ 

yz 

y^ 

yz 
yz 

y^ 
y^ 

y^ 

yz 

y^ 

yz 

yz 

y« 

y« 
y« 
y« 
y^ 

yz 

y« 
y« 
y« 
y« 

yz 
yz 
yz 
yz 


±  (3y*  +  3yjs  — 


-  3«» 

-  4«« 

6  IT«) 
75" 

82f") 

115«) 

135» 

145») 
16  5» 
165» 

85» 
175») 
185» 
195» 
215» 

75» 

225» 
285») 
245» 
265» 

265») 
185») 
275» 
285» 
295») 
315» 
325») 
835») 
345» 
365») 
365» 
185» 
95« 
375» 
385») 
395») 
405») 
415») 
135») 


Zahl  B. 


173 
177 
181 

185 

189 
193 
197 
201 

206 

209 
213 
217 

221 

229 

233 
237 
241 
246 
249 
258 

257 

261 

265 

269 

273 

277 
281 

285 

293 
297 
801 

305 


Redacierte  Formel. 


I 


I 


±( 

± 
± 


( 
( 


I 


y* 

±(  y' 

y" 

y' 

2y» 

±(  y' 
y* 
y* 
y' 
(  y* 
(8y» 

±(  y" 
±(  y" 
±(  y* 
±(  y* 

±(6y" 
y' 

3y» 

y' 
±(  y* 
y* 
y* 
y' 
y* 
y* 

2y* 

±(  y' 
y* 

2y» 

y' 

±(  y' 

±(2y» 

y' 

y' 

±(  y* 

±(3y» 

y* 
±(  y' 
±(  y* 
±(  y' 
±(2y* 


±( 
±( 
±( 


+  yz 

+  y-» 

+  y» 

+  yz 

+  y« 

+  y4 

+  y« 

+  yz 

+  yz 

+  yz 

+  y* 

+  y-s 

+  yz 

+  yz 

+  yz 

+  yz 

+  yz 

+  yz 

+  yz 

+  yz 

+  y^ 

+  y^ 

+  yz 

+  y^ 

+  yz 

+  y^ 

+  y^ 

+  yz 

+  y^ 

+  yz 

+  y« 

+  y« 

+  yz 

+  yz 

+  yz 
+  ^yz 

+  y^ 

+  yz 

+  y^ 

+  yz 

+  y« 


435» 

445») 
465» 

465» 
235» 

475») 

485» 

495» 

505») 

515^ 

175») 

525») 

685») 

545^ 

565») 

115») 

675» 

195» 

585» 

595») 

605» 

615») 

625») 

685») 

645» 

325» 

655») 

665» 

335» 

675» 

685») 

345») 

695» 

705» 

715») 

235») 

735» 

745») 

765») 

765») 

385») 
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Tafel  III. 
Teiler  der  Formel  t*  —  au\ 


FormeL 

Quadratische  Teiler.                   Lineare  ungerade  Teiler. 

1 

<*—    2m» 

y»-    2«» 

8a; +1,  7. 

12a;+    1 
12a;+ll. 

«*-:-    3m* 

/—    3«* 
3«*-      y* 

<*-    5m* 

y*-    5^ 

20a; +1,  9,  11,  19. 

<*-    6m* 

6«*—      y* 

24a; +1,  19 
24a;  4- 5,  23. 

<*—    7m* 

y*-    7«* 
7«*—      y* 

28a; +1,     9,  25 
28a;  4- 3,  19,  27. 

<*  —  10m* 

y*  —  10«* 
2y»         5«* 

40a; +1,     9,  31,  39 
40a;  4- 3,  13,  27,  37. 

^-llM* 

y»  — 11«* 
11«*—     y* 

44a;  +  1,     5,     9,  25,  37 
44a;  4- 7,  19,  36,  39,  43. 

<«  -  13m* 

y*  —  13«» 

52a; +1,  3,  9,  17,  23;    25,   27,  29, 
35,  43;    49,  51. 

<*  -  Um* 

y*  — 14«» 
14««—     y» 

56a; +1,     9,  11,  25,  43,  51 
56a;  4- ö,  13,  31,  45,  47,  56. 

<*—  lÖM* 

y«  — 15«» 

15«»  -      y» 

3y»—    5«« 

5««—    3y» 

60a;  +    1,  49 
60a;  4- 11,  59 
60a;  4-    7,  43 
60a; +17,  53. 

/*— 17m» 

y»  — 17«« 

68a;  +  1,  9,  13,  15,  19;  21,  26,  33, 
35,43;  47,49,53,56,59;  67. 

<«-19m* 

y«  — 19«» 
19«*  —      y» 

76a; +1,  5,   9, 17,25;  45,49.  61,73 
76a;  + 3,15,27,31,51;  59,67,  71,75. 

<*— 21m« 

y»  —  21«* 
21«»—      y* 

84a; +  1,  25,  37,  43,  67;  79 
84a; +  6,  17,  41,  47,  69;  83. 

e  —  22m» 

y»— 22«» 
22«»—      y» 

88a; +1,  3,  9,  25,  27;   49,  59,  67, 

75,  81 
88a;  +  7,  13,  21,  29,  39;  61,  63,  79, 

85,  87. 

Tafel  III. 


395 


FormeL 

Qnadratiadie  Teiler. 

Lineare  angerade  Teiler. 

i-       23  m* 

> 

y*  — 23«* 
23«*  —      y* 

92a;  +  1,  9,  13,  25,  29;  41,  49,  73, 

77,  81;  85 
92a;  +  7,  11,  15,  19,  43;  51,  63,  67, 

79,  83;  91. 

<*  —  26«* 

1 

y*       26«* 
2y*  —  13«* 

104a;  +  1,  9,  17,  23,  25;  49,  56,  79, 

81,  87;  95,  103 
104a; +5,  11,  19,  21,  37;   45,  59, 

67,  83,  85;  93,  99. 

r*  —  29»* 

1 

y«  —  29«* 

116a; +  1,  5,  7,  9,  13;  23,  25,  33, 
35,  46;  49,  51,  53,  57,  59; 
63,   65,  67,  71,  81;  83,  91, 
93,  103,  107;  109,  111,  115. 

<*  -  30u* 

y*       30«* 

30«*—     y* 

2y*  —  15«» 

16«*—   2y» 

120a;  +    1,  19,     49,     91 
120a; +  29,  71,  101,  119 
120a; +  17,  83,  107,  113 
120a;  +    7,  13,     37,  103. 

<*— 3lM* 

/*— 33u» 

y*  — 31«* 
31«»  —     y« 

124a;  +  1,  5,  9,  25,  33;  41,  45,  49, 
69,81;  97,101,109,113,121. 

124a;  +  3,  11, 15,  23,  27;  43,  55, 75, 
79,83;  91,99,115,119,123. 

y»-33«» 
33«»  —     y» 

132a; +1,  25,  31,  37,  49;    67,  91, 
97,  103,  116 

132a; +17,  29,  35,  41,  65;  83,  95, 
101,  107;  131. 

<*  -  34i«« 

y*  — 34«* 
34«*-      y» 

3y»  +  2y«— 11«« 
11«*  — 2y«—  3y* 

\  136a;+  1,  9,  15,  25,  33;  47,  49, 55, 
1              81,  87;    89,  103,  111,  121, 

127;  135 
\  136a?+  3,  5,  11,  27,  29;  37,  45,  61, 
j              75,  91;    99,  107,  109,  125, 

131;  133. 

«*— 85«^ 

y«  — 36«* 

35«*—     y» 

6y*—   7«» 

7«*—   5y» 

140a;  +    1,     9,  29,     81,  109;  121 
140a;+19,  31,  59,  111,  131;  139 
140a; +13,  17,  33,     73,    97;  117 
140a; +  23,  43,  67,  107,  123;  127. 

396 


Tftfel  Iir. 


Formel. 

Quadratische  Teiler. 

Lineare  ungerade  Teiler. 

<» 

-  37«* 

y«  — 37;5« 

U48fl;+1,  3,  7,  9,  11;    21,  25,  27, 
1            33,   41;    47,   49,   53,   63,  65; 

Sy^  +  2yz-12z^ 

67,  71,  73,  75,77;  81,83,85, 

95,   99;    101,   107,  115,  121, 

123;  127,  137,  139,  141,  145; 

147. 

fi- 

-38  m* 

y^  —  38x?* 

152a; +  1,  9,  11,  17,25;  35,43,49, 
73,81;  83,99,115,121,123; 
129,  137,  139 

38r«  —     y« 

152a: +  13,  15,  23,  29,  31;  37,  53, 

) 

69,  71,  79;  103,  109,  117, 
127,  135;  141,  143,   151. 

<»■ 

-  39  a* 

/  — 39;^» 

156a;  +    1,  25,  49,     61,  121;  133 

39 -f*          y» 

156a; +23,  35,  95,  107,  131;  155 

2y*  +  2y;f— 19«* 

156a;  +    5,  41,  89,  125,  137;  149 

19«*  — 2y«—    2y* 

106a;  +    7,  19,  31,     67,  115;  151. 

<*■ 

-41a* 

y*      41«» 

164a; +1,  5,  9,  21,  23;  25,  31,33, 

37,  39;   43.  45,  49,  51,  57; 

59,   61,  73,  77,  81;   83,  87, 

91,  103,  105;  107,  113,  115, 

119,  121;  125,  127,  131,133, 

139;   141,  143,  155,  159,  163. 

«»- 

-42a* 

y*  — 42«* 

168a;  +    1,  25,  79,  121,  127;  151 

42«*-     y* 

168a;+17,  41,  47,     89,  143;   167 

2y*  — 21«* 

168a; +11,  29,  53,  107,  149;  155 

21«*—  2y* 

168a:+13,  19,  61,  115,  139;  157. 

t*- 

43  a* 

y*-43«* 

172a;  +  1,  9,  13,  17,  21;  41,  49,  53, 

57;    81,   97,   101,  109,   117; 

121,  133,  145,  153,  165;  169 

43«»—     y* 

172a;  +  3,  7,  19,  27,  89;  51,  55,  63, 

71,   75;    91,   115,   119,   123, 

131;  147,  151,  155,159,  163; 

171. 

Tafel  III. 


397 


Formel. 


QaadratiBche  Teiler. 


/*  —  46« 


2 


(^—41U' 


2 


fi—blu' 


(^  —  Ö3u* 


t^—bbu' 


/  —  46i?^ 


46iP*—    V 


/  — 47;^ 


47iP*—      y* 


3/ 

17;^ 


3S^ 


y*  — 53^^ 


Lineare  ungerade  Teiler. 


27g^—2yz—    2yr 


184ir+l,  3,  9,  26,  27;  36,  41,  49, 
59,  73;  76,  81,  106,  121, 
123;  131,  139,  147,,163,  169; 
177,  179 

+  ö,  7,  15,  21,37;  45,53,61, 
63,  79;  103,  109,  111,  125, 
135;  143,  149,  157,  159,  175; 
181,  183. 


184ar 


188x4-  1,  9,  17,  21,  25;  37,  49,  53, 

61,  65;  81,  89,97,101,  121; 

145,  149,  153,  157,  165;  169, 

173,  177 

188a:+ll,  15,  19,  23,  31;  35,  39, 

43,67,87;  91,99,107,123, 

127;  135,139,151,163,167; 

171,  179,  187. 


204  a; 
204  ic 
204ir 
204  a: 


+  1,  13,  25,  49,  121;  145, 
157,  169 

+  35,  47,  59,  83,  155;  179, 
191,  203 

+  7,  31,  79,  91,  139;  163, 
175,  199 

+  5,  29,  41,  65,  113;  125, 
173,  197. 


212a; 


+  1,  7,  9,  11,  13;  15,  17,  25, 

29,  37;  43,  47,  49,  67,  59; 

63,  69,  77,  81,  89;  91,  93, 

95,  97,  99;  105,  107,  113, 

115,  117;  119,  121,  123,  131, 

135;  143,  149,  153,155,163; 

165,  169,  175,  183,  187;  195, 

197,  199,  201,  203;  205,  211. 


220a; 
220a; 
220a; 
220x 


+  1,  9,  49,  69,  81;  89,  141, 
169,  181,  201 

+  19,  39,  51,  79,  131;  139, 

151,  171,  211,  219 

+  13,  17,  57,  73,  117;  153, 

173,  193,  197,  217 

+  3,  23,  27,47,67;  103,  147, 
163,  203,  207. 
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Tafel  Iir. 


Formel. 

QuadrstiBcbe  Teilur. 

Lineare  ungerade  Teiler. 

y*       57«» 

228a; +  1,    7,   25,   43,  49;    55,  61, 

73,  85,  115;  121,  139,  157, 

163,  169;  175,  187,  199 

57«*          y* 

228a: +29,  41,  53,  59,  65;  71,  89, 
107,113,  143;  155,167,173, 

<«       58m« 

179,  185;  203,  221,  227. 

/       68«* 

232a:  +  1,  7,  9,  23,  25;  33,  49,  57, 

"• 

63,  65;  71,  81,  103,  111,121: 

129,  151,  161,  167,169;  175, 

183,  199,  207,  209;  223,  225, 

231 

2y*       29«* 

232a? +  3,   11,  19,  21,  27;    37,  43, 

61,  69,  75;  77,  85,  99,  101, 

131;  133,  147,  155,  157,163; 

171,  189,  195,  205,  211;  213, 

<*       59  m* 

f  -  59;f2 

221,  229. 

236a: +1,  5,  9,  17,  21;  25,  29,  41, 

45,  49;  53,  57,  81,  85,  105; 

121,  125,  133,  137,  145;  153, 

169,  181,  189,  193;  197,  205, 
213,  225 

59^^—      ^ 

236a: +  11,  23,  31,  39,  43;  47,  55, 

67,   83,   91;   99,    103,  111, 

115,131;  151,155,  179,183, 

187;  191,  195,207,211,215; 

t^      61m* 

219,  227,  231,  236. 

f       6U^ 

244X+1,   5,   7,  9,  11;  13,  23,  25, 

31,  35;    41,  43,  45,  49,  51; 

55,  57,  59,-  63,  65;    67,  71, 

73,   77,  79;   81,  87,  91,  97, 

99;  109,  111,  113,  115,  117: 

121,  125,  137,  139,  141;  143, 

149,  151,  155,  169;  161,  169, 

175,  191,  197;  205,  207,  211, 

215,  217;  223,  225,  227,229, 

241. 

Tafel  III. 


399 


Formel. 

Quadmtiache  Teiler. 

Lineare  uogeiade  Teiler. 

^—62«* 

y»_62«* 

248a:  +  1,  9,  19,  25,  33;  35,  41,  49, 

51,  59;  67,  81,  97,  103,  113; 

121,  129,  131,  163,169;  171, 

187,  193,  195,  211;  219,225, 

227,  233,  235 

62i^—     y* 

248a? +13,  15,  21,  23,  29;  37,  53, 

55,61,77;  79,85,117,119, 
127;  135,  141,151,167,181; 
189,197,  199,207,213;  215, 

223,  229,  239,  247. 

f-  —  65  k« 

y»  — 65«* 

260X+  1,  9,  29,  49,  51;  61,  69,  79, 

81,  101;  121,  129,  131,139, 
159;  179,  181,  191,  199,  209; 
211,  231,  251,  259 

5y»-13«* 

260a; +7,   33,  37,  47,  57;    63,  67, 

73,83,93;  97,123,137,163, 

167;  177,  187,  193,  197,  203; 

213,  223,  227,  253. 

/*  -  66u* 

y*-66«* 

264a; +1,  25,  31,  49,  97;  103,  169, 
199,  223,  247 

66«*  -     y* 

264a; +  17,  41,   65,   95,   161;    167, 
215,  233,  239,  263 

3y*— 22^* 

264a; +  5,   53,   59,    125,   155;   179, 
203,  221,  245,  251 

1 

22«*—   3y* 

264a;  +  13,  19,  43,  61,  85;  109, 139, 
205,  211,  259. 

l'      67«* 

y*  — 67«* 

268a;  +  1,  9,  17,  21,  25;  29,  33,  37, 

49,  65;   73,  77,  81,  89,  93; 

121,  129,  149,  153,  157;  169, 

173,  181,  189,  193;  205,  217, 

225,  237,  241;  257,261,265. 

67«*-     y* 

268a; +  3,  7,  11,  27,  31;  43,51,63, 

75,  79;  87,  95,  99,111,115; 

119,  139,  147,  175,  179;  187, 

191,  195,  203,  219;  231,  235, 

239,  243,  247;  251,  259,  267. 

400 


Tafel  III. 


Formel. 

Qaa4lratiBche  Teiler. 

Lineare  ungerade  Teiler. 

("       691** 

^  — 69;r* 

276X+1,   13,  25,  31,  49;    56,  73, 
85,  121,  127;  133,  139,  151, 

« 

163,  169;  187.  193,  211,  223, 
259;  265,  271 

69;?*-      y* 

276a?  4- 5,    11,  17,  53,  65;    83,  89, 

107,  113,  125;  137,  143,  149, 
155,  191;  203,  221,  227,  245, 

y*  — 70^ 

251;  263,  275. 

t*  -  70m* 

280a; +1,   9,  11,  51,  81;    99,   121, 

169,  179,  211;  219,  249 

70«*          y* 

280a? +  31,  61,  69,  101,  111;   159, 
181,  199,  229,  269;  271,  279 

2y*  -  35«* 

280a? +23,   37,   53,   93,   127;    183, 
197,  207,  247,  253;  263,  277 

35«*—    2y* 

280a? +  3,   17,  27,  33,  73;    83,  97, 

'* 

153,  187,  227;  243,  257. 

<*-?!«*        y^-TU« 

284a?  +  1,  5,  9,  25,  29;  37,  45,  49, 

1 

57,  73;  77,  81,  89,  101,  109; 

1 
1 

121,  125,  129,  145,  157;  161, 

169,  185,  217,  221;  225,  229, 

233,  237,  245;  249,  253,  261, 

273,  277 

71«*-     y* 

284a?+7,   11,  23,  31,  35;    39,  47, 

51,  55,  59;   63,  67,  99,  115, 

123;  127,  139,  155,  159,  163; 

175,  183,  195,  203,  207;  211, 

227,  235,  239,  247;  255,  259, 

<*       73«* 

275,  279,  283. 

y*  —  73«* 

292a? +1,  3,  9,  19,  23;  25,  27,  35, 

37,  41;   49,  55,  57,  61,  65; 

67,   69,  71,  75,  77;    79,  81, 

85,89,91;  97,  105,109,111, 

119;  121,  123,  127,  137,  143; 

145,  147,  149,  155,  165;  169, 

171,  173,  181,  183;  187,  195, 

201,  203,  207;  211,  213,  215, 

217,  221;  223,  225,  227,  231, 

235;  237,  243,  251,  255,  257;  , 

265,  267,  269,  273,  283;  289, 

291. 

Formel. 

Lineare  nugerade  Teiler. 

y'-Uj^ 

296^+1,  7,  9,  25,  33;  41,  47,49, 

03,  65;    71,  73,  81,  95,  121; 

127,  137,  145,  151,15!);  169, 

175,  201,  215,  223;  225,231, 

233,  247,  249;  255,  263,  271, 

287,  289;  295 

aj'  —  STr' 

296i-  +  5,  13,  19,  29,  35;  43,45,  51,  ! 
59,  61;  69,  91,93,109,117; 
125,  131,  133,  163,  165;  171, 
179,  187,  203,  205;  227,235, 
237,  245,  251;  253,  261,267, 

f-nu- 

277,  283;  291. 

y^-77s* 

308a;  +  1,  9,  15,  23,  25 ;  37,  53,  67, 

71,   81;    93,    113,    135,  141, 

165;  163,  169,  177,  179,191; 

207,  221,  22^,  235,247;  255, 

267,  289,  291,  295 

772*  -      / 

308a! +  13,  17,  19,  41,  53;  61,  73, 
83,  87,  101;  117,  129,131, 
139,  145;  153,  167,173,195, 
215;  227,237,241,255,271; 

283,  285,  293,  299,  307. 

r--78tr 

y»-78r* 

3123;+ 1,  25,43,49,121;  139,211, 
217,  235,  259;  283,  289 

78^*-     / 

312a:  +  23,  29,  53,  77,  95;  101, 173, 
191,263,  269;  287,  311 

2y*-39«=' 

312a;+ll,  41,  59,  83,89;  137,161, 
203,  227,  275;  281,  305 

39«*-   2y* 

312X  +  7,  31,  37,  85,109;  151,175, 
223,  229,  253;  271,  301. 

H-79«^ 

/  -  79r* 

l31Ga;+  1,  5,  9,  13,  21;  25,  45,  49, 

26y  +  2yj-    32* 

1               65,  73;  81,  89,  97,101,105; 
117,  121,  125,  129,  141;  169, 
177,  181,  189,209;  213,225, 
241,  246,  253;  257,  269,273, 
277,  281;  289,  301,  309,313 

795*-    j/* 

13161  +  3,  7,  16,27,35;  39,43,47, 

Se*  -  2y;s  -  26#* 

1               59,  63;  71,  75,91,  103,107; 
127,  135,  139,  147,  175;  187, 
191,  195,  199,  211;  215,219. 
227,  235,  243;  251,  267,271, 
291,  295;  303,  307,311,315,  i 

I,  Zshl«Dtb»rla  L 
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Tafel  IV. 


Tafel  IV. 
Teiler  der  Formel  **  +  au^,  wo  a  eine  Zahl  von  der  Form  4«  +  1  ist 


Formel. 


<»+      u' 


<»+    5u« 


«*  +  13u 


2 


<»+17« 


i 


<*+2lM* 


<*  +  29  m' 


<*  +  33« 


2 


<*  +  37m 


8 


<*  +  41m' 


Quadratische  Teiler. 


J^+^ 


2y«  +  2i/^+    7ic* 


23^  +  2y^+    Ö^ 
3y'  +  2y;8:+    6;e^ 


y^  +  2yz+M!^ 
2y^  +  2yz  +  llz^ 

63^  +  0^-2?+    li? 


y^  +  2yz+^%i^ 


2y^+2yz+nz^ 


3«/2  +  2y;8f+14:Ä^ 

63/^  +  2yjef+    7j?^ 


Lineare  ungerade  Teiler. 


4a:+l. 


20ä:+1,  9 
20a? +  3,  7 


52a; +1,     9,  17,  25,  29;  49 
52«+ 7,  11,  15,  19,  31;  47 


I    68«  +  1,  9,  13,  21,  25;  33,  49,  53 
68«  +  3,  7,  11,  23,  27;  31,  39,  63 


84«+  1,  25,  37 
84« +  11,  23,  71 
84«+  5,  17,  41 
84« +19,  31,  55. 


|116« 
116« 


+  1,  5,  9,  13,  25;  33,  46,  49, 
53,  57;  65,  81,  93,  109 

+  3,  11,  15,  19,  27;  31,  39, 
43,  47,  65;   75,  79,  95,  99. 


132«+    1,  25,  37,  49,     97 

132« +  17,  29,  41,  65,  101 

132« +23,  47,  59,  71,  119 

132«  +    7,  19,  43,  79,  127. 


148«+  1,  9,  21,  25,  33;  41,  49,  53, 

65,  73;  77,81,85,101,121; 

137,  141,  145 

148« +15,  19,  23,  31,  35;  39,  43, 

51,  55,  59;  79,87,  91,103, 

119;  131,  135,  143. 


164«+  1,  5,  9,  21,  25;  33,  37,  45, 
49,  57;  61,  73,  77,  81,  105; 
113,  121,  125,  133,  141 

164«  +  3,  7,  11,  16, 19;  27,  35,  47, 
55,  63;  67,  71,  75,  79,  96; 
99,  111,  135,  147,  151. 


Formel. 

Quadratwche  Teiler. 

Ungerade  lineare  Teiler. 

f+53»' 
f*  +  57M* 
f'-t-ei«^ 

»■+    2,s+64«> 
VH-   2j,z+   er- 

29«+   2y.+  27«> 
16/+   2.v«+   3^ 

1212^  +  1,  9,  13,  17,25;  29,37,49, 

1              67,  69;   77,  81,  89,  93,  97; 

105,  113,  117,  121,  149;  153, 

165,  169,  197,  201;  205 

12121  +  3,   19,  23,  27,  31;   35,  39, 

1             51,  55,  67;   71,  76,  79,  83, 

87;  103,  111,  127, 139,  147; 

151,  167,  171,  179, 191;  207. 

»■+   2äi.  +  68." 
2/+   2»«+29«' 

3»"+  eji+aa^" 

6j^+   6y.+  ll^ 

228a! +  1,  25,  49,  61,  73;  85,  121, 

157,  169 
228»+  29,  41,  63,  66,89;  113, 173, 

186,  221 
228a;  +  31,   67,   79,  91,  103;    127, 

151,  211,  223 
228«+ 11,  23,  35,  47, 83;  119, 131, 

191,  215. 

»■+   2,1+62»' 
6j'+   Gj/j+Uf" 

2s»+   2J/I+31«" 
10J-+    6,.+   7^ 

1244»+!,  6,  9,  13,  26;  41,  46,  49, 
1              67,  66;  73,  77,  81,  97,  109; 

113,  117,  121,  126,  137;  141, 

149,  161,  169,  197;  205,  217, 

225,  229,  241 
1244«  +  7,  11,  23,  31,  36;    43,  51, 
1             66,   59,  63;   67,  71,  79,  87, 
91;  99,  111,  116,  139,  143; 

151,  155,  169,  175,191;  207, 

211,  216,  223,  227. 

f  +  CSu' 

,■+   25..+66«' 
9/  +  10j(2  +  10r' 
2«'+   2j,«  +  332" 
lrt/  +  109«+   5«* 
39«+   2»i  +  22«' 

C/+   29.+  11.' 

j  2601+1,   9,   29,  49,  61;  69,  81, 
i           101,  121,  129;  181,  209 
1260s:  +  33,  37,  57,  73,  93;  97,  137, 
i              177,  193,  197;  213,  263. 
260»  +  3,  23,  27,  43,  87;  103, 107, 

127,  147,  183;  207,  243 

260»+ 11,  19,  31,59,  71;  99,  III, 

119,  151,  171;  219,  239. 

1 


Formel. 

Qaadr&tische  Teiler. 

ungerade  lioeiire  Teiler. 

1'  +  69ii« 

)'+  2»«+70r' 

1276a;  +  l.  13,  25,  49,  73;  85,  121. 

13»"+   esi+   6«" 

1            133,  169,  193;  265 

6s'+   2,,+  H^ 

2761  +  5.  17,  53,  65,  89;  113,  125. 
137,  149,  221;  245. 

2f+   2ji«+35«> 

1276a:+35,  47,59,71,95;  119,131. 

Wi/+   iyi+   S«" 

i              167,  179,  215;  239 

10»'+   2yj+    7«" 

276a: +7,  19,  43,  67,  79?  91,  103, 
175,  199,  235;  247. 

('  +  731»' 

s'+   21,«+ 74«" 

1  2921  +  1,  9,  25,  37,  41 ;  49,  57,  61. 

2!f'+   Sj/j+a?«" 

1  65,  69;  77,  81,  85,  89,  97; 
105,  109,  121,  137, 145;  149, 
165,  169,  173,  181;  201,  213, 
217,  221,  225;  237,  257,  265, 
269,  273;  289. 

7,/'+10j«+14«> 

2923:  +  7,   11,  15,  31,  39;   43,  47, 
51,   69,  63;  83,  87,  95,  99, 
103;  107,  115,  131,  135,  139; 
151,  159,  163,  167,  175;  179, 
191,  199,  239,  247;  259,  263. 
271,  275,  279;  287. 

i'  +  n„' 

/+   2j,«+78«' 

1308a;+l,   9.  25,  37,   53;    81,   93. 

9!(»+14y.  +  14«' 

1  113,  137,  141;  169,  177,221, 
225,  289 

139>+   2j«+   C«" 

308a;  +  13, 17,  41,  73,89;  101,117, 
129,146,149;  173,241,257, 
285,  293. 

2,"+   2j,«+39«> 

13081  +  39,43,61,79,95;  107,12.1, 

18j'+U!,.+   7«" 

1              127,  151,183;  211,219,239, 
263,  303 

2C.»«+   2!,«+   31" 

308»  +  3,  27,  31,  47,  69;  75,  103, 
111,  115,  159;  199,  223,243, 
251,  279. 

Tafel  IV. 


405 


Formel. 

Quadratische  Teiler. 

Ungerade  lineare  Teiler. 

f+S5u^ 

y*+   2ife  +  86e* 

340a;  +  1,  9,  21,  49,  69;  81,89, 101, 
121,  149;  161,  169,  189,  229, 

281;  321 

6y*4-10y«  +  22«* 

340a; +  37,   57,   73,  97,  113;   133, 
173,  177,  193,197;  233,277, 
313,  317,  333;  337 

2y»+    2y^+43z* 

340a;  +  43,  47,  67, 83, 87;  103, 123, 
127,  183,  203;  223,247,263, 
287,  307;  327 

10/+10yz+llr* 

340a; +11,  31,  39,  71,  79;  91,  99, 
131,  139,  159;  199,211,231, 

'*+89m'' 

279,  299;  311 

y*+   2y«  +  90«« 

2y*+   2yÄ  +  45z* 

5y*+    2y«  +  18Ä« 

10y»+  2pe+   9r* 

|356a;+l,  5,  9,  17,  21;  25,  45,  49, 
53,  57;    69,  73,  81,  85,  93; 
97,  105,  109,  121,  125;  129, 

^            133,  153,  157,  161;  169,173, 
177,  189,  217;  225,  233,  245, 

249,  257;  265,  269,  277,  285, 

289;  301,  309,  317,  345 

3y*+   2yir  +  30«* 

6y*4-   2yz  +  15z* 
7«/»+   6y^  +  14z* 

1  356a;  +  3,  7,  15,  19,  23;  27,  31,  35, 

43,  51;  59,  63,  75,  83,  95; 

103,  115,  119,127,135;  143, 

147,  151,  155,  159;  163,171, 

175,  191,  207;  211,  215,219, 

239,  243;  255,  279,  291,  295,  | 

1 

'-+   93  m*  1 

315;  319,  323,  327,  343. 

f/'\-   2yz  +  dAz^ 

372a;+l,  25,  49,97,109;  121,133, 
157,  169,  193;  205,  253,  289, 

349,  361 

. 

ny^+  6y^+   Qz^ 

372a;  +  17,  29,  53,  65,  77;  89,  137, 
161,185,  197;  209,2^9,305, 
353,  365 

2/+   2yz  +  A7z' 

372a;  +  35,  47,  59,  71, 95;  107, 131, 
143,191,227;  287,299,311, 
335,  359 

34^/-+    6yzr+    3^:^ 

372a; +  43,   55,  79,  91,  115;    127, 
139,151,199,223;  247,259, 
271,  331,  367 

406 


Tafel  IV. 


Formel. 

Quadratische  Teiler.                   Ungerade  lineare  Teiler.                 | 

f'-}-    97«« 

f/+   ^yz  +  QSz" 

. —            1 

1388a;+l,  9,  25,  33,49;  53,  61,65, 
1              73,  81;  85,  89,93,  101,  105: 

2/+   2yz  +  A9z^ 

109,  113,  121,  129,  133;  141, 

145,  161,  169,  185;  193,  197, 

205,  221,  225;  229,  237,  241, 

' 

269,  273;  285,  289,  293,  297, 

309;  313,  341,  345,  353,  357: 

1 

1 

361,  377,  385 

1 

7/-f    2ijz  +  U^ 

388X+7,    15,  19,  23,  39;  51,  55, 
59,  63,  67;  71,  83,  87,  107, 
111;  123,  127,  131,  135,  139; 
143,  155,  171,  175,  179;  187, 
199,  207,  211,  215;  223,  231, 
235,  239,  251;  263,  271,  311, 
319,  331;  343,  347,  351,  359, 

367;  371,  375,  383. 

<*+101»i'' 

f+  '2pz+102z' 

|404a:  +  l,  5,  9,  13,  17;  21,  25,  33, 

5/+  Qyz+  22z^ 

37,   45;   49,  65,  77,  81,  85; 

17f/^+  2i/z+     Qz" 

97,  105,  117,  121,  125;  137, 

1 

9f+10yz+  Uis^ 

'            153,  157,  165,  169;  177,  181, 
185,  189,  193;  197,  201,  2J1, 
225,  233;  245,  249,  273,  2N1, 
289;  297,  305,  313,  321,  329; 
357,  361,  373,  381,  385 

22/^+  2yz+  51z^ 

\404x  +  3,  7,  11,  15,  27;  35,39,51. 

I10/+  ^P^+  11^^  i              55,  59;   63,  67,  75,  83,  91: 

'^-^y*+  2i/'2'+     3^ 

99,  103,  111,  119,  127;  135, 

1 
1 

18/+10y^'+     7z^ 

^            139,  143,  147,  151;  163,  167. 

^  175,  187,  191;  195,  199,  231, 

'  243,  255;  259,  263,  271,  275, 

291;  295,  311,  315,331,335: 

/^O-IOÖM- 

« 

343,  347,  351,  363,  375 

y'+  2yz+106z' 

42üä:+    1,109,121,169,289,361 

1 

2/+   2yz+  53z- 

420x  +  53,  113,  137,  197,  233,  317 

10«^*+10y<2r+   13^2 

420a; +13,    73,    97,157,313,397 

6y^-\'10yz+  2ßz^ 

420a;  +  4l,    89,101,209,269,341 

^y'+  ^y^+  38^^ 

420a;  +  47,    83,  143,  167,  227, 383 

1 

6y'+  62/^+  1^^ 

420a:  +  19,    31,  139,  199,  271, 391 

7y^+14:yz+  22  z' 

420a;  +  43,    67,  127,  163,  247, 403 

\Uy^+\^yz+  11  z^^   420a;  +  ll,    71,179,191,239,350. 

1                                     1 

r 
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Tafel  V. 

Teiler  der  Formel  t^  +  au^,  in  welcher  a  eine  ZaU  von  der  Form 

4n  +  3  ist. 


Formel. 

Qnadratlache  Teiler.                  Ungerade  lineare  Teiler.               | 

r-+    3m* 

»*  +  »«  +  «* 

ßx+l. 

/»+    7m* 

y»+7«» 

14fl;  +  l,  9,  11. 

r-+i\u- 

y+y*+3i^ 

22x+l,  3,  5,  9,  15. 

• 

/*+15«* 

y  +  lö«* 
3y»+    5«« 

.V*  +y«  +  5«* 

30a;  +    1,  19 
30a; +17,  23 

^=+in«* 

38a;  +  1,  5,  7,  9, 11 ;  17,  23,  25, 35. 

r  +  23  M* 

y*+23^ 
3y»  +  2yr  +  8Ä» 

y»  +  3i«* 

5y*  +  4y«4-7ir* 
y*  +  y«+9«* 

3y*  +  y^  +  3z* 

46a; +1,  3,  9,  13,  25;  27,  29,  31, 
35,  39;  41. 

62a; +1,  5,  7,  9,  19;  25,  33,  35, 
39,  41;  45,  47,  49,  51,  59. 

/=+3r,M* 

-I-39M* 
/-  +  43  M* 

70a; +1,  9,  11,  29,  39,  51 
70a; +  3,  13,  17,  27,  33,  47. 

y*  +  39z* 

3y»-f-13«* 

5y»  +  2ye  +  8** 

78a;+l,  25,  43,  49,  55,  61 
78a;+5,  11,  41,  47,  59,  71. 

86a; +  1,  9,  11,13,  15;  17,21,23, 
25,  31;   35,  41,  47,  49,  53; 
57,  59,  67,  79,  81;  83. 

y*+yz+ 11«* 

'^  +  47«* 
'-  +  61  u* 

1 

y^  +  47^ 

3/+2y^^+16^2 

94a; +1,  3,  7,  9,  17;  21,  25,  27, 
37,  49;  51,  53,  55,  59,  61; 
63,65,  71,  75,79;  81,83,89. 

I02a;+  1,  13,  19,  25,43;  49,55,67 
102JC  +  5,  11,  23,  29, 41 ;  65,  71, 95. 

■ 

7y^  +  2yz+Sz^ 

110a;  +  1,  9,  31,  49,  59;  69,  71,  81, 

89,  91 
llOx+7,  13,  17,  43,  57;    63,  73, 

83,  87,  107. 

408 


Formel. 

Qaadratieche  Teiler. 

Üngerade  lineaie  Teiler. 

1^  +  59  m'' 

y'+y^+is^ 

118:i:+l,  3,  5,  7,9;  15,  17,  19,21, 

Sff'  +  vs-h    5«* 

25;  27,  29,  35,  41,  45;    49, 
51,53,57,63;  71,75,79,81. 
85;  87,  95,  105,  107. 

/^+    GTm" 

j^  + 1,^+17.* 

134X+1,  9,  15,  17,19;  21,23,25. 
29,  33;  35,  37,  39,  47,   49; 
55,  59,  65,  71,  73;   77,  81, 
83,89,91;  93,103,107,121, 
123;  127,  129,  131. 

y'+    71«=' 

j^  +  71.'' 

142X  +  I,  3,  6,  9,  15;   19,  25,  27, 

3ff*  +  ay^  +  24^ 

29,  37;  43,  45,  49,  57,  73: 

9y*  +  2yr+    »r« 

75,  77,  79,  81,  83;  87,  89. 

0^  +  4?^+ 15^ 

91,  95,  101;  103,107,  109. 
111,119;  121,125,129,131, 
135. 

;-+    79«' 

/  +  79z« 

1581+1,  5,  9,  11,  13;    39,  21,  23, 

5fr+23/«+16£* 

25,  31;   45,  49,  51,  55,  65; 

iiy  +  Gy^+  8^' 

67,  73,  81,  83,  87;    89,  95. 
97,  99.  101;  105,  111,  115, 
117,  119;  121,  123,  125,  129, 

131;  141,  143,  151,  155. 

/^+    H3h- 

y^  +  i,.  +  21^ 

116Cj;  +  1,  3,  7,  9,  11;  17,  21,  23, 

3i,^  +  y.+    7.* 

1               25,  27;   29,  31,  33,  37,  41; 
49,  51,  59.  61.  63;    65,   69, 
75,  77,  81;    87,  93,  95,  99, 
109;  111,  113,  119,  121,  123; 

7M^    «7i(« 

127,  131,  147,  151,  153;  Ifil. 

y^  +  87.-^ 

U74j:+1,  7,  13,25,  49;  67,  91,  lO.l, 

Tjf'  +  ^y^+i»^^ 

i             109,  115;  121,  139,  151,  H\'J. 

3/  +  29.- 

1174^4-11,  17,  41,  47,  77;  89,  95. 

nj/«  +  2yä  +  8r 

1               101,  113,119;  131,137,143, 
155. 

>-'+  n„- 

r+yr  +  23^ 

182x  +  1,  9,  23,  25,  29;  43,  51,  53. 
79,    81;    95,    107,  113,  121. 
127;  155.  165,  179. 

5/  +  3j^  +  5.'- 

182X  +  5,  7,  19,  31,33;  41,45.  47, 
59,  73;  83,89,97,  111,  125: 

145,  167,  171. 

f 
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Tafel  V-VI 


409 


Formel. 

Quadratische  Teiler. 

Ungerade  lineare  Teiler. 

/-+    95  m- 

f  +  dbz^ 

190x  +  1,  9,  11,  39,  49;  61,  81,  99, 

51/^  +  19^2 

101,  111;  119,  121,  131,  139, 

9y'  +  ^yz+llz^ 

149:  169,  161,  169 

3i/  +  2ijz  +  32z^ 

1190JC+3,  13,  27,  33,  37;   53,  67, 

13/  +  6y^+    Sz' 

)               97,  103,  107;  113,  117,  127, 

'-  +  1 03  li- 

143,  147;  167,  173,  183. 

y'+lOSz^ 

|206x+  1,  7,  9,  13,  15;  17,  19,  23, 

rSy^  +  2ijz+    8z^ 

25,  29;  33,  41,  49,  55,  59; 

7r  + 6^^+16'^' 

61,  63,  79,  81,  83;  91,  93, 

97,  105,  107;  111,  117,119, 

121,  129;  131,  133,  135,  137, 

139;  141,  149,  153,  155,  159; 

161,  163,  167,  169,171;  175, 

' 

179,  185,  195,  201;  203. 

■  H 
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Tafel  VI. 

Teiler  der  Formel  t*  -f  2 au-,  in  welcher  a  eine  Zahl  von  der  Form 

4n  +  1  ist. 


Formel. 

Quadratische  Teiler. 

Ungerade  lineare  Teiler. 

r-j-    2m* 
(-+10M* 

(-  +  26  «- 
'■'  +  34  u' 

f  +  2z' 

f  +  10z' 

2f+    bz" 

8a:  +  1,  3. 

40a; +1,     9,  11,  19 
40a; +  7,  13,  23,  37 

f  +  2^z' 
^if  +  ^yz+lOz' 
2r  +  13^ 
6r  +  4y^  +  5.^-^ 

^"^  +  34^^ 
2y^+\lz' 

104X+  1,  3,  9,  17,  25;   27,  35,  43, 

49,  51;  75,  81 
104a; +  5,  7,  15,  21,  31;  37,  45,  47, 

63,  71;  85,  93. 

1  136a;  +  1,  9,  19,  25,  33;  35,  43,  49, 
1               59,  67;  81,  83,89,  115,  121; 
123 

5/  +  8/yj+  10.- 

130.r  +  5,  7,  23,  29,  31;  37,  39,  45, 
61,  63;  71,  79,95,  109,  125; 
133. 

Formel. 

QuadnttiBche  Teiler. 

Ungerade  liseve  Teiler. 

("  +  42«' 

»'  +  42«' 

1G8»+    1,  2S,  43,  67.  121,   163 

3s-+ll^ 

168X+17,  41,  Ö9,  83,     89,   131 

V+    7^ 

168. +  J3,  31,  55,  61,  103,   167 

2/+ 217" 

168»+ 23,  29,  63,  71,     95,   149. 

r-  +  58«' 

!l'  +  68^ 

2321+1,  9,  26,33,36;  49,61,67, 
59,  65;  67,  81,  83,  91,  107; 
116,  121,  123,  129,139;  161, 
169,  179,  187,  209;  219,  225, 
227. 

a»'  +  29«" 

232«+ 16,  21,31,  37,  39;   47,  55, 
61,  69,  77;   79,  85,  95,  101, 
119;  127,  133,  135,  143,  167; 
169,  189,  191,  206,  213;  215. 
221,  229. 

/■  +  66h* 

»■  +  66/ 

12641  +  1,  26,  49,  67,  91;  97,  115. 

3y'  +  222' 

1            163,  169,  235 

2/  +  33/ 

12641+17,35,41,65,83;  107,131, 

6s'  +  llr' 

1              161,  227,  233. 

5y  +  4».+  14/ 

264X+6,  23,  47,53,71;  119,125, 
191,  221,  246 

10j'  +  4j»+    Tj" 

264.+  7,  13,  61,  79,  85;  109,  127. 

f=  +  74i." 

151,  176,  206. 

s'  +  74j' 

296x  +1,9,  11,  25,  27;  33,  41,  49, 

3»'  +  4j(«  +  26i» 

65,  67;  73,  75,  81,  83,  99; 

9,'+ 81,2+ 10,' 

107,  115,  121,  123,  137;  139, 
145,  147,  155,  169;  196,  201, 
211,  219,  225;  233,243,249, 
276,  289;  299 

2!/'+37j" 

296« +  5,  13,  16,  23,  29;    31,  39, 

6y'+4j,J+13/ 

45,  55,  61;   69,  79,  87,  93, 

18}'  +  8j,s+    5s= 

103;  109,  117,  119,  125, 133; 
136,  143,  165,  167,  183;  191, 
199,  205,  207,  237;  239,  245, 
253,  261,  277;  279. 

Tafel  VI. 


411 


Formel.     I   Quadratische  Teiler. 


/--f-    82  M^ 


2y»  +  41^ 


7i^'  +  Syz  +  Uz 


2 


.'- 4-1061« 


8 


ll/  +  4|/z?  +  10z* 


328a; 


113,  116,  121,  131,  139;  155, 
163,  169,  185,  187;  195,  201, 
203,  209,  225;  241,  251,  267, 
283,  289;  291,  297,  305,  307, 
323. 

+  7,  13,  15,  29,  47;  53,  55, 
63,  69,  71;  79,  85,  93,  95, 
101;  109,  111,  117,  135,  149; 
151,  157,  167,  175,181;  183, 
191,  199,  229,  231;  239,253, 
261,  263,  293;  301,  309,311, 
317,  325. 


424X+  1,  9,  11,  17,  25;  43,  49,  57, 
59,  81;  89,  91,  97,  9^,  105; 
107,113,  115,  121,  123;  131, 
153,  155,  163,  169;  187,  195, 
201,203,  211;  219,  225,  227, 
241,  249;  259,  275,  281,  289, 
305;  307,  329,  331,  347,  355; 
361,377,  387,  395,  409;  411, 
417. 
U24X  +  5,  21,  23,  31,  39;  45,  55, 
j  61,    71,    79;    85,    87,    101, 

.  103,  109;  111,  125,  127,  133, 
141;  151,  157,167,  173,.181; 
189,  191,  207,  216,231;  239, 
245,  247,  253,  263;  277,  279, 
285,  287,  295;  341,  349,  351, 
357,  359;  373,  383,  389,  391, 
397;  405,  421. 


j 


Teiler  der  Formel  P 


2au^,  in  welcher  a  eine  Z^  von  der  Fom 
4«  +  3  ist. 


Formel. 

Quadratische  Teiler. 

ungerade  lineare  Teiler. 

(=  +  14,,' 

2j>  +  3.- 

241+1,  7 
241  +  5,  11. 

,"+14.= 
2»"+    7.-' 
3j,"  +  4!,..+  6»' 

[    561+1,  9,  15,  23,  25,  39 
56»  +  3,  5,  13,  19,  27,  45. 

(=  +  22.r 

„•  +  22..' 
2j'  +  ll..- 

881+1,  9,  15,23,251  31,47,49, 

71,  81 
88»+  13,  19,  21,  29,  35;  43,  51. 
61,  83,  85. 

l'  +  30«' 

,»"  +  30r' 
2,/"  +  15..' 
5»'+   et" 
10!)"+    S«" 

120»+    1,  31,  49,     79 
120»+ 17,  23,  47,  113 
120»+ 11,  29,  59,  101 
1201  +  13,  37,  43,     67. 

(>  +  38»' 
(«+.1(1,,= 

!)'+3Kj" 
r„»+4,..  +  7^' 

2,.)"+  IS.." 

3,»'  +  <!/--  +  14-'' 

»'  +  46..» 
2/ +  23«" 

.'>))»  +  4  ji  +  lOi' 

1152» +  1,  7,  9,  17.  23;  25,  39,47. 
1             49,  55;  63,  73,  81,  87,  111; 

119,  121,  137 
1152« +  3,  13,  21,  27,  29;   37,  51, 
I             53,  59,  67;  69,  75,  91,  107, 

109;  117,  141,  147. 

U84»+l,  9,  25,31,39;  41,47,49, 
1              55,  71;  73,  81,  87,  95,  105: 
119,  121,  127,151,167;  165, 
177 
184»+ 6,  11,  19,  21,  37;  43,  45, 
51,  53,  61;    67,  83,  91,  99, 
107;  109,  125,  149,  155,  157; 
171,  181. 

Kormel. 

QiiiulrutiBche  Teiler. 

/^-f62w» 

^  +  62/ 

248«  +  1,  7,  9,  25,  33;  39,  41,  47, 

äifi  +  Sl^ 

49,  63;  71,  81,  87,  95,  97: 

Ty'  +  lSji.+  U/ 

103,  111,  113,  121,  129;  143, 
159,  169,  175,  183;  191,  193, 
225,  231,  233 

6!f'+    4j«+llr' 

1248«+ 3,  11,  13,  21,  27;  29,37,  43, 

3j"+    4!,«+22«'(l             53,  Gl;   75,  77,  83,  85,  91,  || 

99,  115,  117,  123,139;  141, 

147,  179,  181,  189;  197,  203, 

V  +  70>' 

213,  229,  243. 

/-•+70«' 

2802+1,  9,  39,  71,  79;   81,  121, 

151,  169,  191;  239,  249 

10j»+    7^ 

2801  +  17,  33,  47,  73,  87;  97,  103, 
143,  153,  167;  223,  257 

59- +14^ 

280«+ 19,  59,   61,  69,  101;   131, 
139,171,  181,229;  251,  26H 

2j'  +  35«» 

280«  +  37,  43,  53,  67, 93;  107, 123, 

/'+78«' 

163,  197,  253;  267,  277. 

,■+78«^ 

312«+  1,  25,  49,  55,  79;  103,  191, 

127,  199,  217;  289,  295 

2s'  +  39«" 

312«  +  41,   47,   71,  89,  119;   137, 
161,  167,215,239;  281,  30ri 

39'  +  26«> 

312« +  29,  35,   53,  77,  101;    107, 
131, 155, 173,  179;  251,269 

6s'+13." 

312« +  19,  37,  67,  85.  109;    115, 

163,  187,  229,  253; 301,307. 

f  +  BSu' 

»•  +  86^ 

344«+  1,  9,  15,  17,  23;  25,  31,  41, 

10j,'  +  4».+    S^ 

47,  49;   57,  79,  81,  87,  95;  [ 

6j"  +  49,+  16«' 

97,  103,  111,  121,  127;  135, 
143,  145,  163,  167;  169,  183, 
185,  193,  207;  225,  231,  239, 
255,  271;  273,  279,  281,289, 
305;  311,  337 

2j>  +  43^ 

|344«  +  3,  5,  19,27,29;  37,45,51, 

5»" +  4»« +  18«' 

}             61,  69;  75,  77,  85,  91,  93; 

3j'  +  4,«+302« 

1            115,  123,  125,  131,  141;  147. 
149,  155,  157,  163;  171,  179. 
205,  211,  227;  235,  237,  243, 
245,  261;  277,  285,  291,309, 
323;  331,  333. 

1 


414 


Tafel  VII. 


Formel. 


Quadratische  Teiler. 


/=*+    941/ 


2 


f^+102u^ 


Ungerade  lineare  Teiler. 


5y^  +  Spz-]'22z^ 
lOy^  +  Syz+llj^ 


y^+102z^ 


376a:  4-  1,  7,  9,  17,  25;  49,  55,  63. 
65,  71;  79,  81,  89,  95,  97: 
103,  111,  119,  121,  143;  145, 
153,  159,  169,  175;  177,  183, 
191,  209,  215;  225,  239,241, 
247,  249;  263,  271,  289,  303, 
319;  335,  337,  343,  345,  353; 
361 

|376a;4-5,  11,  13,  19,  29;  35,  43, 
1  45,  67,  69;  77,  86,  91,  93, 
99;  107,  109,  117,  123,  125; 
133,  139,  163,  171,  179;  181, 
187,  203,  211,  219;  221,  227, 
229,  245,  261;  275,  293,  301, 
315,  317;  323,  325,  339,  34y, 
355;  373 


6|^^+  17^ 


2i/+    61«* 


3y*+  340* 


408a;  +  1,  25,  49, 55, 103;  121, 127, 
145,  151,  169;  217,223,247, 
271,  319;  361 

408a;  +  23,  41,  65,  71, 95;  113, 143, 
167,  209,215;  233,311,329, 
335,  377;  401 

408«  +  36,  53,  59,  77, 83;  101, 149, 
155,179,203;  251,293,341, 
365,  389;  395 

408a; +  37,  61,  91,  109,  133;  139, 
163,  181,  211,  235;/277,283, 
301,  379,  397;  403. 


Tafel  Vni. 


415 


Tafel  VIII. 

Enthaltend  die  trinären  qnadratisclLeii  Teiler  der  Formel  f  +  cn"^ 
nebst  den  entspreclienden  trinären  Werten  von  c. 


FormeL 

Trin&re  quadratische  Teiler. 

Trintre  Werte 
TOD  c 

e-+     «* 

y»  +  2yjp  +  8f»  =  (y  +  Ä)»  +  ;er» 

1 

y«  +  2^»-y»  +  ;p»  +  £f» 

1+    1 

«'+  3m* 

2y»  +  2y2r  +  2jf*«(y  +  if)»  +  y»  +  i5» 

1+    1  +  1 

f*+  5m» 

y»  +  2yir  +  6;er»  -  (y  +  ;er)»  +  ;er»  +  4;er» 

*+    1 

(»+  6«« 

2y»  +  8r»«(y  +  0»  +  (y-5)»  +  5» 

4+    1  +  1 

f»+  9t»» 

2y»  +  2yr  +  6*»-(y  +  ^)»  +  y»  +  4r» 

4+   4  +  1 

<*+10i«» 

y»+10if»«y»  +  «»  +  92f* 

9+    1 

«*+lll4» 

2y»  +  2yir  +  6-?»  =  (y  +  24;)»  +  (y  -  ;p)»  +  xr« 

9+    1  +  1 
-9+    4 

t'+lSl»» 

y«  +  185»  =.  y»  +  4ä»  +  9;?» 

<»+Uii» 

3y*  +  2yf  +  ö«»=y»  +  (y  +  2;p)»  +  (y~ir)» 

9+   4  +  1 

«*+17ii» 

y»  +  17ä»  «  y»  +  16jf»  +  ä» 
2y»  +  2yiS+    9r««(y +  2jp)»  + (y- jf)»  +  4iS» 

16+1 
9+    4  +  4 

r+lSn» 

2y»  +  9«»  =-  (y  +  2-er)»  +  (y  -  2iP)»  +  ir» 

16+    1  +  1 

f'+19i*« 

2yt  +  2y  ^  +  10-?»  -  (y  +  ^)»  +  y»  +  %z^ 

9+    9  +  1 

t-+tli»« 

6y.  +  4y.  +  6.»-|(^y  +  ^)"  +  3'"  +  *^' 
oy  -r^y^-t-o*       J(y  +  2ir)»  +  4y»  +  ;p» 

16+   4  +  1 
16+    4+1 

(*  +  «!»» 

<'+«6i»» 

2y»+llf»-(y  +  «)»  +  (y-;f)»  +  ä^» 

9+    9  +  4 

y»  +  26jf»  —  y»  +  16;er»  +  9«» 

16+9 

t'+«6u» 

y»  +  265»  — y»  +  j8;»  +  2ÖÄ» 
3y»  +  2yiS+   9if»-(y +  ^)»  + (y- 2«)»  + (y +  2jj)» 

26+    1 
16+   9  +  1 

t'+27u» 

«y»  +  2y«  +  14«»  —  (y  +  8r)»  +  (y  -  2ä)»  +  Ä» 

26+    1+1 

y»  +  29j5»  =  y»  +  26«»  +  4«» 
6y»  +  2y£r+   6«»«(y  — «)»  +  (2y +  «)»  +  4«» 

86+4 
16+    9  +  4 

416 


Tafel  Vm. 


Formel. 

Trinäre  quadratische  Teiler. 

Trin&re  Wfrtr 
von  e. 

f*+30tt» 

"  "•"             l(y-2«)'  +  (2y  +  2)«  +  ^*           .25+    4  +  1 

1 

^*  +  33u* 

2y«  +  2y.+  m'-{f +  (^t/  +  7*        ,  , 

16  +  16+1 
25+    4+4 

25+9 

16+    9  +  9 

<«  +  34u« 

y*  +  342^*  =-  y*  +  26^;*  +  9z* 
2y«+.17z*«(y  +  2ij)«  +  (y-2z)«  +  9z» 

«»  +  36u« 

6y  +2yz  +  6z  -|(^_|_2,),^(y ^,),+ ^g^ _^), 

25+    9  +  1 

25+    9+1 

t*  +  37tt* 
«H38tt* 

y«  +  37;?*«y*  +  36z*  +  Z* 

36+    1 

36+    1  +  1 
25+    9-r4 

25  +  16 

16  +  16  +  9 

36+    4  +  1 

26  +  16  +  1 
25  +  16  +  1 

2y«  +  19i?»  -  (y  +  3z)*  +  (y  -  3z)»  +  if* 
3y«  +  2yz  +  13z»  -=  (y  —  2z)»  +  y«  +  (y  +  3z)« 

««  +  41tt« 

y»  +  41  z* «  y « +  25  z*  +  16  z* 
2y'  +  2yz  +  21z*  =  (y  +  2z)*  +  (y~z)*  +  16z* 
5y*  +  *y^+    9z*  =  (2y  +  2z)*  +  (y- 2z)*  +  z* 

i«+42tt« 

t«+43u« 
«''  +  46M» 

2y»  +  2yz  +  22«'  =  (y  +  8«)«  +  (y  —  2«)»  +  9«' 

25+    9  +  9 

25  +  16  +  4 
25+16  +  4 

6«« +9««    |(2y+^)*+(y-2^)'  +  *^* 

e*+46u« 

6y'  +  4y«  +  10««  —  (2y  +  «)»  +  y'  +  9«» 

36+    9+1 
36+    9  +  4 

«*+49u* 

6y«  +  2y«  + 10««  =  4y«  +  (y  +  z)*  +  9«» 

• 

e*  +  50M' 

y*  +  50  z*  =  y*  +  49z*  +  z« 
6y*  +  4yz  +  9z*-(y  +  2z)*+(y-2z)*+(2y  +  z)* 

49+    1 
25+  16  +  9 

t«  +  5lM* 

2v^4.2t/z  +  26z*~|y*  +  ^  +  '^'  +  *^^' 

2y  +2yz  +  26z  -[^ ^ ^^y^^^_^,y^  ,, 

25  +  25  +  1 
49+    l  +  l 

t«  +  63u* 

y*  +  63z*  ==  y*  +  49  z*  +  4z* 
6y*  +  2yz+    9z*«  (y- 2z)"+ (y-z)>+ (2y +  2z)* 

49+4 
36  +  16  +  1 

25  +  25  +  4 

49+    4  +  1 

2y*  +  27z*  =  (y  +  z)*  +  (y  —  z)*  +  26z« 
6y'  +  2yz  +  llz*  =  (2y  — z)«+(y  +  3z)*  +  z* 

f 


Tafel  VIII. 


417 


Formel. 


Trinäre  quadratische  Teiler. 


Triuäre  Werte 
von  c. 


r+Mu* 


y«  +  682*  ^  y«  +  49«*  +  9z* 


/-  +  59I4«'  2y»  +  2yi?  +  30^«-.(y  +  22:)*  +  (  y_5)«  +  2ö«« 
'  6y»  +  2yr  +  lOir« « (y  +  S;?)«  +  (2y  —  z)*  +      y« 


{  öy«  +  4yjEr+13r* 


y«  +  86;er*  +  25i;« 


r+62tt«l  3y«  +  2y«  +  ai^«- 
6y*4-4y-r4-ll«"« 


/-+65u* 


/^  +  66i** 


<'  +  67u* 


^H69u* 


6y«  +  4y^  + 

y«  +  65-?* 
9y»  +  8y«  +  92r* 

2y«  +  332« 
6y»+llrV 


(y  -  ^)'  +  (y  +  4ir)»  +.(y  -  2^;)« 

(y  +  ^)»  +  (y  +  3^)"  +  (2y-ir)* 


-( 


y*  +  64f*  +  r« 
y»4-49a;«  +  16«* 
r(2y-«)'+(2y  +  2«)«4-(y  +  2£^;» 

Uy-2zy+(2y+2gy+(2y+zy 


I 


(y  +  2zy  +  (y  —  2ä)*  +  2öiJ» 
/(2y  +  r)«  +  (y-8r)«  +  (y  +  r)« 


49+  4+   4 
26  +  16+16 

49+   9 


26  +  25  +  9 
49+   9  +  1 


36  +  26 
36  +  1G  +  9 


36  +  26  +  1 
69+   9+4 


64+    1 
49  +  16 
36+26+4 
36  +  2Ö  +  4 


64+  1+  1 
25  +  26+16 
49  +  16+    1 


l(2y  — ;5r)»  +  (y  +  3£;)«  +  (y-«)*!49  +  16+   1 


2y«  +  2y«  +  34-5«  =  (y  +  4j5)«  +  (y  -  3«)»  +  9^» 


^  ^    ^    ^  \{2y^zy  +  {y  +  3zy  +  4z^ 


f'+70i«» 


t'+Uu* 


t-  +  74u» 


r+ibu* 


5yt+Ur«_|^2y  +  z)«  +  (y-2.)«  +  9.* 
^  ^  l(2y-2r)»  +  (t/  +  2<2r)»  +  9«« 


y*+73je»  =  y«  +  64r«  +  9«« 
2y'  +  2y^  +  37z«  «  (y  +  £r)»  +  y«  +  -e«« 


49+   9  +  9 


64+   4+1 
49+16  +  4 


36  +  26  +  9 

36  +  25  +  9 


I  . 


04+   9 
36  +  36+1 


y*  +  74i5« 

3y*  +  2yjj  +  26jf« 

«y'  +  8y^+ 10-^* 


y«  +  492r«  +  26;?* 
(y-3r)*  +  y«  +  (y  +  4z)« 
(2y  +  3ir)«  +  (2y-.;f)«  +  y^ 


6y*  +  6yxr  +  14z"  = 


|(2y+3r)^'  +  (y-2:r)«  +  (y-^)* 

\{^y-zr+(y  +  :izr+(y+2zy 


49+25 
49  +  16  +  9 
64+   9+1 

49  +  26  +  1 
49  +  26+1    I 


Lrgendre,  ZsliI^Dtheorie  I. 
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418 


Tafel  Vin. 


Formel. 

Trin&Fe  quadratische  Teiler. 

Trinftre  Wert« 
Ton  c 

«■+77u« 

6y  +2y.  +  13.  =|(y  _  3,).^(2y +  2,).  +  ^. 

36+26+16 
64+  9+  4 

e«+78tt' 

^y  +*«>^       t(y_4z)'  +  (y  +  8r)»  +  (y  +  ^)« 

49+26+4 
49+26+4 

t«+8lM* 

2y»  +  2y2?  +  4U»  =  (y  +  40)»  +  (y  —  8«)»  +  16«« 
5y>  +  4y£;  +  17ir»  «  (2y  +  2f)«  +  y*  +  16;er« 

49  +  16+16 
64  +  16+  1 

«»  +  82tt* 

y»  +  82;2r"  — y»  +  8l£r»  +  5» 
2y»  +  4U»  -  (y  +  4ar)«  +  (y  -  4£r)»  +  9«» 

81+   1 
64+  9+9 

81+   l  +  l 
49  +  26+9 

«•  +  88u* 

2y»  +  2y«  +  42;p«  =  (y  +  öif)«+(y-4x?)»  +  if» 

6y»  +  2y«+14Ä«  — (2y  +  0)«  +  (y  +  2Ä)»  +  (y-8;f)* 

t»+86tt" 

y. + 86.« -p:+;i^: +,;!'; 

ly"  +  49«*  +  36Ä* 

81+  4 
49  +  36 

«*  +  86w« 

2y«  +  48.«-(y  +  3;f)»  +  (y-8ir)«  +  26«« 
3y*  +  2yjf  +  29r«  —  (y  +  80)»  +  (y  +  2jf)«  +  (y-4r)« 
6y'  +  4yxf  +  18Ä«-(2y-;p)«  +  (y  +  4r)«  +  «« 

86  +  26+25 
49  +  36+  1 
81+  4+  1 

«*  +  89u« 

y"  +  89if*  =  y*  +  64j5«  +  25«« 
2y«  +  2yz  +  46jf*  =  (y  +  6z)«  +  (y  —  4;?)«  +  ie^ 
ßy'  +  2yir  +  18«;«  «  (2y  +  ;?)«  +  (y  -  z)*  +  16.« 
9y'  +  2yxf  +  10£?«  -  (2y  -  ;er)«  +  (y  +  3^:)«  +  4y« 

64+26 
81+  4+4 
64  +  16+9 
49+36+4 

«*+^0u* 

.»•+a.+„..Hg;+»i^[<;-;);+^::j; 

64+26+  l 
49+26+16 

t*  +  91tt« 

.o,.+.,.+.„.-j.|;:+(;s;+:>:+-: 

81+  9+1 
81+  9+1 

«*  +  93tt* 

6t/«4-6t/r4.m«-|(y  +  *'^"+(^""^)'  +  ^y" 

6y  +6y.+  17.  -{ (y^3.)«+(y+2.)«+(2y+2.)« 

64+25+4 
64+26+4 

e*+94u* 

6y*  +  2y2:+ 19««  =  (2y  -  £:/ +  (y  +  8ir)«  +  9.« 
10y«  +  8y«+ll£r«-(Sy  +  «)«  +  (y  +  «)«  +  9«« 

49+36+9 
81+  9+4 

i*  +  97M* 

y»  +  97««  =»  y«  +  81 «« +  16«« 
2y«  +  2y«  +  49««  -  (y  +  3«)«  +  (y  -  2«)«  +  36«« 

81  +  16 

36+36+25 

Tafel  VIII. 
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FonneL 

Trinäre  quadratische  Teiler. 

Trinäre  Werts 
▼OD  c. 

t«+  98  u» 

8y«  +  2ye  +  33««  ^  {y  +  4£r)«  +  (y  -  4;?)«  +  (y  +  z)^ 
6y«  +  4y^+17jf*=.y«  +  (2y  — xP)»  +  (y  +  42r)« 

64+25  +  9 
81  +  16  +  1 

<*+  99  u* 
i+lOlu* 

2««  +  2t/^-i-5o^«    (y"  +  (y+^)'  +  49^" 

2y  +2y^  +  50^        ((y +  4^).  +  (y  «8^). +  26^« 

49  +  49+   1 
49  +  25+25 

y«  +  101 ;?» «-  y«  +  1005*  +  «• 
5y*  +  4yxP  +  2lÄ«  — (2y-;er)«+(y+4;?)«  +  4j5* 
6y«  +  2y2r+17£r»-(y+2;p)»+(y  +  8^)«+(2y-2;f)« 
9y«  +  8y;p  +  18«;»  =  (y  _  2ir)«  +  (2y +8ir)«+4y» 

100+   1 
81  +  16+   4 
64  +  86+   1 
49  +  86  +  16 

t'+102M« 

*^  +"^      l(y  +  ^)'  +  (y-;^)«  +  49.« 

100+   1  +  1 
49  +  49  +  4 

i'+lObu* 

/  (2y  —  «)«  +  (y  +  2£r)»  +  16j5« 

6««  +  2U«-  (2y  +  ^)»  +  (y-2.)«  +  i6.» 

^y  H-^U  -    (2y  +  25)«  +  (y      Uy  +  z^ 

l(2y-2^)«  +  (y  +  4^)»  +  f* 

64+25  +  16 

64  +  25+16 

100+   4+   1 

100+  4+   1 

r+106u» 

y»  +  106  js"  H-  y«  +  81;?"  +  25«" 
lOy«+4y;er  +  lU»-(y  — 2;)«  + (8y +  ;?)>  + 9i?» 

81+25 
81  +  16  +  9 

f'+lOlu« 

2  y '  +  2  y  i?  +  54  Ä«  « (y  +  2  5) « +  (y  -  «)»  +  49  « > 
18y«  +  2y«+   6«»-.(4y +  ;f)«  +  (y-2ir)«  +  (y-5)« 

49  +  49  +  9 
81+25  +  1 

t'+l09i»» 

< 

y'  +  109  «•  —  y*  +  100«*  +  9«» 
6y»  +  2y «  +  28«»  _  (y  _  s«)«  +  (2y  +  2«)»  +  9«' 

100+  9 
64+86  +  9 

l'+llOii« 

lOy  +11«  -|(3y_,),^(y^8«)«  +  «* 

6v»4-4««4-19««-|(*ä'  +  ")*  +  Ö'-»^)'  +  ^-'^' 
6y  +4y«+19«  --{^^^^^y ^^^^^^y^^y_^,y 

100+  9+   1 

100+   9+   1 

81  +  25+  4 

49  +  86  +  25 

'+U3u» 

y»  +  US«»  —  y»  +  64«»  +  49«» 
2y»  +  2y«  +  67«»  —  (y  +  6«)»  +  (y  -  4«)»  +  16«» 
9y»  +  4y«  +  18«»  —  (2y  —  2«)»  +  (2y  +  8«)»  +  y' 

64+49 
81  +  16  +  16 
100+  9+   4 

«+114W« 

ay  +67«  -j(y^4^),^(j^_4,),^26«» 
"  ^              l(y-6«)'  +  (y+8«)»+(y+2«)' 

• 

49  +  49  +  16 

♦64  +  25+25 

64+49+    1 

64+49+   1 

l'+"5ii« 

10«»+10««+14«»-{^'y  +  '>'  +  ^  +  ''^*  +  ^*' 
^®*+*®*'+"'        i(3y  +  2«)»+(y-«)»  +  9«» 

81  +  25  +  9 

81  +  25  +  9 

27 


420 


Tafel  VIII. 


Formel. 


«•+117u* 


Trinäre  quadratiache  Teiler. 


TriaAre  W«rt* 
TOB  c. 


<-  +  ll8tt« 


«»+121U« 


t'  + 122  u« 


««  +  123U* 


«•+125u» 


^  ^    ^    ^  i(2y+2i:)«+(2y+r)»+(y-3;?)»l    64  +  49+4 


2y«+ö9f •  =  (y  +  öx:)«  +  (y  -  5^)*  +  9r« 
ny"+  10y«  +  18««-  (y  +  2<2r)*  +  (y  +  8^)«  +  9y« 


!  100+   9  +  9 
81  +  36  +  4 


2y*  +  2y-f  +  61j5« 
tOy^  +  eyz  +  lSz* 


(y  +  4f)«  +  (y~3jf)»  +  86ir« 
(y+8-?)«  +  9y»  +  40« 


y*+122^* 
3y'  +  2y£r  +  4U« 
9y*  +  4y2:+142« 


y*  +  12l2«  +  £f« 

(y-4^)*  +  (y  +  ^^)*  +  y" 

(2y  +  3iS)*+(2y-.^)«  +  (y-2^)' 


2y*  +  2y£r  +  62«*=-{ 


(y  +  3r)«  +  (y-22r)«  +  49r» 

(y  +  ß^)'  +  (y— 6-^)"  +  ^" 


<»+126tt* 


<«+129ti« 


<-  +  130u« 


<'  +  131u« 


y*  + 126-2:» 
6y'  +  2yiP  +  2lr* 
9y»  +  2yir+14r« 


y*+121;?*  +  4xr« 

(y  +  *^)' +  (y + ^)' ^  (2y- 2xr)' 

(2y  +  2r)«+(2y-2^)«  +  (y-3£r 


5y«+4y^  +  26^««/^"*^)'  +  ^^y- 


(y  — 4e)*  +  (2y  +  3«)«  +  xf« 

26  jc« 


2y«  +  2y2r  +  65r«  — { 
öy«  +  2y<2r  +  262*' 


y«  +  fe/  +  r)«  +  64«« 
(y  +  6x:)«  +  (y-6xr)«  +  4;f^ 
|4y»  +  (y  +  ^)»  +  26£r« 
l(2y-j5)*  +  (y  +  3r)«  +  16r« 


2y*  +  2y2:  +  66£:»  =  (y  +  6r)«  +  (y-42r)»  +  26£:« 
6y'  +  2yr  +  22^««(2y  +  3-2r)«  +  (y— 32r)«  +  (y-2r)» 
10y«  +  6y2;+14j««(3y+2;?)«  +  (y-32r)»  +  ;r» 


<*+133»* 


.«*•,«       I  .o  •      r(2y  +  3r)*  +  9y*  +  4i:' 

13v*+12yj?+132r*=»|;„*' T  ^  x«  T /•  T  «  i 

.■f -r      y   -r  l(3y  +  2r)*  +  4y*  +  9^;* 


2y«  +  67ir» 

;/^+413^a      '/:  +  ^-''^  +  *^\ 
^  ,    5»/«  +  2yz  +  272« 

illy-  +  6yr+132». 


'  (y  +  3-?)'  +  (y  —  3r)«  +  49;t" 
(y  +  2^r  +  (y-5r)*  +  (y+4r)» 

'(y-0*+(2y  +  ^)*  +  2ör« 
(3y  +  2^)«+(y-3^)»  +  y« 


49+36  +  3C 
81  +  36+  4 

121+    1 
81+26  +  ir. 
64  +  49+   9 

49  +  49  +  25 
121+    1+   1 


121+   4 
100+16+  9 
G4 +36  +  25 

121+   4  +  1 
100  +  25  +  1 

64  +  64+  1 
121+  4+  4 
100  +  25+   4 

64  +  49+16 


121+   9 
81+49 


81  +  26  +  25 

81  +  49+   1 

121+  9+   1 


81  +  36  +  16 
81  +  36  +  16 


49  +  49  +  36 

81  +  49+  4 

100  +  25+  9 

121+  9+  4 


Tafel  Vni. 


421 


Formel. 

f'+137tt* 

TrinUre  quadratische  Teiler. 

Trlnäro  Werte 
Ton  c. 

y«  +  137  z«  —  y»  +  12U*  +  16z« 
2i^*  +  2yz  +  69z*-(i/  +  2z)«  +  (y-z)»  +  64z> 
9v^  +  Sy2  +  17z«  «  (2y-2z)«+(23/  +  3z)*+(y+2z)« 

121  +  16 
64+64  +  9 
100+36  +  1 

t'-+\3Su* 

64+49  +  26 
121  +  16+   1 

121+   9  +  9 
81 +  4%+ 9 

121  +  16+   4 
100+26  +  16 

2y»+  2y«+  70«'  =•  (y  +  6z)'  +  (y  —  6«)»  +  9«' 
10y'+  2y «  +  14a'  —  (3y  +  «)'  +  (y  -  2«)'  +  9«« 

.  ,    .        ,  „«  ,        (2«  +  3«)»+(«  — 4«)'  +  4«' 

f+nStt» 

lly'+2y«+13«'-9y'  +  (y  — 2«)'  +  (y  +  3«)» 

81  +  36+26 

1 

y   +146«  -ty.^8ij.  +  64a' 

144+    1 
81  +  64 
100+36  +  9 
100  +  36+9 

121  +  26 

144+  1+  1 
81  +  64+    1 

121  +  16+  9 
81  +  49+16 

(+UOtt- 

y«  +  146«*  =  y'  +  1212«  +  26«' 
2y'  +  732«  -  (y  +  6«)'  +  (j,  -  6«)'  +  »» 
3y'  +  2y«  +  492'  =  (y  -  S«)»  +  (y  -  22)'  +  (y+6a)' 
6y'  +  4y2  +  25«»  =  y'  +  (2y  +  3«)»  +  (y  -  4«)» 
9y'  +  8y  2  +  18«'  =  (2y  +  «)»  +  (2y  —  2)'  +  (y+42)' 

t'+\\7u- 

6y  +6y2  +  262  -   (^^ _,),^(j,^.  ^,).  +  y. 

121  +  26+1 
121  +  26  +  1 

100  +  49 

144+   4+   1 
64  +  49  +  36 
81  +  64+   4 

f+U9i*= 

y»  +  1492»  =  y'  +  IOO2'  +  492' 
5y»+2y2  +  302»  =  (y  +  62)'  +  (2y-22)'  +  2» 
6y'  +  2y2  +  262«  =  (y  +  42)'  +  (y  -  82)'  +  4y' 
9y»  +  4y2  +  172»  =  4y»  +  (2y  -  «)'  +  (y  +  42)« 

r+150u' 
^+153li* 

u„.+4„2+i42'-  (8y+2*)'+(y-^)'+(y-32)' 

"^   +*y^+"^    -l(3y_2)«+(y  +  32)«+(y+22)' 

121  +  25  +  4 
100  +  49+1 

1                               ,        (y  +  32)'  +  (y  — 22)»+642' 
**  +  ^^*  +  "-'  "    (y  +  62)'  +  (y       62)'  +  162« 

<.„«-i-i7^»     |(«y+3'f)'+(2y-8«)'+(y-22)' 

»y  +172  -|^2y^22)»+(2y-32)'+(y+22)' 

64  +  64  +  25 
121  +  16+16 
100  +  49+   4 
100  +  49+   4 

422 


Tafel  VIII. 


Formel. 


Trinäre  quadratische  Teiler. 


t*+164tt* 


«*+166tt» 


e«+157u» 


Trin&re  W«rte 
▼<m  c. 


6y'+2yir  +  26i5* 


r(2y  +  8ir)«+(y~4;e)«  +  (y-z)« 
l(2y  +  ^)*+(y  +  3ij)*  +  (y-4^)« 


y«+167;8* 
18y«+10y£r  +  142?* 


t»  +  158u« 


y*4-12l£;*  +  86xf' 

(3y  +  8^)>  +  (2y-2ir)«  +  jp« 


6y«  +  4y^  +  272;«  «  (22/  -  z)«  +  (y  +  6^)»  +  (y  -  e)* 


««  +  161U* 


e*+162tt' 


e»  4- 163  m* 


e*  +  166u" 


i*  +  166u* 


e«  +  169u« 


^•+1701** 


e*+17lt** 


iOi/+eyz  +  nz*^ 


a2y  +  2zy+(y-2zy  +  ibz* 
l(2y—    Ä)«+(y  +  42:)«  +  16;P» 

fy"  +  (3y  +  ^)'+i6ir> 

l  (3y  +  2zy  +  (y  ~  3zy  +  4x!« 


2y'4-8lJ*=i(y4-42f)«  +  (y  — 4r)«4-49;&« 
lly»+10y2r  +  17z«-(y+2xf)»  +  (3y+2;5)«4-(y--3r)« 


2  y'  +  2  y  ^  +  82  ^*  =  y«  +  (y  +  j?)«  +  81ä« 


6y*4-6y'£^  +  292'« 


f(y  +  5£^)«  +  (y-22)«+4y« 
(y+3^)«+(y-4^)«+(2y+2z)« 

(2y+42?)«  +  (y-3;j)«+(y-3-e)' 
(y+4-?)'+(y+3^)«+(2y-2-5)« 


2y«  +  832^«  -  (y  +  z)«  +  (y  -  2?)»  +  8U» 
5y*+  4y2r  +  34 <s*  =-  (2y  +  3zy  +  (y  —  4«)*  +  9a;" 
13y*+  8y2r  + 14^«  =»  (3y  +  2z)*  -f  (2y  -  r)«  +  9z" 


y"  +  169  z"  —  y"  +  144z"  +  26z" 
10y"+  2yz  +  17  z"  « (y  +  z)*  +  9y«  +  16z" 


y"4-170z"  =  { 


9y"+2yz+19z"  = 


y"  +  169z"  +  z" 
y"-f-12lz"  +  49z" 

r(2y  +  3z)"+(2y-8z)"+(y+z)" 
l(2y-z)"+(2y+3z)"+(y-3z)" 


2y'+  2yz+86z"=«{ 
14y"+10yz4-14z". 


(y  +  6z)-  +  (y  —  6z)"  +  25z" 
(y  +  7z)"  +  (y-6z)«+z" 
|(3y+2z)"+(2y+z)"+(y-3z)" 
i(3y-.z)"+(y+2z)"+(2y+3z)" 


U4+  9+1 
81+64+9 

121 +-25+  9 
81  +  49  +  25 


121  +  36 
144+  9+4 


100  +  49+9 
121+36  +  1 


100+36+25 

81  +  64+16 
144  +  16+  1 
121+36+  4 


64  +  49+49 
121+25  +  16 

81+81+  1 


100  +  49  +  16 
100  +  49  +  16 
100  +  64+  1 
100  +  64+  1 


81+81+  4 

121+36+  9 

81  +  49+36 


144+25 

144+16  +  9 


169+   1 
121  +  49 
144+25+  l 
81+64+25 


121  +  25  +  25 
169+  1+  1 
121+49+  1 
121  +  49+  1 


Tafel  VIII. 
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Fonnel. 
/-  +  173I** 

Trinäre  qiiadratische  Teiler. 

Trin&ro  Worte 
von  c. 

y«  +  178jj"  =  y'  +  169  «•  +  4z* 

ßy*  +  2yz  +  29 ;8»  =  y»  +  (y  +  62?)»  +  (2y  -  2xf)> 
9y*  +  8y;?  +  2U»«(2y-^)»  +  (y— 2<2;)«  +  (2y+4if)* 
13y«+  6y2r  +  14^*  =  (3y  -  z)*  +  (2y+  SzY  +  Az* 

169+  4 
144  +  26+   4 
100+64+  9 
121+36  +  16 

<'+l74tt« 

6v'+29.«^|(y-^*">'  +  ('^  +  ^'>'+Ö^-^")" 
ey  -1-*«^        t(y+4^)«  +  (2y-3«)«+(y+2;5)« 

6y«  +  2  y.  +  35.«  -  (  ä  + 'f +i?  "  f  + ''f 

121+49+   4 
121  +  49+  4 
100  +  49  +  25 
169+   4+   1 

211'  +  2«*  +  8»«»  „  /  (J'  +  4«)*  +  (y  -  ««)•  +  «*^' 

64  +  64  +  49 
169+   4+   4 

y»  +  178«'  —  y*  +  169«'  +  9«' 
2y»  +  89««-=(y  +  2«)»  +  (y-2*)»  +  81«» 
11»*+«»«+  17«»-=  9y'  +  (y  +  4»)«  +  (y  -  «)» 

169+   9 
81  +  81  +  16 
144  +  26+   9 

t*+t79i4* 
t*+181u* 

2y»+2y«  +  90«»— (y  +  6«)' +  (y  —  4«)»  + 49«» 
6y'+2y«+ 80«' —  (2y  -  «)•  +  (y  —  2«)' +  (y+6«)» 
10y«+2y«+18«'=-(8y-«)>  +  (y  +  4«)«  +  «« 

81  +  49+49 
121  +  49+   9 
169+   9+   1 

y»+ 181«*  =■  y»  +  100«»  +  81«» 
6y»+4y«  +  87«»  =  (2y  +  «)»  +  y»  +  86«» 
18y»+2y«+14«»  =  (8y-«)»  +  (2y  +  2«)»  +  9«» 

100  +  81 
144  +  36+   1 
81  +  64+36 

f'+182i*» 

18y  +14«  -|(3y_2,),4.(2y  +  3,).  +  ,. 

3«»4-8««-l-61«»  =  l<y-^*)'+(»+*"^*  +  Ö'+^*)' 
3y  +8y«  +  61«  =|(y_5^).^(y^6^).^.j,. 

169+   9+  4 
169+  9+  4 
100+81+   1 
121  +  36+26 

r+185i»- 
r+186tt' 

«»4.186«'-|ä''  +  ^®^**  +  "'' 
y  +186«  -|y,  +  i2u.  +  64«» 

9y  +4y«  +  21«  -|(2y_2^).+(2y+^).+  (y+4«)» 

169+16 
121  +  64 
100+81+  4 
100+49  +  36 

iii,»+2««4-i7«'   (y'+(j'+*«)*+(8y-«)' 

lly  +2y«  +  17«  -|(3y^2^).^.(y_3^).^(y_2^). 

121  +  49 -f  16 
121+49  +  16 
169  +  16+   1 
121+64+   1 

TriidTe  qoodratiBcbe  Teiler. 


81+  81  +  ^ 


Uy'+Ujj+IT 


6»+  16  + 
(K>+  Cl  +  J 

jCy+ii)'  +  (8y+«)'  +  4y'  121+  6<4 

|(j,_3^)«+t3y+2;)'+(aj,+2i)'   121+  64  + 


"|{3y-:)'  +  (y  +  3;)»  +  9£' 


|I00+  81+  > 
100+  81+  S 


y'  +  lOSj'  =  y*  +  l«i'  +  19«' 
!i('+  2y;  +  97^'  =  (y  +  6^)'  +  (sf  -  6«)*  +  362' 


y'  +  191^'  —  y'  +  1693*  +  86»' 

ay'  +  97«'  =  (y  +  6*)'  +  (y-6i)'  +  a62' 
8y'+2ya+  862'  -  (y  -  6^)'  +  (y  +  6z)'  +  (y +  3^)' 
6y*+4y.-  +  33^'  =  (ay  +  z)'  +  (y  +  42)'  +  (i,-4z)' 
0y*+4!'^  +  2S'/'  =  C2y+32)=+C2y-3j)'+(y+2z)' 
,ij,.+  4y^+18z'^(y  +  4«)'  +  (3y---)'  +  (y+z)' 


14y'+2y2+l42' 


I(3y  +  3.-,'+(2y-3i)'+(y  +  'l' 
C3y-2;)'+(2y+3-V+(y+r)' 
{3y+2z)'+(ay-z)'+(y-87)' 
(3y-2)=+(2y  +  3j)'  +  {y-2rl' 


y'  +  197-''=-y'+1962'  +  2' 
6y'  +  2ys  +  33^'  =  (y-6,-)'+  (y+2j)'+{2y+Si)= 
9!/'  +  ay--  +  22z'=^{2y  +  2--)»+(2y-3z)'+(y+3z)' 


144+  Vi 
121+  36  +  36 

169+  35 
144+  25  +  : 
121+  S4  + 
81+  64  +  ) 
144+  49  + 
169+  16  + 


169+  35  + 
169+  Sä  + 

121+  4»+; 

121+  VJ  +  i 

196+     1 
144+  49  + 
100+  81  +  ! 


Uy +  !•-•)■ +  «(- 6')"  +  "''  100+  4S  +  1' 

.   .-!..      J-llll    >       (»'  +  <!'  +  ')■  +  '»"»'  '  100  +  100  + 

.J+SV-  +  10"   -[(y^,.).+.(,_tj).+.,6,.  |,8,4.   „+,t 

|(2S-2l)"  +  (y  +  6l)'  +  !"  ill)6+     1+1 

l(2y  +  3z)'+(y  — 4*)'+16i'  181+  61  +  16 


>J'+<J'+   "«' 


Tafel  Vlir. 
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Formel. 


t-  +  202tt* 


I  +303tt« 


<*-f  200«* 


TriDäre  quadratische  Teiler. 


Trinftre  Werte 
von  c. 


n 


y«  +  20«2« «- y«  4- 1812E*  +  81«* 
14y*+  nyz+17z*=>(y  +  Az)*  +  {2y  +  z)*  +  9y« 


^  ^    ^    ^  l  2t/-3j  *+  y+42r  *+  y 


+  (y+3xr)» 


y»  +  206^' 
öy«  +  4lÄ» 


-I 

-1 


y«4-1962r*  +  9je* 

y* +1692:*  + 36  Ä* 

(2y  +  '^)'  +  (y-2'S)'  +  36«» 

(2y-2;)«  +  (y  +  2;e)«  +  36^« 


3y*+  2yz+692:* 
5y»+  4yj  +  422* 
/*  +  206i«*,    6y»+  4y^  +  3ö2*^ 
10y*+  Aijz  +  21z'^ 


(y~4j)«  +  (y-2^)«  +  (y  +  7^)* 
(2y-2?)*+(y  +  4<2f)«  +  262f« 

(2y  +  3^)«  +  (y  +  2)«  +  (y-Ö2;)« 
(3y  +  2^)*+(y-4ir)*  +  ^« 


121+  81 
144+  49  +  9   , 


169+  26  +  9 
121+  81+1 


196+  9 
169+  36     I 
144+  36  +  25 
144+  36  +  26 


,   Uy-+lüy.'  +  2U''  =  (3y  +  ^)»  +  (y+4x:)»  +  (y— 2«)*     121+  49  +  36 


121+  81+  4 
100+  81  +  26 
169+  36+  1 
196+     9+  1 


r  +  209tt* 


2y'+2yz  +  1052:' 


10y»+  2y-2;+2U==^ 


I3y»+10yj+18j'''  = 


(9/  +  2zy  +  (y  -  zy  +  lOOz* 
(y  +  5-r)«  +  (y-4^)«  +  642« 
|(3y--f)'+(y  +  4^)«  +  4z« 

l(3y  +  i:)''  +  (y-2--)»  +  i62« 
l(3y  +  ^)*  +  (2y  +  z)'  +  i6^» 
Usy-zy  +  (2y+kzy  +  z^ 


f'  +  210tt* 


6tf  +  S6z^^ 


f(y  +  6^)«+(2y-3j)*  +  (y  +  2r)« 
(y-6^r  +  (2y  +  3^)=  +  (y-^)» 
(i/  +  bzy  +  (y^3zy  +  i2y-2y 

{{y-  5j)«  +  (y  +  3j)«  +  (2y+j)-^ 


r-+2iltt* 


2y-+2yj  +  lU62;^=  (y  +  4-:)'  +  (y  -  3^)«  +  81 J» 
\0y'+6yz-\-  22z''^(Sy  +  2zy  +  {y    -3<:)-  +  9.'- 


100  +  100+  9 
81+  64  +  64 
169+  36+  4 
144+  49+10 
144+  64+  1 
196+     9+   4 


169+  25  +  16 
169+  25+16 
121+  64  +  25, 
121+  64  +  25 


81+  81  +  41) 
121+  81+   9 


/- f  2i:jtt« 


14y-+10yj+17c«-= 


(2y  +  4^)''  +  (3y     :;y+y^ 


196+   16+    1 


l(3y  +  2.0'+(2y-2c)«+(y+3r)«   100+  64  +  49 


r+tUu- 


2y«+  I07j««(y+7z)»  +  (y-  7<j)«  +  92« 
5y»  +  2yz  +  43^«  «  (2y  +  Sz)^  +  (y  ~  bz}*  +  9^* 


196+     9  +  9 
169+  30  +  9 


I3}"+4S»  +  1?J"- 


Tafel  VIII. 
TciDäre  qnadratüclie  Teiler. 


9»'  +  (Sj  +  ')'+I«'" 


3j'+2S/^  +  U02»" 


38.i/*+6i/a+     6i'= 


l(j+")"+(»-0')'+a2' 


»»'+1!/»  +  »»'- 


:(2y  +  4i)'  +  (2y-8»)'  +  y' 
l(2!/  +  3i)'+(j-4l)'  +  lj' 


,  ,       |(!I  +  7»)'  +  (»-4«)-  +  (»-3j)' 

"  "^       ~lto-7<)-+(y+4«)'+(j+s.)' 


26y'  +  6y«-f  9«'=- 


j(4,+a.)'+<3j-s;)'+(y+«' 

l(6!/+«'  +  <!/-!')'  +  4»' 


y"  +  2363*  —  y'  +  226«'  +  «» 
2i,'+U8<'-(s+4i)'  +  (j-4j)"  +  8U' 
lIj"+8,.  +  22.'-(y-!.)'  +  (!,-3.)"  +  (3j  +  3j)- 

2j'+2Sl  +  ll4j"-(j/  +  8l)'  +  (y-7!)'  +  l" 
«5'+2j»+38!"-(s  +  Sl)"  +  »  +  S')'  +  (>y-3»)' 
18!,"+10y«+14i"-(y+S3)'+(J-2«)'+(4!(+»)' 


Trlatn  Witli 


169 -{-   49 
144+  49-1- <&    ' 
121-j-  81  +  16 


181 -I-  49  +  « 
169-1-  »+« 
169  f  49+  1 
169+  49+  1 


196+  85 
121  +  100  ■ 
196+  16+  i 
181  +  64  +  » 
169+  36  + IE 
169+  SG  +  I« 


196+  3S  +  1 
169+  49  +  1 
lai +100+1 
iai+100+l 


196+  86+4 
181+100+4 


286+     1 
81+  81+W 
144+  81+  1 

886+     1+  1 

+  49+9 

181+  31  +  2& 


Tafel  Vni. 
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Formel. 

Trinftre  quadratische  Teiler.                          Trin*'«  Werte 

Ton  c.            1 

<»+229i** 

y*  +  2292«=-t/»  +  2262«  +  4;5« 
6y'  +  2y2r  +  462r«=(t/  +  3i?)«+(2t/  --j)«+36-2» 
17y«+6yj+14iJ««(2y-£f)«+(2y-2ir)«+(3y+3;:)« 

226+     4 
144+  49  +  36 
144+  81+4 

r»H-230u' 

6y.  +  46.«-P+'^)"  +  ('^-^'^)'+^' 
l(y-6^)«  +  (2y  +  3z)«+;j« 

"^   ^              V3/-3^)»  +  (2y  +  3^)«  +  (3y+^)« 

21y«  +  2y.+  ll.«-|Ö'-f)'+^^^-^^'+(^^  +  ^^)' 

l(2y+^)«+(y  +  3i5)«  +  (4y-r)« 

y«  +  233i;'  —  y«+169^*  +  64;!* 
2y'  +  2y^+117^«=.(y+8-2:)«+(y-7-2)«  +  4z« 
26y«  +  2yz  +  9^»=»(y-  -?)*  +  (3y-22)»  +  (4y+22r)» 
t8y»+2y«+13;5«-(y-2ier)»+(y+3^)«  +  16y« 

226+     4+    1 
226+     4+   1 
121+100+   9 
100+  81  +  49 
196+  26+   9 
169+  36  +  26 

1 

^+23314« 

1 

169+  64 
226+     4+   4 
196+  36+   1 
144+  64  +  25 

<+234tt* 

26v»+9.'-f^^^~''^'+^*^+'^'+^^+^'^' 

l(3y  +  2^)»+(4y-^)«  +  (y-2^)» 

17y.  +  4y.+  ,4..=    (^2.+')'  +  (3.+2.)«+(2y     3.)« 

l(2y+z)H(3y-2^)«+(2y+3z)» 

121+  64  +  49 
121+  64  +  49 
169+  64+    1 
169+  49+16 

('+236U* 

10y«+10y^+26^«=    ^^           ^  T^y-To^;   -T  ^ 

l(y  +  6^)«  +  9y*  +  ^» 

226+     9+   1 
226+     9+    1 

«•+237tt* 

1 4i/»^  (3y  —  ^)*  +  (i/  +  4^y' 
14y«+2yj  +  17j?»-      -^  ^  ^  ^f       ;  T^y-r     i 

^  ^    ^    ^               \(2y+2^)«+(3y-2;j)«+(y  +  3^)« 

196+  26+16 
196+  26  +  16 
169+  64+  4 
121+100+16 

<+238tt* 

.         •      f(3y  +  32;)»  +  (2y-3^)*  +  2:« 
13y«+6y2?+19i;*«    ^  ^^      /  t  v  y           ;  t 

l(3y-^)'  +  (2y  +  3^)«  +  9^» 

y»  +  24l2:»  =  y«  +  226  r»  +  16^;* 
2y*+2y2:+ 1212* « (y  +  72)»  +  (y  -  62)'  +  362« 
5y'+4y2+   492»  =  (y  +  62)»  +  (2y  -  22)»  +  92» 
10y»+6y2+  252«  — 9y»  +  (y  +  82)»+162» 

226+     9+   4 

121+  81  +  36 

1 

1 

226+  16 
169+  36  +  36 
196+  36+   9 
144+  81  +  16| 

Trinarc  quadTntJBche  Teiler. 

J,"  +  mi"-(!/  +  6»)'  +  (!(-6l)'  +  49l' 
«»■+'J'  +  "--'-to +  «*  +  (!/ -2--l'+C2S-.-)' 
I?j'+16!,i+lS.'-(4y  +  «)'  +  (!,  +  4»)"  +  »' 

S  J'+  S,.+12S.--  _  „■  +  (j,  +  ..)•  +  IJU' 


144+  49  +  4» 
169+  64+  9 
225+   16 

121+121+  l 
169+   49  +  « 


,,  j.,_|(2!/  +  3fl"  +  Ü/-l«)'  +  4.-'       1226+   16+1 

"'   "•■      "         U2s-32)"  +  (!(  +  6«)"  +  4.-"         225+16+1 

'  '        l(»  +  t»)"  +  (j-l2)'  +  4j"  100+81  +  « 


»»*  +  lS-  +  51)j"- 


(!(  +  »)'+(»-")'+12H"  1121+121+  . 

.(J'  +  7j)'  +  (i/-72)'  +  2B2'  ll96+26  +  Si 

I  (2J  +  S--)'  +  <»  "  4«)"  +  252"  I  ISl  +HHI  +  J: 
l(2y+=)'  +  !('  +  49l' 


('  +  24yu'    2i/'  +  2i/5  +  12Bj' 


j(»  +  4l)"+(9-Sir+llH)»" 
■t(!l+6.)'  +  to-6»)"+    04.-' 


lOO  +  lOO 
121+  64  +  61 


y'  +  260;'  — y'+169.-'  +  Bli'  169+81 

l!/'+l«JS  +  25.-"-(!(-4l)'  +  j/'  +  (»!/  +  3«)"  226+   16  + 

2j"+2»--+126.-'-(!/-r)'  +  (j  +  2l)-+12U"  j  121+131  + 

„,      «!/'+2j=+   4».->-(2j  +  l)"  +  (v-6!)>  +  (!,  +  4;)'ll21+  »1+41 
"    ll4j'+2..,.-+    l»l"-(aj  +  l)'  +  (25  +  ;,'+(!,-42)'   169+  81  + 
Hlj'+»J-+   »6j"-(3j+i)'  +  j"  +  253"  '225+   25  + 


_((2j+3.-)'+p,+3;)-  +  (3j-2.-)-'225  +  169  + 

iw+2=)'+(3!/+S--)'+(2>-a2l"  225  +  169  + 


Tafel  IX. 
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Tafel  IX. 


Werte  des  Produkts 


6       10 


11 


—  •  •  • 


üj— 1 


(O 


0). 

Produkt. 

CO. 

181 

Produkt. 
0.212108 

CD. 

421 

1  Produkt 

o. 

Produkt. 
0. 171189 

0). 

Produkt. 

^   0.  6fi6667 

0. 184357 

673 

953 

0. 162925 

5  0.  533H33 

191 

0. 210998 

431  0.  183929 

677 

0. 170Q36 

967 

0.  162757 

7  0.457143 

193  0  209904 

433 

0. 183505 

683 

0. 170686 

971 

0. 162589 

11  0  415584 

197 ! 0.  208839 

439  0.  183U87 

691 

0.  170439 

977 

0. 162423 

13  0.  3B3r,16 

199 ' 0.  207789 

'  443  0. 182673 

701 

0. 170196 

983 

0. 162257 

17  0  361051 

211.0.206804 

449  0.  182266 

709 

0. 1 69956 

991 

0. 162093 

19  0.342048 

•J23  0.205877 

457 

0.  181868 

719 

0. 169720 

997 

0. 161930 

2a.  0.327  ITC 

227  0.  204970 

461 

0. 181473 

727 

0. 169486 

1009 

0. 161770 

2U  0.315894 

229  i  0. 204075 

463 

0.  181081 

788 

0.  169255 

1013 

0. 161610 

1 

0.  306704 

233 

0.  203199 

467 
479 

0.  180693 

739 

0. 169026 

1019 
1021 

0. 161451 

37 

0.  297442 

239 

0.  202349 

0. 180316 

743 

0. 168799 

0.  161293 

41  0.290187 

241 

0. 201509 

487 

0. 179946 

751 

0. 168574 

1031 

0. 161137 

43  0.283439 

251 

0.  200707 

491 

0.  179679 

757 

0. 168351 

1033 

0. 160981 

47  0.277408 

257  0.  199926 

499 

0. 179220 

761 

0.168130 

1039 

0.160826 

53  0.272174 

263  0.  199165 

503 

0.  178863 

769 

0.167911 

1049 

0.  160673 

5U  0.267561 

269 

0. 198425 

509 

0.  178612 

773 

0  167694 

1051 

0.  160520 

61  0.263175 

271 

0.  197693 

521 

0. 178169 

787 

0.  167481 

1061 

0. 160369 

ft7  0.259247 

277 

0.  196979 

623 

0.  177829 

797 

0. 167271 

1063 

0  160218 

71  0.265595 

281 

0.  196278 

541 

0.  177500 

809 

0. 167064 

1069 

0. 160068 

73  0.252094 

283 
293 

0. 195585 

547 
557 

0. 177175 
0. 176857 

811 

0. 166858 

1087 

0. 159921 

79 

0.  248903 

0.  194917 

821 

0. 166655 

1091 

0. 159774 

83  0.245904 

307 

0.  194282 

663 

0.  176543 

823 

0. 166453 

1098 

0.  159628 

>59 

0.  243141 

311 

0. 193657 

569 

0.  176233 

827 

0. 166252 

1097 

0. 159482 

97 

0. 240635 

813 

0. 193039 

571 

0.175924 

829 

0. 166051 

1103 

0. 159337 

101 

0.  238252 

817 

0. 192430 

577 

0.  176619 

839 

0. 165852 

1109 

0.  159193 

10310  235939 

331 

0. 191848 

687 

0. 175320 

853 

0. 165658 

1117 

0, 159051 

107  0.233734 

337 

0. 191279 

593 

0, 175026 

857 

0. 165465 

1123 

0.  158909 

109  0.231590 

347 

0. 190728 

599 

0. 174732 

859 

0.  165272 

1129 

0. 168768 

113 

0. 229540 

849 

0. 190181 

601 

0. 174442 

863 

0. 165081 

1161 

0  168630 

127 

0.  227733 

853 

0. 189643 
0. 189114 

607 

0. 174154 

877 

0. 164892 
0. 164705 

1163 
1163 

0. 158492 

131  0.225994 

859 

613 

0.  173870 

881 

0. 158356 

137  0.224345 

367 

0. 188599 

617 

0. 173588 

883 

0. 164518 

1171 

0.  158221 

139  0.222731 

373 

0. 188093 

619 

0. 173308 

887 

0. 1643S2 

1181 

0.  168087 

149  0  221236 

379 

0.  187597 

631 

0. 173033 

907 

0. 164151 

1187 

0. 167954 

151  0.219771 

383 

0. 187107 

641  0. 172763 

911 

0. 163972 

1193 

0.  167822 

157  0.218371 

389 

0.  186626 

643  0.172495 

919 

0.  163794 

1201 

0.  167091 

163  0.217031 

897 

0. 186156 

647  0.172228 

929 

0.  163618 

1213 

0. 167661 

167  0.215732 

401 

0. 185692 

653  0.171964 

937 

0. 163443 

1217 

0. 157432 

173  1 0.214485 

409 

0. 185238 

659 

0. 171703 

941 

0. 168269 

1223 

0  157303 

179 

0.213286 

419 

1 

0. 184796 

661 

0. 171444 

947 

0. 163096 

1229 

0. 157176 
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Tafel  X. 


Tafel  X. 

Kleinste  der  Gleichung  o?  —  N^  =  +  1  genügende  Werte  von  x  nnd  y 
für  jede  niclitqnadratische  Zahl  N  von  2  bis  1003. 


N 

X  :  y 

N 

X  :y 

2 

1  :  1 

45 

161  :  24 

3 

2:1 

46 

24335  :  3588 

ö 

2:  1 

47 

48:7 

6 

6:2 

48 

7:  1 

7 

8:3 

50 

7:1 

8 

3:  1 

51 

50:7 

10 

3:1 

52 

649  :  90 

11 

10:3 

53 

182  :  25 

12 

7  :2 

54 

485  :  66 

13 

18:5 

55 

89:  12 

14 

15:4 

56 

15:2 

16 

4:1 

57 

151  :  20 

17 

4:  1 

58 

99:  13 

18 

17  :4 

59 

530  :  69 

19 

170:39 

60 

31  :4 

20 

9:2 

61 

29718  :  3805 

21 

55:  12 

62 

63:8 

22 

197  :  42 

63 

8:1 

23 

24:5 

65 

8:  1 

24 

5:  1 

66 

65:8 

26 

5:1 

67 

48842  :  5967 

27 

26:5 

68 

33:4 

28 

127  :  24 

69 

7775  :  936 

29 

70:  13 

70 

251  :  30 

30 

11  :2 

71 

3480  :  413 

31 

1520  :  273 

72 

17:2 

32 

17:3 

73 

1068  :  125 

33 

23:4 

74 

43:5 

34 

35:6 

75 

26:3 

35 

6:  1 

76 

57799  :  6630 

37 

6:1 

77 

351  :  40 

38 

37:6 

78 

53:6 

39 

25:4 

79 

80:9 

40 

19:3 

80 

9:1 

41 

32:5 

82 

9:1 

42 

13:2 

83 

82:9 

43 

3482  :  531 

84 

55:6 

44 

199  :  30 

1 

85 

378  :  41 

A' 

xty 

N 

«:y 

8G 

10405  :  1122 

132 

23:2 

87 

28:3 

133 

2588699 :  224460 

m 

197:21 

134 

145925:  12606 

89 

500:63 

136 

244  :  21 

90 

19:2 

136 

35:  3 

91 

1574  :  165 

137 

1744  :  149 

92 

1151  :  120 

138 

47:4 

93 

12151  :  1260 

139 

77563250  :  6678829 

94 

2143296:221064 

140 

71:6 

95 

39:4 

141 

95:8 

96 

49:5 

142 

143  :  12 

97 

5604  :  569 

148 

12:  1 

98 

99:10 

145 

12:  1 

99 

10:1 

146 

145:12 

101 

10:1 

147 

97:8 

102 

101  :  10 

148 

73:6 

103 

227628  :  22419 

149 

113682:  9305 

104 

61:5 

150 

49:4 

105 

41:4 

151 

1728148040:  140634693 

loe 

4006  :  389 

152 

37:3 

107 

962  ■-  93 

163 

2177  :  176 

1U8 

1351  :  130 

164 

21296:  1716 

109 

8890182:851525 

155 

249  :  20 

110 

21:2 

156 

25:2 

111 

295  :  28 

167 

4832118:385645 

112 

127  :  12 

158 

7743:616 

113 

776  :  73 

169 

1324  :  105 

114 

1025 :  9fi 

160 

721  :  57 

115 

1126: 106 

161 

11776  :  928 

116 

9601  :  910 

162 

19601  :  1540 

117 

649  :  60 

163 

64080026  :  5019136 

118 

306917:28254 

164 

2049  :  160 

119 

120  :  11 

166 

1079  :  84 

120 

11  :  1 

166 

1700902565  :  132015642 

122 

11  :  1 

167 

166  :  13 

123 

122:  11 

168 

13:1 

124 

4620799  :  414960 

170 

13:1 

125 

682:61 

171 

170:13 

126 

449  :  40 

172 

24248647  :  1848942 

127 

4730624  :  419775 

173 

1118:85 

128 

577  :  51 

174 

1451  :  110 
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817 

343  :  12 

76         196  :  7 

818 

143:6 

T7l         223  :  8 

819 

1574  :  66 

U.          54010269:1957873 

820 

39689  :  1386 

TS:    11785490:422259 

821 

2121436703918:74038651465 

Kl         391  :  14 

822 

7397  :  268 

81;    07606199:2419140 

823 

1235170474903644006168  : 

S2!         783  :  28 

1  8197527430497636651 

■«3:          28  :  1 

824 

59636  :  2074 

'*'•>                        28  :  1 

825 

48599  :  1692 

■*«         785  :  28 

826 

222239304685  :  7732694382 

f-  .14626394242  :  1234262007 

827 

900602  :  31317 

W         393  :  14 

828 

1151  :  40 

.^,,     [16116667272575; 

829 

16489282  :  537965 

\   573768548496 

830 

146411  :60e2 

Wi   6C16066879  :  235389096 

831 

9799706  :  339948 

iSl        225  :  8 

832 

842401 : 29205 

W         197  :  7 

833 

9478657:328416 

ISS;        4393  :  166 

834 

6552678705  :  220897244 

'34'       30235  :  1073 

836 

343363*5806  :  1188258591 

iWi        6626  :  235 

836 

46551  1  1610 

;J  (529178298454520220799: 

837 

12161:420 

'  \   18756227493035055480 

838 

42112785797:1454762046 

'r,           24715982:875480 

839 

840  :  29 

''•t^\                     113  :  4 

840 

29:1 

I9i<        424  :  15 

842 

29:  1 

*Xi       I9G01  :  693 

843 

842  :  29 

'^l,  5(»0O02OOOOOl:  17666702000 

844 

j 164962314660107028644999 : 

•^'i        295496099  :  10434330 

\   5334022845973817148450 

^li        7226  :  255 

845 

12238:421 

'IM     515095  :  18166 

846 

2143295  :  73688 

W.   1514868641  :  53392104 

847 

8193161  :  281620 
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N 


848 

849 

850 
851 
852 

853 

854 
855 
856 
857 
858 

4 

859 

860 
861 

862 

863 
864 
865 
866 
867 
868 

869 

870 
871 
872 
873 
874 
875 
876 
877 
878 
879 
880 
881 
882 

883 

884 
885 


X  :  y 

66249  :  2275 

(1501654712948695 

1   51536656330476 

2449  :  84 

8418574  :  288585 

194399  :  6660 
{10379165085018  : 
1   355375843945 
1294299  :  44290 


3041 

695359189925 

8118568 

703 


104 

23766887823 
277325 
24 


(2058844771979643060124010 

1  70246877103894937291269 

3871  :  132 

541601801  :  18457740 

{358022566147312125503  : 

1  12194296994921665128 

18524026608  :  630565199 


470449 

348345108 

42435 

70226 

3844063 


16005 

11844089 

1442 

2385 

130476 


{60192738698751 

I  2041898807200 

59:2 


19442812076 

126003 

62809633 

3725 

120126 

10951 

241326 

9314703 

107245324 


658794555 

4267 

2125784 

1^6 

4061 

370 

8149 

314356 

3617295 

3 


89 

106316171432 : 3581882825 

19601  :  660 

{ 34878475759617272473442 

l  1173754162936357802169 

1665  :  56 

119:4 


N 


886 

887 
888 

889 

890 
891 
892 
893 
894 
895 
896 
897 
898 
899 
901 
902 
903 
904 
905 
906 

907 

908 
909 
910 

911 

912 

913 

914 
915 
916 
917 
918 

919 

920 

921 

922 
923 


I 


x  :  y 

{ 7743524593057655851637765 
I    260148796464024194850:57.^ 
469224  :  15755 
149  :  5  . 
13231974717803657215 : 
443786188413453504 
179  :  6 
3970  :  133 
100351  :  3360 
6091434999  :  203842100 
299  :  10 
359  :  12 
449  :  15 
599  :  20 
899  :  30 
30:  1 
30:  1 
901  :  30 
601  :  20 
451  :  15 
361  :  12 
301  :  10 
1238234103430734976^1' 
4111488857741309517 
102151  :  3390 
80801  :  2680 
181  :6 
{371832584927520: 
1    12319363142953 

151  :5 
]  51 5734243080407: 
1    17068312251564 
5593  :  185 


( 


4 

193230 
27197820 
136010 


121 

5848201 

823604599 

4120901 

(44816030109371 194515512637.H 

147834442396536759781499:)t«l 

91  :3 

{2522057712835735: 

1     83104627139412 

419288307  .  13808525 

638:21 
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24' 

25 

I 
2G 

2?! 
28 
29 
30 
31 

32; 

n 

34 
35 
*36 

137 

»38 
131) 
140 
141 
142 
143 
)44 
)4o 

)46 

Hl 

m 
9r>o 

951 
952 
953 
95  ( 

955 

956 
957 
958 
959 

962 


X  :  y 

11551:380 
882  :  29 
I 304560297 142335: 
l  10008472361032 

227528  :  7473 
768555217  :  25229061 
81317086468  :  2667927065 
61  :2 


6681448801  :  218975640 
1072400673  :  35127652 
75263  :  2464 
3034565  :  99294 
1376  :  45 
5201  :  170 
490226695010796 : 
16015008052621 

17151  :  560 
122695  :  4004 
4231  :  138 
731069390  :  23832181 
106133  :  3458 

737  :  24 
561799  :  18285 
275561  :  8964 
{45225786400145  : 
1  1470417148788 
13509645362  :  439004487 
228151  :  7410 
17458843558590: 
566738044393 
202501  :  6570 
224208076  :  7270445 

11663  :  378 

2746864744  :  88979677 

32080051  :  1038630 

2095256249  :  67800900 

j  76759023628799  : 

1  2482564242480 

14849  :  480 

(16762522330425599: 

l  541572514048560 

960  :  31 

31  :  1 

31  :  1 


N 

963 

964 

965 
966 

967 

968 
969 
970 
971 
972 
973 
974 
975 
976 
977 
978 
979 
980 
981 
982 
983 
984 
985 
986 
987 
988 
989 
990 

991 

992 

993 

,994 

995 

996 

997 

998 

999 

1000 

1001 

1002 

1003 


X  :  y 

962  :21 
(10085143557001249: 
1  324820602522300 
14942  :  481 
57499  :  1850 
(4649532557817485528: 
1  149518887194649693 
19601  :  630 
13588951  :  436540 
328173  :  10537 
12479806786330  :  400496058813 
9863382151  :  316368130 
903223  :  28956 
488825745235215  :  15662987185124 

1249  :  40 
1766319049  :  56538495 
7376748868  :  236003105 
118337  :  8784 
360449  :  11520 
51841  :  1656 
158070671986249  :  5046808151700 

8837  :  282 

284088  :  9061 

88805  :  2831 

408  :  13 

157:5 

377  :  12 

14549450527  :  462879684 

550271588560695  :  17497618534396 

881  :  28 
(379516400906811930638014896080 
l  12055735790331359447442538767 

63:2 
2647  :  84 
1135  :  36 
8835999  :  280120 
8553815  :  271038 
84906  :  2689 
984076901  :  31150410 
102688615  :  3248924 
39480499  :  1248483 
1050905  :  33532 
206869247  :  6535248 
9026  :  285 
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Die  Gleichung  3^  —  JVy*  -■  —  1  ist  stets  auflSsbar,  weun  X  eine 
FrimzaU  von  der  Form  4tt  -}-  1  i^tj  dasselbe  gilt  nocb  fDr  unendlich 
viele  andere  gerade  oder  ungerade  Werte  von  N.  Im  Falle  diese 
Gleichung  auflösbar  ist,  beziehen  sich  die  ÜSablen  x  und  y,  welche  in 
der  Tafel  stehen,  immer  auf  die  Gleichung  a^  —  N^  =  —  1.  Nennt 
man  diese  Zahlen  a  qd^A,  so  sind  2a*  -\-  1  und  2ab  die  kleinsten 
Kahlen,  welche  der  Gleichung  a?  —  N^  '^  -\-  l  .genfigen.  Man  kann 
nbrigens  leicht  auf  den  ersten  Blick  erkennen,  ob  die  in  der  Tafel 
stobenden  Zahlen  der  einen  oder  andern  von  diesen  Gleichongen 
Genüge  leisten;  es.ergiebt  sich  dies  nämlich  unmittelbar,  wenn  man 
die  Werte  von  x  \mi  y  auf  ihre  letzte  Ziffer  reduciert. 
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Folgerungen,  welche  sich  daraus  für  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  Teile 
ergeben * 130 

§  16.    Über  ähnliche  Funktionen,  welche,  mit  einander  multipliciert,  Produkte 

von  derselben  Form  geben 13«) 

Formeln  für  die  homogenen  Funktionen  zweiten  Grades  mit  zwei 
Veränderlichen 131 

Formeln  für  die  homogenen  Funktionen  dritten  Grades  mit  drei  Ver- 
änderlichen   133 

Diese  Formeln  liefern  das  Mittel,  um  allgemein  die  unbestimmte  Glei- 
chung X»  +  aX^Y+bXY^+  er«  —  K*  aufzulösen 135 

Dieselbe  Theorie  läfst  sich  ausdehnen  auf  die  homogenen  Funktionen 
aller  Grade 136 

§  17.    Über  einige  Aufgaben^  welche  sich  mehr  oder  weniger  direkt  auf  die 

unbestimmte  Analysis  beziehen 138 

Als  Beispiel  werden  zwei  schwierige  Probleme  behandelt,  deren  L5- 

iMog  man  Euler  verdankt 138 

Methode  zur  Bestimmung  von  Zahlen,  welche  aliquote  Teile  der 
Summe  ihrer  Teiler  sind.    Mit  diesen  Aufgaben  beschäftigten  sieb 

die  Mathematiker  zur  Zeit  Fermat's  und  Descartes' Ul 

§  18.    Über  eine  andere  Aufgabe,  welche  durch  die  Art,  wie  man  zu  ihrer  Auf- 
lösung gelangt,  bemerkenswert  ist 146 

FünfterHauptteil. 

Anwendung  der  unbestimmten  Analysis  bei  der  Auflösung  der 
Gleichung  x^  —  1  ^^  0,  in  welcher  n  eine  Primzahl  ist 

§  1.    GrundUigen  dieser  neuen  Theorie 161 

Vorbereitende  Sätze 163 

Setzt  man  x^  —  1  >»  (rc  —  1)  X,  so  kann  das  Polynom  X,  in  welchem 
n  immer  als  Primzahl  angenommen  wird,  nicht  in  zwei  rationale 
Faktoren  zerlegt  werden 1^^ 

Sehr  allgemeiner  Satz,  welcher  nach  Gauss  die  zu  entwickelnde 
Theorie  umfafst 1^^ 
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Beziehang,  welobe  zwischen  den  Wurzeln  der  Gleichung  X  «»  0  und 

denen  der  unbeßtimmten  Gleichung  z"^"^  —  1  =  SKCn)  besteht. 
Jeder  Wert  z  =^  g,  welcher  dieser  letzteren  genügt  und  der  primi- 
tive Wurzel  von  n  genannt  wird,  ist  derart,  dafs  alle  Wurzeln  der 

Gleichung  X  =  0  durch  die  aufeinanderfolgenden  Potenzen  r ,  f*^, 

f^\  r^', . . .  r^         oder,  mit  Hülfe  einer  abkürzenden  Bezeichnung, 

durch  (l),  (g\  (<;*),  {g%  .  .  .  (^**""^)  ausgedrückt  werden  können    .   170 
Bildung  der  Perioden,  in  welche  die  alle  Wurzeln  der  Gleichung  X=0 

enthaltende  Periode  (n  —  1  :  1)  zerfällt 171 

Fundamentalsatz,  durch  welchen  allgemein  das  Produkt  zweier  gleich- 
artigen d.  i.  eine  gleiche  Anzahl  von  Gliedern  enthaltenden  Perioden 

gefunden  wird 175 

Bildungeweise  der  Gleichung,  welche  die  durch  (m :  1),  {m:  g\  (m :  p'), 

.  .  .  (m  :  ^^0  bezeichneten  Tc  Perioden  von  je  w  Gliedern  zu  Wur- 
zeln hat.    Diese  Gleichung  ist  stets  von  der  Form: 

p*  +  P*~^  -f  ap*-*  -f  ßp^-^  -^ =  0 177 

Mittelst  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  kann  das  Polynom  X  ia  k  Fak- 
toren von  m^  Gra^^  zerlegt  werden,  so  dafs  die  Gleichung  X »» 0 
vom  Grade  n  —  ls»m^inX;  Gleichungen  vom  Grade  m  zerfällt.  178 

Jede  durch  (m :  a)  dargestellte  Periode  von  m  Gliedern  kann  wieder . 
zerlegt  werden  in  k'  Perioden  von  »»'  Gliedern,  falls  m  =  nCk'  ist, 
und  die  Gleichung  vom  Grade  A;',  welche  diese  Teilperioden,  näm- 
lich (f»' :  o),  (m' :  a/i),  (m' :  «Ä*)  . . .  (w' :  «Ä*  ■"^)  zu  Wurzeln  hat, 
besitzt  Koefficienten,  die  sich  durch  die  bereits  bekannten  Wurzeln 
der  Gleichung  k^^  Grades  ausdrücken  lassen  .    .    .   .    ! 180 

ÄOgmeine  Bildung  der  Gleichung  k^  Grades  für  die  Werte  k ^2,  3,  4,  6  184 
Wenn  Ä  =  2,  so  sind  die  beiden  Werte  von  p  gleich  — 5-  i  "s*  V— »*, 

&11b  n  von  der  Form  4»+  3,  und  gleich  —    -  ±  ]/n,  falls*  n  von 

der  Form  4i  +  1  ist .  186 

Daraus  folgt,  dafs  allgemein  die  Funktion  4X  stets  die  Form  Y'-j-n^T* 
besitzt,  wenn  n  «=  4i  +  8,  und  die  Form  Y'  —  n^",  wenn 
n  «  4t  +  1  ist : 187 

Verschiedene  Methoden,  die  Funktionen  Y  und  Z  a  priori  zu  be- 
stimmen   187 

For  &  »  3  und  n  «^  3m  -{-  I  ^^^^^  ^^  di^ci  Perioden  (m  :  1),  (m  :  g\ 
(m  :  g^)  die  Wurzeln  einer  Gleichung  dritten  Grades ,  welche  nur 
durch  den  Wert  der  Primzahl  n  bestimmt  wird,  wenn  man  4  n  auf 
die  Form  a«  -f  27  &*  bringt 191 

Diese  Gleichung  besitzt  allgemein  die  Eigenschaft,  dafs  aus  einer  Wurzel 
p  derselben  eine  andere  p'  durch  die  sehr  einfache  Formel 

-C+{A-C)p 
P""        p  +  o-B 
beatimmt  wird,  uqd  aas  dieser  folgt  in  analoger  Weise  die  dritte.  192 
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Der  Fall  A;  »»  4  oder  n=»4m-|~  ^  zerföllt  in  zwei  andere,  je  nachdem 
tn  gerade  oder  ungerade  ist.  Ist  m  =»  2ft,  so  kann  man  allgemein 
die  Gleichung  vierten  Grades  bilden,  deren  reelle  Wurzeln  die  vier 
Perioden  (w  :  1),  (w* :  ^),  (m  :  </*),  (m  :  </*)  sind.  Diese  Gleichung 
besitzt  ebenfalls  die  Eigenschaft,  dafs  sich  ans  einer  gegebenen 
Wurzel  p  die  drei  andern  sehr  einfach  bestimmen  lassen 193 

Der  Fall  k  =  6  oder  n  »==  6in  -{-  1  endlich  besitzt  keine  so  einfache 
LCsung;  indessen  liefert  die  nähere  Untersuchung  mehrere  Be- 
dingungsgleichungen, mittelst  deren  sich  die  Gleichung  fünften 
Grades  bilden  läfst,  welche  die  Perioden  (m :  1),  {m:g),  (m:^^^), 
(ffi :  </*),  (ffi :  g*)  zu  Wurzeln  hat 2»io 

§  3.   Anwendung  der  Theorie  auf  numerische  Beispiele äOi 

Diese  Beispiele  beziehen  sich  auf  die  Werte  n  =^  7,  11,  13,  17,  41.  Bei 
diesem  letzteren  Beispiele  wird  gezeigt,  wie  die  Funktion  X  m 
Faktoren  von  verschiedenem  Grade  zerfallen  kann Iti 

§  4.   Reduktionsmethode  zur  Vervollständigung  der  vorstehenden  Theorie   .  .  ^3i 

Über  die  Hülfsgieichung  fünften  Grades,  welche  in  dem  Falle  n=5iii-fl 
aufzulösen  ist 2i3 

Bb  wird  die  allgemeine  Methode  für  die  Auflösung  dieser  Gleichung 
angegeben,  d.  h.  die  Art,  wie  man  die  expliciten  Werte  ihrer  Wur- 
zeln erhält,  und  dies  wird  angewandt  auf  den  Fall  n  »>  41  .  .  .  S46 
'  Die  Anwendung  derselben  Methode  auf  den  Fall  n<=41  würde  zu  dem 
selben  Resultate  führen,  welches  Vandermonde,  der  erste  Be- 
gründer dieser  Theorie,  in  den  Abhandlungen  der  Pariser  Akademie 
der  Wissenschaften  vom  Jahre  1771  angegeben  hat S4b 

Über  die  ^^il^sg^^^^^^^^^g'  siebenten  Grades,  welche  unter  der  Annahme 
n  ^=  7  m  4-  1  die  Perioden  von  m  Gliedern  zu  Wurzeln  hat   .  .  .  ^^^ 

Dieser  zweiten  Entwicklung  der  allgemeinen  Methode  folgt  eine  dritte, 
welche  sich  auf  die  Auflösung  der  im  Falle  n  h«  3  m  -{-  1  geltenden 
Gl^chung  bezieht "i^ 

§  5.    Verfahren,  um  zur  allgemeinen  Auflösung  der  Gleichung  X  =  0  zu  ge- 
langen   262 

Anstatt  nach  nnd  nach  die  verschiedenen  Hülfsgieichungen,  deren  Grade, 

♦i  —  1 
mit  einander  mnltipliciert,  das  Produkt  — ergeben,  aufzulösen, 

fl    \ 

ist   es   viel   einfacher,  direkt   die    Gleichung  — - — ^*«°  Grades  in 

p  aufzulösen,  welche  an  Stelle  der  Gleichung  X  «=  0  tritt,  und 
deren  allgemeine  Formel  unter  dem  Buchstaben  {A)  angegeben  Ui  26S 
Die  zur  Auflösung  dieser  Gleichung  d.  h.  zur  expliciten  Bestimmong 
aller  ihrer  Wurzeln  notwendige  Analyse  wird  an  mehreren  Bei- 
spielen entwickelt,  welche  ziemlich  alle  Schwierigkeiten  vereioigeoi 
denen  man  bei  andern  Anwendungen  begegnen  könnte.  Diese  Theone 
giebt  Veranlassung,  mehrere  Reihen  von  sehr  bemerkenswerten  Sfttxen 
zu  begründen,  welche  sich  auf  die  Funktionen'  T  und  A  beziehen. 
Die  der  Reihe  nach  als  Beispiel  genommenen  Zahlen  siod  31, ' 
13,  41,  17 2«-^'-^ 
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Se'le 
In  jedem  FskDe  kann  man  dnrch  eine  einzige'  Formel  nnd  ebne  Zwei- 
deutigkeit alle  Wurzeln  der  Gleichung  in  p,  die  im  allgemeinen 

2t9r 
dargestellt  werden  durch  2  cos ,  ausdrücken 315 

Sechster  Hauptteil. 
Beweis  versohiedener  Sätze  aus  der  unbestimmten  Analysis. 

I  l.  Es  wird  die  Aufgabe  gesteUt^  eine  gegebene  Zahl  a  in  vier  QtMidrate  zu 
zerlegen,  derart,  dafs  die  Summe  ihrer  positiv  genommenen  Wurzeln 
gleich  einer  gegebenen  Zahl  b  ist 324 

Enter  Fall,  wo  eine  der  vier  Zahlen  s,  f,  u,  v  gleich  Null  ist.  Be- 
dingung für  die  Möglichkeit  der  Lösung 325 

Zweiter  Fall,  wo  keine  dieser  Zahlen  gleich  Null  ist  Alsdann  ist 
4a  — &'  die  Summe  dreier  Quadrate,  und  somit  darf  die  Zahl  4a ~  6' 

nicht  von  der  Form  4*(8n  +  7)  sein    .    .    ; 327 

Unter  dieser  Bedingung  ist  die  Auflösung  immer  möglich.  Damit  sie 
jedoch  durch  positive  ganze  Zahlen  gegeben  werde,  mufs  b  zwischen 

den  Grenzen  y4a  und  Ysa  —  2  —  1  liegen.   Indessen  giebt  es  auch 
Fälle,  in  welchen  man  die  Lösung  in  positiven  ganzen  Zahlen  erhält, 

obwohl  b  unterhalb  der  Grenze  y8a--2  —  1  liegt 329 

Diese  Untersuchung  liefert  eine  neue  Erweiterung  der  beiden  ersten 

Fälle  des  Satzes  über  die  Polygonalzahlen 332 

§  3.  Beweis  des  Ferma^schen  Satzes  über  die  Polygonalzahlen  und  einiger 

andrer  analoger  Sätze 832 

Nach  einigen  vorbereitenden  Sätzen  wird  bewiesen:  1)  Jede  ganze  Zahl, 
welche  gröfser  ist  als  50m>|-21,  ist  die  Summö  von  m-|-2  Poly- 
gonalzahlen von  der  Ordnung  m-j-2,  von  denen  m  —  2  entweder 
gleich  Null  oäer  gleich  der  Einheit  sind;  2)  Dasselbe  gilt  für  jede 
gigize  Zahl,  welche  kleiner  ist  als  ÖOnt-f-^l 339 

Diese  beiden  Sätze  enthalten  den  allgemeinen  Ferma tischen  Satz  in 
sich,  aber  mit  einer  Einschränkung,  welche  demselben  eine  grofse 
Präcision  und  Eleganz  verleiht,  dafs  nämlich  unter  den  in-f-2  von 
Fermat  geforderten  Polygonalzahlen  stets  m— 2  sich  befinden,  die 
man  gleich  Null  oder  gleich  1  zu  setzen  hat 342 

.Man  kann  femer  beweisen,  dafs,  nachdem  eine  gewisse  für  jede  Ord- 
nung der  Polygonalzahlen  leicht  anzugebende  Grenze  überschritten 
ist,  jede  gegebene  Zahl  in  vier  oder  höchstens  in  fünf  Polygonal- 
zahlen zerlegbar  ist 343 

Beispiel  für  die  Zahl  6484^  die  in  vier  Oktogonalzahlen  zerlegbar  ist.  846 
§3.   Über  die  Gleichung  x*  +  y^  +  z"^  ^  0    .    .    : .848 

Die  Unmöglichkeit  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  aus  den  folgenden  drei 
Sätzen: 

1)  Wenn  diese  Gleichung  möglich  sein  soll ,  so  mufs  eine  der  Zahlen 

X,  y,  z  durch  8  teilbar  sein. 

2)  Diejenige  der  unbestimmten,  welche  gerade  ist,  ist  zugleich  durch 

3  teilbar. 
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3)  Wenn  eine  der  Unbestimmten  gleichzeitig  durch  2*"  nnd  3*  teilbar 
ist,  80  läfet  eich  die  Gleichung  in  eine  andere  verwandeln,  in  wel- 
cher die  entsprechende  Unbestimmte  nur  durch  3**^^  teilbar  ist. 
Man  gelangt  also  durch  wiederholte  Transformationen  zn  einer 
GleichuDg,  in  welcher  keine  Unbestimmte  durch  3  teilbar  ist,  nod 

die  somit  nach  dem  ersten  Satze  unmöglich  ist 349 

§  4.    rher  die  Gleiclrnng  x*  +  y»  +  äj*  =»  0 352 

Wenn  diese  Gleichung  lösbar  wäre,  so  könnte  man  daraus  eine  unend- 
liche Reihe  aoderer  Gleichungen,  die  ebenfalls  lösbar  wären,  her- 
leiten, und  dies  würde  voraussetzen,  dafs  die  Zahlen  x,  y,  z  aas 
einer  unendlichen  Menge  von  Faktoren  bestehen.  Die  angenommene 
Lösung  könnte  also  nur  durch  Zahlen  von  unendlicher  GrGiBe  ge- 
geben werden 355 

§  5.   Einigt  Sätze  aus  der  Ancdysis  nebat  neuen  Formeln  für  die  WinkeUeäung  359 

Ausgehend  von  dem  Sajbze  in  Artikel  610  wird  bewiesen: 

1)  Ist  n  eine  Primzahl  von  der  Form  4  m  4-  1  und  setzt  man 

if+gV'ny^f^  +  ngQVÜ, 

so  können  die  Poljnome  P  und  Q  auf  die  Form  X^—nY^  ge> 

bracht  werden 36o 

2)  Ist  n  eine  Primzahl  von  der  Form  Am -{-3  und  setzt  man 

so  kann  man  die  Polynome  P  und  Q  je  in  zwei  rationale  Faktoren 
zerlegen,  so  dafs  man  hat  P==AB,  Q^=CD.    .   * 361 

JDiese  Sätze,  auf  die  n^  Potenz  von  cos  tp  4-  V— 1  sin  9  angewendet, 
geben  das  Hilfsmittel,  um  allgemein  das  Polynom: 

neos*  "■  ^  qp ^— T~o"^ cos*""'  tp  sia'  9  -| , 

1  *  2  •  o 

welches  gleich  — . — —  ist,   in   zwei  Faktoren  zu   zerlegen.    Diese 
**  smqp  '  ° 

Faktoren  drücken  sich  stets  linear  durch  die  Cosinus  der  geraden 
Vielfachen  von  tp  aus,  wenn  n  von  der  Form  4m-{-l|  und  durch 
die  Sinus  der  ungeraden  Vielfachen   desselben  Winkels,  wenn  n 

von  der  Form  4w  +  3  ist 363 

Daraus  ergiebt  sich  die  einfachste  Gleichung,  welche  man  für  die  Tei- 
lung des  Kreisumfanges  in  n  gleiche  Teile  erhalten  kann   ....  375 
§  6.   Netier   Beweis  des  BeciprocitätFgesetzes ,  welches  zwisdten   zwei  Prim- 
zahlen besteht 3Su 

Es  ist  dies  der  einfachste  unter  allen  bekannten  Beweisen  dieses  Fun- 
damentalsatzes. 

Anhang. 

Abschnitt  I. 
Neue  Methode  zur  n&herungsweisen  Auflösung  der  Gleiehungen. 

Grenzen  der  reellen  Wurzeln 384 

Definition  der  gleichförmig  verlaufenden  Funktionen  (fonctions  omales)    .  .  386 
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Attfiöflong  der  homalen  Gleichung  €'='(p(x) 887 

Ver&hren,  um  die  gröfste  positive  Warzel  einer  gegebenen  Gleichung  zu 

finden 390 

Verfahren,  um  die  andern  positiven  Wurzeln  derselben  Gleichung  zu  finden  898 

Zveite  Methode  ftlr  die  Anflösung  der  numerischen  Gleichungen 396 

Bestimmung  der  gröfsten  Wurzel 400 

Bestimmung  der  kleinsten  Wurzel 402 

Über  den  Durchschnitt  einer  beliebigen  Geraden  mit  der  gleichfömig  yer- 

laufenden  Kurve  y  &«  ip(x) 404 

Zweite  Art,  die  kleinste  Wurzel  zu  bestimmen 406 

Wemi  die  grOfste  oder  die  kleinste  Wurzel  bekannt  sind,  alle  andern  zu 

bestimmen 408 

Grenzen  fOx  die  reellen  Gröfsen,   welche  bei  den  imagin&ren  Wurzeln  als    * 

Moduln  auftreten 411 

Form  der  Gleichung,  welche  in  dem  Falle  imaginSjer  Wurzeln  aufzulösen  ist  412 
Formeln  zar  Correction  dejr  durch  eine  erste  Annäherung  erhaltenen  Werte  416 
Kennt  man  zwei  konjugierte  imagin&re  Wurzeln  und  bildet  man  den  reellen 

Faktor  zweiten  Grades,  welcher  der  gegebenen  Gleichung  genügt,  so 

kann  man  die  Gleichung  n — 2^°  Grades  aufstellen,  welche  alle  andern 

Wurzeln  enth&lt 417 

Bemerlning    zur  Vervollständigung   der  Auflösung   der  homalen  Gleichung 

e»qp(x) 419 


Abschnitt  II. 

Über  einige  Glelohungen^  welche  die  Eigenschaft  besitzen  ^  dafs 
sich  diiroh  eine  bekannte  Wursel  alle  übrigen  rational 

bestimmen  lassen. 

Als  Beispiel  wird  ein  sehr  einfaches  Gesetz  angenommen,  das  zwischen  zwei 
aufeinanderfolgenden  Gliedern  der  Beihe  bestehen  soll  ,   , 421 

Über  den  allgemeinen  Ausdruck  einer  beliebigen  Gleichung  und  die  Bedin- 
gung dafür,  dals  die  Beihe  der  Wurzeln  in  sich  zurückkehrend  sei  .    .  428 

Kntwicklung  für  die  Gleichuagea  dritten  Grades 426 

Allgemeine  Form  der  Gleichung  dritten  Grades,  bei  welcher  sich  durch  eine 
bekannte  Wurzel  die  beiden  andern  rational  bestinmien 427 

Da  diese  Form  drei  unbestimmte  Gröfsen  enthält,  so  kann  sie  angewendet 
werden  auf  jede  gegebene  Gleichung  dritten  Grades.  Es  ergiebt  sich 
darans  ein  sehr  einfacher  Beweis  fiir  die  BeellitAt  der  drei  Wurzeln  im 
irreduciblen  Falle 428 

Kntwicklang  für  die  Gleichungen  ^  vierten  Grades.  Die  Methode  kann  nur 
auf  Gleichungen  angewendet  werden,  die  sich  unmittelbar  in  zwei  Glei- 
chungen zweiten  Grades  zerlegen  lassen 430 

Kotwicklong  fOr  die  Gleichungen  fünften  Grades.  Das  auf  die  einfachste 
Form  gebrachte  Besnltat  bietet  unendlich  viele  Gleichungen  dar,  welche 
fünf  reelle  Wurzeln  haben,  obwohl  ihre  Eoefficienten  zwei  beliebig  ange- 
nommene unbestimmte  Grölsen  enthalten 438 
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Es  wird  ein  nnmerischea  Beispiel  gegeben,  in  welchem  eine  dnrcb.  die  ge- 
wöhnliche Methode  gefundene  Wurzel  dazn  dient,  die  vier  andern  rational 
zu  bestimmen 437 

Direkte  Methode,  welche  zu  der  den  Ausdruck  der  fünf  Wurzeln  daxstellen- 
den  allgemeinen  Formel  führt.  Anwendung  dieser  Methode  auf  dasselbe 
numerische  Beispiel iSS 

Allgemeine  Untersuchung  über  die  Gleichungen  n^^  Grades,  deren  Wurzeln 
eine  in  sich  zurückkehrende  Reihe  bilden,  in  welcher  jedes  Glied  eine 
rationale  Funktion  des  yorhergehenden  ist.  Es  wird  gezeigt,  daik,  wenn 
n  eine  Primzahl  ist,  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichung  stets  durch 
eine  Formel  gegeben  wird,  welche  implicite  alle  Wurzeln  enih&it.   ,  .  450 


Vierter  Hauptteil. 
Verseliiedene  Methoden  und  Untersoeliungen. 

§  1. 
Sätze  über  die  Potenzen  der  Zahlen. 

Die  Methode,  von  der  wir  sogleich  verschiedene  Anwendungen 
geben  werden ,  verdient  eine  besondere  Beachtung,  insofern  sie  bis 
heute  die  einzige  ist,  vermittelst  welcher  man  gewisse  negative  Sätze 
über  die  Potenzen  der  Zahlen  hat  beweisen  können.  Diese  Methode 
geht  darauf  aus  zu  zeigen,  dafs,  wenn  die  Eigenschaft,  deren  Bestehen 
Yerneiut  wird,  bei  grofsen  Zahlen  stattfände,  dieselbe  bei  den  kleineren 
Zahlen  ebenfalls  gelten  würde.  Ist  dieser  erste  Punkt  festgestellt,  so 
ist  der  Satz  bewiesen;  denn  wenn  das  Gegenteil  stattfinden  sollte,  so 
mfiTste  eine  Reihe  von  abnehmenden  ganzen  Zahlen  ins  Unendliche 
verlängert  werden  können,  was  einen  Widerspruch  enthält.  Fermat 
hat  zuerst  diese  Methode  in  einer  seiner  Anmerkungen  zum  Diophant 
angegeben,  in  der  er  beweist,  dafs  der  Flächeninhalt  eines  in  ganzen 
Zahlen  ausgedrückten  rechtwinkligen  Dreiecks*)  keiner  Quadratzahl 
'ji,kkh  sein  kann.  Euler  hat  sodann  weitere  Anwendungen  von 
dieser  Methode  und  eine  sehr  klare  Auseinandersetzung  derselben 
uegeben  im  zweiten  Teile  seiner  „Elemente  der  Algebra". 

324. 

Satz  1.  Der  Flächeninhalt  eines  in  ganzen  Zahlen  aus- 
gedrückten rechtwinkligen  Dreiecks  kann  keiner  Quadrat- 
zahl  gleich  sein. 

*)  Drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit,  dafs  das  Quadrat  der  gröfsten  von 
ihnen  gleich  der  Samme  der  Quadrate  der  beiden  andern  ist,  nennt  man  ein 
rechtwinkliges  Dreieck.  Als  Beispiel  kann  man  die  Zahlen  3,  4,  6,  die  Zahlen 
3,  t2,  13  und  unendlich  viele  andere  anführen.  Anm.  d.  Verf. 

Legendro,  Zahlenibeorie  II.  X 
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Da 

ist,  so  können  die  drei  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  offenbar 
1  durch  die  drei  Zahlen  a*  +  ^*>  ^^  —  ^*7  2a6  dargestellt   werden;  es 

^  ist  dies  der  allgemeine  Ausdruck,  welchen  auch  die  direkte  AufiösuDg 

der  Gleichung  x*  ==  y^  +  z^  ergeben  haben  würde  (No.  17).  Diese 
drei  Zahlen  konnten  mit  einem  gemeinschaftlichen  Faktor  d  molti- 
pliciert  werden;  jedoch  sehen  wir  von  diesem  Faktor,  weil  er  für 
unsem  Zweck  ohne  Nutzen  ist,  ab  und  nehmen  deshalb  an,  dafs  a 
und  h  prim  zu  einander  seien.  Denn  sind  die  drei  Seiten  eines  Drei- 
ecks durch  %'  teilbar,  so  läfst  sich  der  Flächeninhalt  durch  6^  teilen; 
Jh  ist  also  dieser  Flächeninhalt  gleich  einer  Quadratzahl,  so  wird  er  es 

auch  noch  sein,  wenn  man  ihn  durch  den  Faktor  d'  dividiert 

Dies  vorausgeschickt  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Flächeninhalt 
des  betreifenden  Dreiecks  A  nennen: 

A^ah  (a*  —  V). 
Da  nun  die  Faktoren  a  und  h  zu  einander  prim  sind,  so  werden  sie 
auch  zu  a?  —  h^  prim  sein;  wenn  demnach  A  eine  Quadratzahl  sein 
soll,  so  mufs  jeder  der  Faktoren  a,  5,  a?  —  V  eine  solche  sein.  Ist 
also  a  =  w*,  6  =  n*,  so  bleibt  noch  zu  bewirken,  dafs  auch  a*— fc* 
oder  m*  —  n*  eine  Quadratzahl  werde. 

Diese  Grofse  w*  —  n*  ist  das  Produkt  der  beiden  Faktoren  m*  +  n* 

und  m^  —  n^    Nun  sind  aber  m  und  n  prim  zu  einander,  weil  a  und  h 

relative  Primzahlen  sind;  ferner  mufs  die  eine  von  ihnen  gerade,  die 

andere  ungerade  genommen  werden.     Denn  wären  sie  alle  beide  un- 

£  gerade,  so  würden  es  auch  a  und  h  sein,  und  es  würden   somit  die 

fc  drei  Seiten  a*  +  6*,  a*  —  6*,  2  ah  den  gemeinsamen  Teiler  2  besitzen. 

was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Folglich  sind  die  Faktoren  w?  +  r 
und  m*  —  V?  prim  zu  einander,  und  daher  mufs  ein  jeder  von  ihnen, 
weil  ihr  Produkt  eine  Quadratzahl  sein  soll,  ebenfalls  eine  Quadrat- 
zahl  sein. 

Setzen  wir  demgemäfs  m*  + w*=f>*,  m* — w'  =  2*>  so  erhalten  wir: 

n*  -f-  3*  =  ♦»*  iiöd  2fi?  -|-  g*  =«  p\ 
Wenn   somit  der  Flächeninhalt   eines   rechtwinkligen   Dreiecks  eine 
Quadratzahl  ist,  so  kann  man  zwei  Quadrate  <;',  n?  von  solcher  B^ 
schaffenheit  finden,  dafs  jede  der  beiden  Grofsen  j*  +  w'nnd  g*  +  2r 
eine  Quadratzahl*)  wird« 


r. 

r 


r 


*)  Die  Stelle  Fermat's,  welcher  wir,  nur  mit  HinznfÜgong  der  com 
besseren  Verständnis  und  zur  Vervollständigung  des  Beweises  erforderlicben  Ent- 
wicklungen, ziemlich  genau  folgen,  hat  nachstehenden  Wortlaut: 
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Da  nun  p*  =  g*  +  2n*  ist,  so  mufs  (No.  143)  p  von  der  Form 
f^  +  2(f  sein.     Der  Gleichung 

q'  +  2w*  =  (r  +  2g'y 

genügt  man  aber,  wenn  man 

«  +  «V=^  =-(/•+</ V-2)* 
setzt,  wodurch  man 

erkalt,  und  zwar  besitzt  diese  Losung,  wie  man  sich  mittelst  der 
Formeln  in  No.  17  überzeugen  kann,  jede  nur  wünschenswerte  All- 
gemeinheit.   Man  hat  also  nur  noch  der  Gleichung  2*  +  w*  =  m*  zu 


,,Si  area  triangali  esset  qnadratas  darentnr  duo  qnadrato-qnadrati  qnornm 
differentia  esset  qoadratns:  Unde  seqnitnr  dari  dno  qnadrata,  quorom  et  snmma 
et  differentia  esset  qnadratas.  Datnr  itaque  nnmems  compositns  ex  quadrato  et 
duplo  qoadrati  aeqnalis  quadrato,  ea  conditione  ut  qnadrati  eum  componentes 
hmai  qnadratam.  Sed  si  nnmerns  qnadratns  componitnr  ex  quadrato  et  duplo 
äiterins  qnadrati,  ejns  latus  similiter  componitnr  ex  quadrato  et  duplo  qnadrati, 
at  facillime  possnmns  demonstrare. 

Unde  conclndetur  latus  illnd  esse  summam  latemm  circa  rectnm  trianguli 
rectangnli  et  nnnm  ex  qnadratis  illnd  componentibus  efBcere  basem  et  dnplnm 
qoadratnm  aequari  perpendicnlo. 

Illnd  itaque  triangulnm  rectangnlnm  conficietnr  a  duobns  qnadratis  qnornm 
^umma  et  differentia  emnt  qnadrati.  At  isti  dno  qnadrati  minores  probabuntnr 
primis  qnadratis  snpjaositis  qnornm  tam  snmma  quam  differentia  facinnt  qua- 
dratnm.  Ergo  si  dentur  dno  qnadrata,  quomm  snmma  et  differentia  faciant 
qoadratnm,  dabitnr  in  integria  snmma  dnomm  qnadratomm  ejnsdem  natnrae 
priore  minor.  Eodem  ratiocinio  dabitnr  et  minor  bta  inventa  per  yiam  prioris 
d  semper  in  infinitnm  minores  invenientnr  nnmeri  in  integris  idem  pracstantes 
quod  impossibile  est,  qnia  dato  nnmero  quovis  integro  non  possunt  dari  infiniti 
•n  integris  illo  minores.^'    Fermat*sche  Ausgabe  des  Diophant  Seite  839. 

Anm.  d.  Verf. 
D.  h.  Wenn  der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  eine  Qnadratzabl  ist,  so  giebt 
('S  zwei  Biquadrate,  deren  Differenz  eine  Qnadratzabl  ist.  Daraus  folgt,  dafs  es 
zwei  Qoadratzahlen  giebt,  deren  Snmme  und  Differenz  ebenfalls  Qnadratzahlen 
sind.  Es  giebt  daher  auch  eine  ans  einem  Quadrate  und  dem  Doppelten  eines 
C^nadrates  zusammengesetzte  Zahl,  welche  gleich  einem  Quadrate  ist,  wobei  die 
beiden  jene  Zahl  bildenden  Quadrate  überdies  die  Bedingung  erfüllen,  dafs  ihre 
Summe  eine  Qnadratzahl  giebt.  Wenn  aber  ein  Quadrat  gleich  der  Snmme  aus 
einem  Quadrat  und  dem  Doppelten  eines  anderen  Quadrates  ist,  so  ist  die  Seite 
desselben  ebenfalls  gleich  der  Snmme  ans  einem  Quadrat  und  dem  Doppelten 
«"ines  andern  Quadrates,  wie  sich  leicht  beweisen  läfst. 

Hieraus  schliefst  man,  dals  jene  Seite  die  Snmme  der  Katheten  eines  recht- 
vinkligen  Dreiecks  ist,   und  zwar  stellt  das  einzelne  Quadrat,  welches  in  dem 
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genügen,  und  diese  geht,  wenn  man  darin  die  gefundenen  Werte  vuu 
q  und  n  einsetzt,  in  /**  +  ^9^  =  ^^  über. 

Diese  Gleichung,  welche  möglich  sein  mufs,  wenn  der  Flächen 
inhalt  A  eine  Quadratzahl  ist,  zeigt  ein  neues  rechtwinkliges  Dreieck 
an,  welches  aus  der  Hypotenuse  m  und  den  beiden  Katheten  p  und  2'/ 
gebildet  ist.  Da  nun  der  Flächeninhalt  dieses  Dreiecks  gleich  /Y 
und  somit  gleich  einer  Quadratzahl  ist,  so  folgt  daraus,  daCs  maD. 
wenn  der  Flächeninhalt  des  gegebenen  rechtwinkligen  Dreiecks  gleicb 
einer  Quadratzahl  ist,  mit  Hülfe  dieses  Dreiecks  immer  ein  kleinereN 
aber  nicht  verschwindendes  Dreieck  finden  kann,  dessen  Flucheuiuhalt 
ebenfalls  gleich  einer  Quadratzahl  ist. 

325. 

Um  sich  ein  Urteil  über  die  Kleinheit  dieses  zweiten  recht- 
wiukligeu  Dreiecks  im  Vergleich  zu  dem  ersten  bilden  zu  könueii. 
mufs  man  den  Wert  von  A  durch  /'und  g  ausdrucken.    Nun  findet  man: 

A  =  (w*  —  n')  m^n-  =  Ap(f  (/^  —  2gy  {p  +  2(fy  {p  +  4g' . 
Ferner  kann  P  —  2g^  nicht  kleiner  als  1  sein,  und  überdies  ist  ht»t>. 

(r  +  '2gr  >  8/v,  r  +  4/  >  4/ v. 

Mithin  ist  der  Flächeninhalt  A  >  128  pg^  Wird  demnach  /^/,  wel- 
ches der  Flächeninhalt  des  zweiten  Dreiecks  ist,  mit  A'  bezeicliut^l, 
so  hat  mau: 

V     12Ö 

Wenn  somit  ein  rechtwinkliges  Dreieck  in  ganzen  Zahlen  existiert, 
dessen   Flächeninhalt   gleich    einer   Quadratzahl    ist,    so    giebt  es  zu 


Ausdruck  jener  Seite  vorkommt,  die  eine  Kathete,  das  doppelte  Quadrat  die 
andere  Kathete  dar. 

Es  wird  daher  jenes  rechtwinklige  Dreieck  mittelst  zweier  Quadiatzablrü 
gebildet,  deren  Summe  und  Differenz  Quadratzahlen  sind.  Diese  beiden  Qaadrat- 
zahlen  sind  aber,  wie  man  beweisen  kann,  kleiner  als  die  zuerst  angenommeneD 
Quadratzahlen^  deren  Summe  und  Differenz  Qnadratzablen  darstellten.  Wenn  e? 
also  zwei  Quadratzahlen  giebt ^  deren  Summe  und  Differenz  ebenfalls  Qoadnit 
zahlen  sind,  so  giebt  es  unter  den  ganzen  Zahlen  auch  zwei  andere  Quadmt- 
zahlen  von  derselben  Beschaffenheit,  welche  kleiner  sind  als  die  erstereo.  Aq^ 
demselben  Gründe  giebt  es  wieder  noch  zwei  andere,  welche  kleiner  sind  sl» 
die  auf  die  vorige  Weise  gefundenen,  und  so  findet  man  unter  den  ganzen  Zahlten 
bis  ins  unendliche  bin  immer  kleinere  Zahlen,  welche  dasselbe  leisten.  Dies  ist 
aber  unmöglich,  da  es  nicht  unendlich  viele  ganze  Zahlen  geben  kann,  welche 
kleiner  sind  als  eine  beliebige  gegebene  ganze  Zahl. 
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t^leicher    Zeit    ein    rechtwinkliges   Dreieck,    dessen    Flächeninhalt   A' 

kleiner  als  1/  und  ebenfalls  gleich  einer  Quadratzahl  ist;  jedocli 

kann  dieser  Flächeninhalt  nicht  gleich  Null  sein,  da  keine  der  Zahlen 
f  und  g  verschwinden  kann,  ohne  dafs  -4  =  0  würde. 

Ans  demselben  Grunde  kann  man  aber  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck,  dessen  Flächeninhalt  A'  durch  eine  Quadratzahl  ausgedrückt 

wird,  ein  drittes  Dreieck  ableiten,  dessen  Inhalt  A"  kleiner  als  1/ 

'  '  r    128 

und  ebenfalls  gleich  einer  Quadratzahl  ist,  und  so  ins  Unendliche 
weiter.  Dies  enthält  aber  einen  Widerspruch,  da  eine  Beihe  ab- 
nehmender ganzer  Zahlen  A,  A\  -4.",...,  auch  wenn  dieselben  keine 
Quadratzahlen  wären,  nicht  ins  Unendliche  verlängert  werden  kann« 
Mithin  giebt  es  liein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Flächeninhalt 
ihirch  eine  Quadratzahl  ausgedrückt  wird. 

Zusatz.  Derselbe  Beweis  zeigt,  dafs  die  Formel  m*  —  «*  keine 
Quadratzahl  darstellen  kann,  ebenso  wenig  die  Formel  /'*  +  4^, 
t^s  müfste  denn,  was  evident  ist,  in  der  ersten  m  =  n  oder  n  =  0,  in  der 
zweiten  f  oder  g  gleich  0  sein. 

Man  kann  ferner  daraus  schliefsen,  dafs  die  Gleichung 
x*-j-^r=2|)^  unmöglich  ist,  ausgenommen  den  Fall  x  =  y.  Denn 
aus  dieser  Gleichung  würde  folgen: 

Wie  wir  aber  soeben  gesehen  haben,  kann  die  linke  Seite  keine 
Quadratzahl  sein. 

326. 

SstB  2.  Die  Summe  zweier  Biquadrate  kann  keine  Qua- 
dratzahl  sein,  wofern  nicht  eins  derselben  gleich  Null  ist. 

Ist,  falls  dies  möglich  ist,  a"*  +  fe*  =  c^,  so  müssen  zunächst  die 
<Tleichungen  gelten: 

Ferner  beachte  man,  dafs,  weil  a  und  h  als  relative  Primzahlen 
vorausgesetzt  werden  können,  p  und  q  gleichfalls  prim  zu  einander 
^ind,  und  dafs  sie  auch  nicht  alle  beide  ungerade  sein  können;  denn 
Ware  letzteres  der  Fall,  so  würden  a  und  h  alle  beide  gerade  sein. 
Mau  darf  jedoch  auch  nicht  p  gerade  und  q  ungerade  annehmen,  weil 
alsdann  p^  —  ^  von  der  Form  4A  —  1  sein  würde,  welche  Form  das 
Quadrat  a^  nicht  besitzen  kann.     Demnach  mufs  p  ungerade  und  q 
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gerade  sein,  und  daher  setze  man^  um  der  Gleichung  l^  =  2pq  m 
genügen,  p=^m^,  q=^2n\  Werden  diese  Werte  in  die  andere  Glei- 
chung a*  =  p^  —  g^  eingesetzt;  so  ergiebt  sich: 

Da  diese  letztere  Gleichung  ausdrückt,  dafs  das  Quadrat  m^  gleich  der 
Summe  der  beiden  andern  Quadrate  4n^,  a^  ist,  so  besteht  die  einzig« 
Arty  ihr  zu  genügen,  darin,  dafs  man 

setzt.  Aus  der  Gleichung  n^  =  fgy  in  welcher  f  und  g  prim  su  ein- 
ander sein  müssen,  ergiebt  sich  aber  f==c?,  g  =s  ß^^  und  vermöge 
dieser  Werte  geht  die  Gleichung  fn^^^T-hg^  über  in: 

'     a*  4-  /5*  =  m\ 

Wenn  demnach  zwei  Biquadrate  a^,  b^  existieren,  deren  Summe 
gleich  einer  Quadratzahl  ist,  so  giebt  es  zu  gleicher  Zeit  zwei  andere, 
viel  kleinere  Biquadrate  «*,  /3*,  deren  Summe  ebenfalls  gleich  einer 
Quadratzahl  ist. 

327. 

Um  sich  eine  Vorstellung  von  der  Kleinheit  der  letzteren 
Biquadrate  im  Vergleich  zu  den  ersteren  zu  bilden,  leite  man  aus 
den  vorhergehenden  Werten  die  folgenden  ab: 

a  =  a^  —  /5* 

b  =  2aß  ]/a*  +  /J*. 
Hieraus  ergiebt  sich: 

mithin: 

«*  +  /3*  <  1/a*  +  fr'- 

erner  bemerke  man,  dafs  weder  a  noch  ß  gleich  Null  sein  kann,  weil 
sich  daraus  6  =  0  ergeben  würde,  welchen  Fall  wir  ausgeschlossen 
haben. 

Wenn  es  demnach  eine  Quadratzahl  o*  giebt,  welche  gleich  der 
Summe  zweier  Biquadrate  ist,  so  erhält  man  aus  ihr  eine  zweit«* 
Quadratzahl  c  ^,  welche  ebenfalls  die  Summe  zweier  Biquadrate  dar- 
stellt, und  deren  Grundzahl  c'  kleiner  als  |^,  aber  verschieden  von 
Null  ist.  Aus  demselben  Grunde  erhält  man  aus  der  Quadratzahl  c  * 
eine  dritte  c"*,  welche  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  und  deren  Grund- 


f 
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zahi  c"  kleiner  als  j^c  ,  aber  verschieden  von  Null  ist,  u.  s.w.  Dies  ent- 
halt aber  einen  Widerspruch,  da  eine  Reihe  ganzer  Zahlen  CjC\  c--**, 
von  denen  jede  kleiner  als  die  vierte  Wurzel  aus  der  vorhergehenden 
und  Ton  Null  verschieden  ist,  nicht  ins  Unendliche  fortgesetzt  werden 
kann«  Mithin  kann  sich  unmöglich  eine  Quadratzahl  in  zwei  Biquadrate 
zerlegen   lassen. 

Zusatz.  Derselbe  Beweis  zeigt,  dafs  die  Formel  w*  —  4n* 
keine   Quadratzahl  darstellen  kann,  wofern  nicht  n  =  0  ist 

328. 

Satz  3.  Die  Formel  x^  -{-  2^  kann  keine  Quadratzahl 
darstellen,  wofern  nicht  y  ==  0  ist. 

Denn  wäre  a^ -^2y^  =  ^,  so  müfste  man  zunächst  setzen: 

z=f  +  2^\    a^=/  — 2g^    y^  =  2pq. 

Sodann    folgt  aus  der  Gleichung  a^  =^  p^  —  2g^: 

X  BBB  m^  —  2n^y    p  =  m*  +  2n*,    q  =  2mn. 

Werden  diese  Werte  in  die  Gleichung  y*  *=  2pq  eingesetzt,  so  er- 
<^ebt   sich: 

y«  z=2  4mn  (m*  +  2n*). 

Um  dieser  Gleichung  zu  genügen,  beachte  man,  dafs  die  Zahlen 
rn  und  n  prim  zu  einander  sind;  denn  hätten  sie  einen  gemeinschaft- 
lichen Teiler^  so  würden  p  und  q  und  somit  auch  x  und  y  ebenfalls 
einen  solchen  haben,  was  man  nicht  anzunehmen  braucht.  Wenn  dem- 
nach mn(m^  -{••  2n^)  eine  Quadratzahl  ist,  so  mufs  jeder  der  drei 
Faktoren  m,  n,  m^  +  2v?  eine  Quadratzahl  sein.  Ist  also  m=f^,  n  =  (/*, 
so  bleibt  nur  noch  zu  bewirken,  dafs  auch  f*  -f-  2(/*  eine  Quadratzahl  sei. 

Diese  Formel  hat  eine  der  gegebenen  ähnliche  Gestalt;  dieselbe 
ist  aber  offenbar  in  viel  kleineren  Zahlen  ausgedrückt,  dB,a^'{'2y^>p^ 
und   somit 

p  oder  /•*  +  25r*  <  ^x^  +  2y* 

ist.  Im  Übrigen  ist  keine  der  Zahlen  f  und  g  gleich  0;  denn  wäre 
dies  der  Fall,  so  würde  y  gleich  0  werden,  was  wir  ausgeschlossen 
haben.  Wenn  es  daher  eine  Quadratzahl  Ä^  von  der  Form  iC*  +  2y* 
giebt,  so  lälst  sich  daraus  eine  zweite  Quadratzahl  Ä^  herleiten,  welche 

dieselbe  Form  besitzt,  und  deren  Grundzahl  Ä'  <  YÄ^  ist.  Aus  dem- 
selben Grunde  aber  folgt  aus  der  Quadratzahl  Ä'^  eine  dritte  Ä"^ 
Ton  derselben  Form,  u.  s«  f.  Nun  kann  aber  eine  Reihe  abnehmen- 
der ganzer  Zahlen  A^  Ä\  J."**-  nicht  ins  Unendliche  fortgehen;  mit- 
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hin  ist  68  unmöglich,  dafs  die  Formel  x!^  -{-  2f/^  eine  Quadratzahl  dar- 
stelle, es  müfste  denn  y  =  0  sein. 

Zusatz.  Aus  diesem  Satze  folgt,  dafs  auch  x*  —  8j^  keine  Qua- 
dratzahl sein  kann.  Denn  hätt«  man  a^  ~  8^«=  j?^,  so  \vürde  daraus 
folgen,  dafs  ;gf*  +  2  {^xyY  gleich  dem  Quadrate  (a?*  +  ^t^Y  wäre,  was 
nur  stattfinden  kann,  wenn  y  =:  0  ist. 

329. 

Satz  4.  Keine  Trigonalzahl,  mit  Ausnahme  von  1,  i:^t 
ein  Biquadrat. 

Ist,  falls  dies  möglich  wäre,  -r-^  (^  +  1)  =  y*   oder   a;  (:r  +  li 

=  2y^,  und  setzt  man  y=^mn,  wo  m  und  n  zwei  unbestimmt«  Zahlen 
sind,  so  läfst  sich  diese  Gleichung  nur  auf  eine  der  beiden  folgeDden 
Arten  zerlegen: 

a;«2m*  a;  4-1=  2m* 

und  diese  geben  entweder  1  =  n*  ~  2w*  oder  1  =  2m*  —  n*. 

Die  zweite  Kombination  ergäbe  m^  —  w*  =  (m*  —  1)^,  eine  (ilei- 
chung,  welche  unmöglich  ist,  da  die  linke  Seite  die  Form  |>*  —  5* 
besitzt,  und  diese  keine  Quadratzahl  darstellen  kann,  aufser  in  dem 
evidenten  Falle  m  =  1  =  x. 

Die  erste  Kombination  ergiebt  die  Gleichung  1  +  2m*  =  n*,  welche 
ebenfalls  unmöglich  ist,  weil  nach  dem  vorhergehenden  Satze  die 
linke  Seite  keine  Quadratzahl  sein  kann.  Mithin  ist  keine  Trigonal- 
zahl aufser  1  ein  Biquadrat. 

330. 

Satz  5.  Die  Summe  oder  Differenz  zweier  Kuben  kann 
keinem  Kubus  gleich  sein. 

Ist,  falls  dies  möglich  wäre,  a?^  +  y*  =  ^,  so  kann  man  wie 
gewöhnlich  annehmen,  dafs  die  beiden  Zahlen  x  und  y  prim  zu  ein- 
ander sind.  Alsdann  sind  auch  y  und  0  und  ebenso  x  und  e  zu  ein- 
ander prim.  Dies  vorausgeschickt,  sind  von  den  drei  Zahlen  Xj  y, : 
stets  zwei  ungerade  und  eine  gerade.  Sind  x  und  y  die  beiden  un- 
geraden, welche  man  immer  auf  dieselbe  Seite  der  Gleichung  bringen 
kann,  und  setzt  man: 

x  +  y  =  2p,    a:  +  y  =  2g, 
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otler: 

^o  erhält  mau  nach  Einsetzung  dieser  Werte: 

2p  {f  +  3g*)  =  8\ 

Ferner  beachte  man,  dafs,  weil  p  +  2  und  p  —  q  ungerade  sein  müssen, 
<iie  eine  der  beiden  Zahlen  p  und  q  gerade,  die  andere  ungerade  sein 
mufsy  so  dafs  also  l>*  +  Sj*  stets  ungerade  ist.  Da  aber  2p  (p*  +  3  g*) 
ein  Kubas  sein  soll,  so  mufs  offenbar  2p  durch  8  teilbar  und  somit 
p  gerade  und  q  ungerade  sein.  Jetzt  sind  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheideu,  je  nachdem  p  durch  3  teilbar  ist  oder  nicht 

331. 

Erster  Fall.  Ist  p  nicht  durch  3  teilbar,  so  sind  die  Faktoren 
2p  und  p^  +  3g*  prim  zu  einander,  und  es  mufs  somit  jeder  von  ihnen, 
wenn  ihr  Produkt  ein  Kubas  ist,  ebenfalls  ein  solcher  sein.  Ist  dem- 
nach p^  +  3g*  =  r^,  so  ist  r  von  der  Form  w*  +  3n*  und  man 
kann  setzen: 

Dies  giebt: 

p  ==  m^  —  9ww* 

g  =  3m*w  —  3n^ 

Diese  Werte  genügen  der  Gleichung  i?*  +  3g^  =  r^\  sie  besitzen 
aber  auch  alle  erforderliche  Allgemeinheit,  wovon  man  sich  durch 
direkte  Auflösung  dieser  Gleichung  überzeugen  kann.  Es  bleibt  daher 
nur  noch  zu  bewirken,  dafs  2p  oder  2w(w  +  3n)(m  —  3n)  ein 
Kubus  werde.  Nun  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  die  drei  Faktoren  dieses 
Ausdrucks  prim  zu  einander  sind,  und  somit  jeder  von  ihnen  ein 
Kubus   sein  mufs.     Ist  demnach: 

f»  +  3n  =  a^    w  —  3n  =  fc^,    2m  =  (?y 
äo  erhält  man: 

Wenn  also  die  Gleichung  a?^  +  y'  *=  ^  ^^  ganzen  Zahlen  möglich 
ist,  so  sieht  man,  dafs  auch  die  Gleichung  a'^ -f- ft'^  =  c^,  welche  der 
erste ren  ähnlich,  aber  in  viel  kleineren  Zahlen  ausgedrückt  ist,  mög- 
lich sein   mufs. 

Nun   giebt  die  Substitution  der  vorstehenden  Werte: 


1 
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oder: 


mithin: 


Geht  man  also  von  der  Gleichung  ar^  +  y*  "=*  ^  ^^  ^^^  trans- 
formierten Gleichung  a^  +  6'  =  c'  über,  so  ist  die  Zahl  c,  welche 
durch  /  dargestellt  werden  kann,  viel  kleiner  als  z.  Aus  demselben 
Grunde  erhält  man  aus  dem  Kubus  (?  oder  z'^  einen  dritten  Kubus 
3"^  von  der  Beschaffenheit,  dafs  z'  bedeutend  kleiner  ist  als  /,  und 
so  weiter  ins  Unendliche.  Eine  Reihe  abnehmender  ganzer  Zahlen 
z,  z',  z',..  kann  aber  unmöglich  ins  Unendliche  fortgehen.  Mithin 
kann  die  Formel  2p(p*  +  3g*)  in  dem  Falle,  wo  p  nicht  durch  3  teil- 
bar ist,  keinen  Kubus  darstellen. 

332. 

Zweiter  Fall.  Ist  jp  durch  3  teilbar,  und  setzt  man  p  =  3r,  so 
geht  die  Formel  2p{p^  -^  3q^)  über  in  18r(g* -j- 3r*).  Da  nun  die 
Faktoren  18 r  und  q*  -{'  Sr*  prim  zu  einander  sind,  so  mufs  jeder 
von  ihnen  ein  Kubus  sein.     Setzt  man  also: 

oder: 

wodurch  sich 

i-r  - nf 

ergiebt,     so    hat    man     nur     noch    zu    bewirken,     dafs     18r    oder 
27 '2g{f'^  g){f  —  g)  ein  Kubus  werde.     Daraus  folgt  wie  oben: 

und  somit: 

a»  -  6»  =  c». 

Man  sieht  also,  dafs,  wenn  der  Kubus  ^  gleich  der  Summe  oder 

Differenz  zweier  Kuben  x^  +  y*  ist,  es  einen  anderen  viel  kleineren 

Kubus  (?  giebt,  welcher  gleichfalls  die  Differenz  zweier  Kuben  a'  —  6' ist. 

Ich  sage,  däfs  c^  viel  kleiner  ist  als  z^]  in  der  That  geben  die 

vorstehenden  Werte: 

z  =  Sabc  (a«  -  a»i»  +  b% 
und  somit: 

z  >  3a*6*c. 
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Daraus  schliefst  man  wie  im  ersten  Falle^  dafS;  wenn  p  durch 
:>  teilbar  ist,  2p{p^ -{- Sfj^)  kein  Kubus  werden  kann.  Mithin  ist 
die  gegebene  Gleichung  ar*  +  y^  =  j8f^  in  allen  Fällen  unmöglich^  es 
müfste  denn  eine  der  unbestimmten  Grofsen  gleich  Null  sein. 

333. 

SatB  6.  Die  Gleichung  ar*  +  j/^  =  2"*-s;^  ist  unmöglich  für 
jeden  Wert  von  m. 

In  dieser  Gleichung^  in  welcher  m,  um  nicht  auf  den  vorher- 
gehenden Fall  zurückzukommen^  eine  durch  3  nicht  teilbare  Zahl  be- 
deuten soll,  müssen  die  Zahlen  x  und  y  und  ebenso  z  ungerade  sein. 
Femer  ist  die  linke  Seite  das  Produkt  der  beiden  Faktoren  x  -f~  9 
und  x^  —  xy  -{-  y^,  welche  nur  3  als  gemeinschaftlichen  Teiler  haben 
können.  Wir  müssen  demnach  zwei  Fälle  unterscheiden^  je  nach- 
dem z  durch  3  teilbar  ist  oder  nicht. 

Ist  erstens  0  durch  3  teilbar^  qo  zerlegt  sich  die  gegebene 
Gleichung  notwendig  in  zwei  andere^  wie  folgt: 

a?  +  y  =  2"»3».a» 

x^  —  rcy  +  y*  =  3r^, 

uud  es  ist  0  =  Sar^  wo  r  prim  zu  3a  ist. 

Die  zweite  von  diesen  Gleichungen  läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 

oder: 

und  hieraus  sieht  man^  dafs  r,  welches  stets  eine  ungerade  Zahl  ist, 
von  der  Form  f*  -j-  3^^'  sein  muTs.     Setzt  man  also: 

und  ferner: 

ho  erhält  man: 

r3  =  i^^  +  3(;^ 

und  aus  der  obigen  Gleichung  folgt: 
Es  ist  aber: 


12  Vierter  Haaptteil. 

mithin: 

In  dieser  Gleichung  mufs  g  durch  2"*"^  teilbar  sein,  denn  es  i»t 
f^  —  g^  eine  ungerade  Zahl,  weil  p  +  3g^  eine  solche  ist.  Da  femer 
die  drei  Faktoren  g,  f  -\-  g,  f  —  g  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler 
haben,  so  mufs  die  vorstehende  Gleichung  in  drei  andere  zerfallen, 
nämlich: 

^_2"'->a»,    f+g  =  ß\    /--/»y», 

iius  deuen  folgt: 

also   eine   Gleichung,   welche    der   gegebenen   ähnlich    und    aus   viel 
kleineren  Zahlen  gebildet  ist. 

Ist  zweitens- ;8f  nicht  durch  3  teilbar,  so  zerfallt  die  ge- 
gebene Gleichung  in  die  beiden  folgenden: 

a;  +  y  =  2'«a3 

wobei  z  =  ar  und  r  prim  zu  a  vorausgesetzt  ist. 
Wird  die  letzte  Gleichung  auf  die  Form 


.3 


gebracht,  so  sieht  man,  dafs  r  von  der  Form  /"*  -f-  3^^*  sein  muls.   Setzt 
man  daher  wie  im  ersten  Falle: 

r  =  r-  +  w, 

{f  +  gV -^if  =  F -\-  G  Y-  ^, 

SO  erhält  man: 

r3==F»  +  3G^ 

und  daraus  folgte  die  Lösung: 

x  +  y  =  2t\    x  —  y=-2G. 
Es  ist  aber:  # 

F  =  f{r-Qg\ 
mithin: 

Da  die  drei  Faktoren  der  rechten  Seite  /',  /-{-Sg,  f — 3«/  prim  zu 
einander  sind,  und  f^  —  9g^  stets  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  kann 
diese  Gleichung  nur  bestehen,  wenn  man  hat: 

/•=2'»-'a»,    f+3g==ß\    f-Zg^f, 
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und  zwar  setzt  dies  a  ^=^  aßy  voraus,  wo  die  drei  Zahlen  a,  ß,  y 
prim  zu  einander  sind.     Hieraus  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

ß^  +  y9  =  2"»«», 

welche  der  gegebenen  ähnlich,  und  in  welcher  a,  ebenso  wie  a,  nicht 
durch  3  teilbar  ist. 

Da  sich  in  beiden  Fällen  die  gegebene  Gleichung  auf  eine  Glei- 
chung reduciert,  welche  dieselbe  Form  besitzt,  aber  aus  viel  kleineren 
Zahlen  gebildet  ist,  und  da  diese  Rechnung  unendlllh  oft  wiederholt 
werden  kann,  so  folgt  daraus,  dafs  diese  Gleichung  unmöglich  ist, 
aufser  wenn  z  =  0^  oder  auch  13=1  und  zugleich  m  =  1  ist. 

334. 
Aus  den  beiden  vorhergehenden  Sätzen  folgt,  dafs  die  Gleichung 

^  +  y^  =  A^ 

unmöglich  ist  für  die  Werte  ^  =  1,  2,  4,  8,  16,...  Es 
würde  sich  mittelst  derselben  Methode  leicht  beweisen  lassen,  dafs 
sie  für  die  Werte  ^  =  3,  5,  6  und  unendlich  viele  andere 
ebenfalls  unmöglich  ist  Wäre  aber  -4  =  7,  so  würde  man  der  Glei- 
ehuDg  x^  -\-  y^  =  1^  offenbar  genügen  können  durch  die  Werte  x  =  2, 
.7  =  —  1,  z  =  l.  Ebenso  würde  die  Gleichung  a?^  +  y^  =  9^:^  be- 
friedigt werden  durch  die  Werte  a;  =  2,  y=l,  ;ef=l.  Wir  werden 
später  zeigen,  dafs  bei  dieser  Art  von  Gleichungen  eine  bekannte 
Losung  genügt,  um  unendlich  viele  andere  daraus  abzuleiten. 

335. 

Säte  7.    Keine  Trigonalzahl,   aufser   1,  ist  gleich  einem 
Kubus. 

Denn  nehmen  wir  an,  dafs       x{x-}- l)  =  y^  oder  x{x-{-\)  =  2y^ 

'^ei,  and  setzen  wir  y  =  mn,  wo  m  und  n  zwei  zu  einander  prime 
Zahlen  sind,  so  läfst  sich  diese  Gleichung  nur  auf  eine  der  beiden 
folgenden  Arten  zerlegen: 

(1)  3  (2)  •  O       'J 

^  ^  x=    n^  ^  ^  ^  x  =  2w^, 

und  diese  geben: 

w»  +  1  =  2w'. 
Nach  dem  vorhergehenden  Satze  kann  diese  Gleichung  nur  be- 
stehen,  wenn  n»  1   ist.      Mit   Ausnahme    der  beiden  Fälle  x^=0 
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und  X  =  l  kann  es  also  keine  Trigonalzahl  geben,  die  gleich  einem 
Kubus  wäre. 

Die  Gleichung  -    x  (x  -^  1)  =  y^    läfst    sich    auf    die    Fora 

8^^  +  1  ==  ;8^  bringön;  mithin  ist  diese  Gleichung  unmöglich,  aulVr 
in  den  Fällen  y  =  0  und  y  =  1. 

^  336. 

Satz  8.  Die  Gleichung  x*  +  2  =  y'  besitzt  nur  die  eioe 
Lösung  rc  =  5,  y  =  3.     (Fermat'sche  Ausg.  d.  Dioph.  S.  320.) 

Wenn  nämlich  diese  Gleichung  stattfände,  so  müfste  y  von  «ler 
Form  p^  +  2q^  sein;  man  müfste  demnach  setzen: 

wodurch  man  erhielte: 

mithin: 

^=1,    i)=l,    y  =  3,    x  =  r). 

337. 

Satz  9.  Die  Gleichung  a^  +  4  =  y^  besitzt  nur  die  beiden 
Lösungen  a;  =  2,  y  =  2  und  x  =  11,  y  =  5. 

Denn  da  y  von  der  Form  ]f  +  q^  sein  mufs,  so  hat  man  zu 
setzen : 

x  +  2  y^l  =  (i»  4-  9  1/=^*. 

Dies  giebt: 

2  =  5p^q  —  ^, 

Dieser  Gleichung  kann  man  aber  nur  genügen  durch  die  Werte 
p  =  1,  2=1,  oder  durch  die  Werte  p  =  1,  q=  —  2,  und  di^'se 
ergeben  die  beiden  erwähnten  Lösungen. 

Bemerkung.  Wir  haben  in  diesem  Paragraphen  bewiesen, 
dafs  die  Gleichung  a:*4:y*  =  ^>  ferner  die  Gleichung  ic**+y*  =  -' 
und  umsomehr  die  Gleichung  a;*  -f-  y*  =  jg*  unmöglich  ist.  Fermat 
hat  aufserdem  behauptet  (Ausg.  d.  Dioph.  S.  61),  dafs  allgemein  die 
Gleichung  x*  +  y*  =  ;8f*»  unmöglich  ist,  wenn  n  gröfser  ist  als  2. 
Hierüber  findet  man  unten  im  sechsten  Hauptteile  einige  Unter- 
suchungen. 
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§2. 

Satsse,  die  Auflösung  der  GleidLung  o;**  —  &  =  ay  in  ganzen  Zahlen 

betreffend. 

338, 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  durch  x^^  %'  befriedigt  wird,  so 
wird  sie  allgemeiner  befriedigt ,  wenn  man  x^^  ^  -^  az  setzt,  wo  z 
eine  unbestimmte  Zahl  bedeutet.  Nun  giebt  es  in  der  Reihe,  deren 
allgemeines   Glied  ^  -^^  az  ist,    immer  ein  Glied,  welches  zwischen 

—    -^  ^   und  +  Y  '^  l'cg^j   ™ön  kann  daher  dieses  Glied  als  eine 

Losung^  oder  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  betrachten.  Die 
Autgabe  besteht  darin,  alle  derartige  Lösungen  oder  Wurzeln  zu  finden, 
welche  die  gegebene  Gleichung  haben  kann.  Im  Folgenden  geben 
wir  verschiedene  Sätze,  welche  diesem  Zwecke  dienen^  für  den  Fall, 
ilafs  a  eine  Primzahl  ist;  sodann  betrachten  wir  den  Fall,  wo  a  eine 
zusammengesetzte  Zahl  ist. 

339. 

Sa^B  1.    Die  Gleichung  x^  —  6  =  9Ä(a),*)  in  welcher  a  eine 
I^rimzabl    und  h  eine   durch  a  nicht  teilbare  Zahl   bedeutet, 

a— 1 


ist  nur  möglich,  sobald  6  *"  —  1  =  9R(a)  ist,  wobei  cd  den 
<Temein8chaftlichen  Teiler  von  n  und  a — 1  darstellt.  Ist 
diese  Bedingung  erfüllt,  so  besitzt  die  gegebene  Gleichung 
G>  Losungen,  welche  in  der  Geichung  a;*"  —  6*  =  9Ä(a)  ent- 
halten sind,  wobei  n  die  kleinste  der  Gleichung  nn  —  ^>{a —  1) 
=»  a>   genugende  positive  ganze  Zahl  ist 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  auflösbar  ist,  so  erhält  man,  mit 
Weglassung  der  Vielfachen  von  a,  x^  «»  &;  zugleich  ist  nach  dem 
Fermat'schen  Satze  (No.  129)  «"""*  =  1.  Da  die  beiden  Zahlen  n 
und  a  —  1  den  gemeinschaftlichen  Teiler  o  haben,  so  kann  mau 
leicbt,  wenn  man  .n=n' cd,  a  —  1  =d(o  setzt,  zwei  andere  positive 
Zahlen    «  und  (p  von  der  Beschaffenheit  finden,  dafs 

nn  —  (pd  =  1 

ist.      Nun  folgt  aus  den  Gleichimgen  jr *»'*"=  6,    a«'"'=  1: 


*}  Der  abgekürzte  Aasdruck  ^(a)  bezeichnet  ein  Vielfaches  von  a. 

Anm.  d.  Verf. 
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also: 

x'''  =  h'', 
oder: 

a;«"  —  i«  =  2R  (a). 

Daraus  erkennt  man,  dafs  die  gegebene  Gleichung  nur  a>  Losungen 
besitzen  kann  (No.  132),  und  damit  sie  diese  Lösungen  auch  wirk- 
lich besitze^  müssen  die  beiden  Gleichungen: 

x^^  =6,    a;«'"  ==  1 

mit  einander  in  Obereinstimmung  stehen.  Nun  geben  über  diese 
letzteren : 

rr^n' a  ia  j___  1^«'         rj^n  u  v)  ^__    Im'   __»   1 

mithin  mufs  6"  =  1  oder 

J«  _  1  =3R(a) 

sein.  Diese  Bedingung  ist  die  einzig  notwendige;  jedesmal  wenn  sie 
erfüllt  ist,  besitzt  die  gegebene  Gleichung  co  Lösungen,  welche  in  der 
Gleichung  x^  —  h^  =  W{a)  enthalten  sind.  Man  überzeugt  sich  aber, 
dafs  diese  Gleichung  wirklich  o  Lösungen  besitzt,  wenn  man  be- 
achtet, dafs  x^^  —  h^  einen  Faktor  von  x^^  —  6**^,  was  auf  a;*~*--l 
■\-  aR  hinauskommt,  darstellt. 

Man  bemerke,  dafs  man,  wenn  in  der  gegebenen  Gleichung  n 
gröfser  ist  als  a  —  1,  von  diesem  Exponenten  die  Vielfachen  von 
a  —  1  abziehen  und  nur  den  positiven  Rest  beibehalten  kann.  In 
der  That  lä&t  a;"~*  bei  der  Division  durch  a  den  Rest  1,  mithin  lälVt 
3j(a  — i)m4-n  jjgj  jgj.  Diyision  durch  a  denselben  Rest,  wie  a;". 

340. 

Aus  dem  vorigen   Satze   folgt,  dafs,  wenn  n  und  a  —  1  prim 
zu  einander  sind,  die  Gleichung  a;"  —  fc  =  3W(o)  immer  eine 
Lösung    hat,    welches    auch   h    sein    möge.     Ist    alsdann   v  die 
kleinste  positive  Zahl,  welche  der  Gleichung  nn  —  (p  {a. —  1)  =  1  g*' 
nügt,  so  ist  diese  Lösung  a;  =  6''. 

Allgemein  gewährt  dieser  Satz  den  Vorteil,  dafs  er,  im 
Falle  die  gegebene  Gleichung  auflösbar  ist,  zu  gleicher  Zeit  an- 
giebt,  wieviel  Lösungen  sie  besitzt,  und  welches  die  ein- 
fachste Gleichung  ist,  welche  alle  diese  Lösungen  liefert 
In  der  reducierten  Gleichung  ist  der  Exponent  von  x  immer  ein 
Teiler  von  a  —  1;  mithin  hat  man  nur  noch  die  Lösungen  der  Gleichung 
x""  —  ft  =  9)?(a)  unter  der  Voraussetzung  zu  finden,  dafs  n  ein  Teiler 
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TOü  a  —  1  ist  £b  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dab,  wenn  einer  der 
Werte  von  x  bekannt  ist,  man  sie  alle  erhält,  indem  man  den  be- 
kannten Wert  mit  den  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  o;"  —  1 
=  9R  (a)  multipliciert  Es  ist  daher  vor  allem  nötig,  dafs  wir  uns 
mit  der  Aiiflösung  dieser  letzteren  Gleichung  beschäftigen. 

Ö4X* 

SatB  2.  Es  sei  die  Gleichung  x*  —  l«s9R(a)  gegeben, 
in  welcher  a  eine  Primzahl  und  n  ein  Teiler  von  a  —  1,  also 
0—1  =  an  ist.     Alsdann  ist: 

1)  a;B»H'',  wo  14  irgend  eine  durch  a  nicht  teilbare  Zahl  ist. 

2)  Ist  d'  ein  Wert  von  x,  so  ist  auch  d'^  ein  solcher, 
welches  auch  der  Exponent  m  sein  möge.  « 

3)  Ist  die  Zahl  d'  von  der  Beschaffenheit,  dafs  d'^  —  1, 
wo  V  einen  Primteiler  von  n  bedeutet,  nicht  teilbar  ist  durch 
a,  80  enthält  die  Formel  x^=d'^  alle  Lösungen  der  gegebenen 
Gleichung,  und  zwar  sind  dieselben  1,  -Ö*,  'Ö'*,...,  ^"""^  oder 
die  Reste,  welche  bei  der  Division  dieser  Gröfsen  durch  a 
Qbrig  bleiben. 

4)  Es  giebt  nicht  nur  mehrere  Zahlen  '&,  welche  diese 
Eigenschaft     besitzen,     sondern    ihre     Aiizahl    ist    gleich 

n\l j  ( 1 jjil J7j  .  .  .,  wo  V,  1/',  v", . . .  die  verschie- 
denen Primzahlen  sind,  welche  in  n  aufgehen. 

Setzt  man  nämlich  erstens  o;  =  u%  so  hat  man: 

a;«  —  1  c=  ti««  _  1  —  u«-i  —  1^ 

also  eine  Gröfse,  die  stets  durch  a  teilbar  ist. 

Ist  zweitens  x^^^d'y  so  erhält  man  mit  Weglassung  der  Viel- 
fachen von  a:  d'*^==  1«  Setzt  man  also  x^==^^f  so  erhält  man  ebenfalls: 

welches  auch  m  sein  möge. 

Da  drittens  die  gegebene  Gleichung  n  Lösungen  haben  mufs, 
so  liefert  die  Formel  x  ^'^  d'^  alle,  wenn  es  in  der  Reihe  1,  *&,  *&*, 
^, . . .  ^"""^  keine  zwei  gleichen  Glieder  giebt  (wobei  immer  die  Viel- 
fachen von  a  weggelassen  werden).  Setzt  man  aber  d'f*  =  d^,  so  folgt 
daraus  d'^  «=>  1,  wo  <y  gleich  fi  —  i,  oder  gleich  l  —  (i  und  somit  kleiner 
als  n  ist.  Da  nun  bereits  '&*  <=  1  ist,  so  erhält  man,  wenn  man 
mit  e  den  gemeinschaftlichen  Teiler  von  6  und  n  bezeichnet  und  die 
Gleichung  ny  —  6z  ^^  e  auflöst, 

Lttg«Bdre,  ZahlMtthcoiie  II.  8 
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Die  linke  Seite  reduciert  sich  wegen  d-"  =  1  auf  1;  die  rechte  Seite 
wegen  d-^«  1  auf  ^••,  mithin  hätte  man: 

^'  =  1. 

Ist  n  =  sn   und  n  «=  n"v,  wo  v  eine  Primzahl  ist^  so  hat  man  wegen 
"O-*  =  1  auch : 

n 

^•n'  ^  i  oder  -O-^  =  1. 
Diese  Gleichung  ist  aher  unmöglich,  weil  unser  Satz  voraussetzt,  dalV 

H 

die  Gröfse  &*  —  1  nicht  durch  a  teilbar  sein  darf.     Mithin    enthüh 

die  Formel  x  =»  <&*"  alle  Losungen  der  gegebenen  Gleichung  in  sich. 

Ist  viertens  v  einer  der  Primteiler  von  n,  so  giebt   es   auih 

n 

nur    -  Werte  von  -Ö-,  für  welche  -Ö-  *  =  1  ist,  ebenso   wie   es  nur  n 

der  Gleichung  x*  —  1  =  SDl  (a)  genügende  Werte  von  x  giebt.    Unt^r 
den  n  Werten,  welche  -&  in  der  Gleichung  -9'*'  «=  1   besitzen    muf>. 

giebt  es  daher  n ,  für  welche   d'^  nicht  gleich  1  ist.    Macht  man 

denselben  Schlufs  hinsichtlich  der  anderen  Primfaktoren,  aus  denen  n 

bestehen    kann,    so   folgt,    dafs   es  n  (l )  f  1  —  ,)\l  —    ,,)... 

Werte*)  von  d^  von  der  Beschaffenheit  giebt,  dafs  keine  der  Gröfsen 

n  n  n 

^^  —  1,  ^*'  —  1,  ^*"  —  1, . . .  durch  a  teilbar  ist 

342. 

Wenn  demnach  n  eine  Primzahl  ist,  so  braucht  man  nur 
einen  von  1  verschiedenen  Wert  von  x  zu  haben;  wird  dieser  Wert 
&  genannt,  so  enthält  die  Formel  x  =  &"*  alle  Werte  von  x. 

Ist  n  eine  Potenz  einer  Primzahl  i/,  so  darf,  wenn  der  der 
Gleichung  a:"=  1  genügende  Wert  a;  =  '9'  die  vollständige  Lösung  dieser 

n 

Gleichung  liefern  soll,  d'*  nicht  gleich  -f-  1  sein.   Alsdann  ist  x  =  ^  *. 
Ist  endlich,  wie  man  stets  annehmen  kann,  n  von  der  Form 
i;«i/Vi/"y...,  so  setze  man: 

und  lose  jede  der  Gleichungen 


*)  Die  Anzahl  der  Werte  von  ^  ist  dieselbe,  wie  diejenige  der  ZahloL. 
welche  kleiner  als  n  und  prim  zn  n  sind.    (Einleitung,  Artikel  XV.) 

Anm.  d.  Verf. 
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x"  — l  =  aK(a),    ir^-1  — a»(a),    a;^"  -  1  =-aR(a),... 

ftir  sich  auf.  Sind  a;  «=  A"»,  jr  =  A'"*,  x  =  X""», ...  die  vollständigen  Lö- 
sungen dieser  Gleichungen,  so  behaupte  ich^  dafs^  wenn  mand»=sAil'A"... 
setzt,  die  Formel  x  =  ^^  die  vollständige  Lösung  der  gegebenen  Glei- 
chung ist.  Von  diesem  Hülfsmittel  kann  man  Gebrauch  machen; 
falls  man  nicht  sofort  mittelst  der  Formel  x  =  u"'  auf  die  Zahl  d^ 
gekommen  ist,  welche  alle  Lösungen  giebt. 

343. 

Erstes  Beispiel. 

Es  sollen  die  sieben  Werte  gefunden  werden,  welche  x  in  der 
Gleichung  a:^  —  1  =  SR  (379)  haben  kann. 

Da  379  —  1  =  7-54  ist,  so  hat  man  a:  =  M",  wo  u  eine  beliebige 
durch  379  nicht  teilbare  Zahl  ist.  Ist  u  «=»  2,  so  erhält  man,  indem 
man  der  Reihe  nach  die  Vielfachen  von  379  wegläfst: 

n«  =  64,     tt"  «=  —  73,     fi**  =  23,     n*«  — 150,     m"  =  125. 

Mithin  ist  x==>  125,  und  da  der  Exponent  7  eine  Primzahl  ist,  so 
sind  alle  Werte  von  x  in  der  Formel  x  =  425"*  enthalten,  und  diese 
liefert  die  sieben  Zahlen: 

1,     125,    86,     138,     -184,     119,    94. 

Da  der  kleinste  Wert  von  x  gleich  86  ist,  so  siebt  man,  dafs  es 
Qberaus  langwierig  gewesen  wäre,  wenn  man  die  Werte  von  x  durch 
Probieren  hätte  suchen  wollen,  indem  man  nach  und  nach  x  =  +  l, 
4-  2,  +  3, . . .  setzte. 

344. 
Zweites  BeispieL 

Ist  die  gegebene  Gleichung  x^  —  1  —  3R(379),  so  kann  man  nach 
No.  342  die  Gleichungen  0^—1  =  3»  (379)  und  a:'  -  1  =  SR  (379) 
auflösen.  Da  diese  X'=^  180 ''^  und  rr=  125*"  als  vollständige  Lösungen 
besitzen,  so  erhält  man  daraus  als  die  vollständige  Lösung  der  ge- 
gebenen Gleichung:  a:  =  (180  •  125)"»  «  139"».  Nun  läfst  aber  das 
Quadrat  von  139  bei  der  Division  durch  379  den  Rest  —  8;  folglich 
hat  man  einfacher  x  =( —  8)"*. 

Dieselbe  Gleichung  hätte  unmittelbar  nach  dem  ersten  Teile  des 
Satzes  2  ergeben:  x  =  u^  Ist  m  «=  2,  so  hat  man  x  =  64,  und  da 
3  und  7  die  Primteiler  von  n  =  63  sind,  so  mufs  man  nachsehen, 
ob  nicht  etwa  64^^  und  64^  den  Best  -f*  1  geben.     Nun  findet  man 

2* 
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aber,  dafs  diese  Potenzen  nicht  den  Rest  -|-  1  lassen;  mithin  wäre 
64*"  ebenfalls  die  vollständige  Losung  derselben  Gleichung  gewesen. 

345. 

Satz  3«  Ist  die  Gleichung  x^^  -{'  1  ^=3Sl(a)  gegeben,  in 
welcher  a  eine  Primzahl  und  4n  ein  Teiler  von  a  —  1  ist. 
so  löse  man  zunächst  die  Gleichung  a:*" —  l  =  9R(a),  welche 
stets  möglich  ist,  auf.  Ist  o;  »s  d^"*  die  vollständige  Losung 
dieser^  so  behaupte  ich,  dafs  die  vollständige  Losung  der 
gegebenen  a;:=d''  +  ^  ist,  wo  i  eine  beliebige  Zahl  bedeutet 

Denn  da  -Ö""»  ein  beliebiger  Wert  von  x  in  der  Gleichung 
x^^  —  1  =  2K(a)  ist^  so  ist  auch  d^*"*  ein  beliebiger  Wert  von  x  in 
der  Gleichung  o;** — l  =  3K(a).  Es  bleiben  daher  die  ungeraden 
Potenzen  von  d  als  Auflösung  der  Gleichung  a;*"  +  1  =  3K(a)  übrig. 

346. 

BeiBpiel. 

Es  sei  die  Gleichu^^g  a:^^  +  1  =  3)?  (433)  gegeben,  welche  auf- 
lösbar ist,  weil  433  —  1  durch  36  geteilt  die  gerade  Zahl  12  alä 
Quotienten  ergiebt. 

Um  diese  Gleichung  aufzulösen,  bedienen  wir  uns  der  Gleichung: 

a:"_i  =gK(433). 

Dieselbe  ergiebt  x  =  m®.  Ist  w  =  5,  so  erhält  man  u^  oder  x  gleich 
37.  Wird  dieser  Wert  »  genannt,  so  hat  man  d'^  =  ^l^  ^  =,  19^ 
Mithin  ist  d^  dem  zweiten  und  dritten  Teile  des  Satzes  2  zufolge  die 
vollständige  Lösung  der  Gleichung  o;"  —  l=SDl(433),  und  somit 
^2» +  1  diejenige  der  gegebenen  Gleichung  o;^  +  1  =  SW  (433).  Die 
se.chsunddreifsig  Lösungen,  welche  sich  daraus  ergeben,  sind  folgende: 

^^372.+!=  +  37,    +8,        ±127,    ±203,    ±    79,     +    99, 

±     2,     ±140,     ±159,     ±128,    ±133,     +  21G, 
±  35,    ±  148,    ±    32,    ±    75,    ±    54,     ±-  117. 

Dieselben  Werte  würden  einfacher  in  der  Formel  a:  =  2'*+  *  ent- 
halten sein. 

347. 

Satz  4.     Es    sei    die   Gleichung  x""  ^  b  ^=2Sl(a)  gegeben, 

in  welcher  b^  =  +  1  und  m  ein  Teiler  von ist. 

—  fi 

Sind  dann  1)  m  und  n   prim   eh   einander  und   sucht   man 
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die  positiven  Zahlen  Jt  und  (p  von  der  Beschaffenheit^  dafs 
%n  —  q>m  =  l  ist,  so  erhält  man  o?  =  ft*y,  wo  y  irgend  eine 
Wurzel  der  Gleichung  y"  —  (4:l)^  =  SD?(a)  bedeutet. 

2)  Haben  m  und  n  einen  gemeinsohaftliohen  Teiler  o  und 
ist  n  «=  n'o  und  Jtn  — 9»»  =  1,  so  erhält  man  a;"=  6*y  oder 
j;«  —  j«y -3  gjj^flt)^  ^o  y  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung 
r  —  (±  1)*^  =  aR(a)  bedeutet. 

Setzt  man  nämlich  in  dem  zweiten  Falle  x^=^  ^"Vj  so  hat  man: 
o;»'"  oder  a;"  =  ft^^'y"  =  6i  +  y*"(+ 1)9>  =  6. 

Der  erste  Fall  ist  im  Übrigen  eine  Folge  des  zweiten. 

Dieser  Satz  bietet  bereits  eine  grofse  Anzahl  von  Fällen,  in 
denen  man  unmittelbar  die  Gleichung  a;**  —  b  =  3R(a)  auf  die  Form 
I"  +  1  =  SDi  (a)  zurückführen  kann.  Er  zeigt  zu  gleicher  Zeit  un- 
endlich viele  andere  Fälle  an,  in  denen  die  Gleichung  a;"  —  6  =  SIR(a) 
von  selbst  in  n  Gleichungen  von  niedrigerem  Grade  x^  —  b^y  =  Tt  (a) 
zerfallt. 

348. 
Erstes  Beispiel. 

Die  gegebene  Gleichung  sei  ic*  +  49  =  SD?  (223).  Dieselbe  ist 
lösbar  (nach  Satz  1),  weil  ( — 49)'*=  1  ist.  Da  die  Zahlen  3  und 
74  prim  zu  einander  sind,  so  erhält  man  nach  dem  vorhergehenden 
Satze: 

^  =  (-  49y^y 66y, 

wo  y  eine  Wurzel  der  Gleichung  y*  —  1  ==  9W  (223)  ist. 

Man  beachte,  dafs,  wenn  die  Gleichung  x^  -\-  T  =  3R(223)  ge- 
geben wäre,  eine  ihrer  Wurzeln,  wie  leicht  zu  sehen,  x  =  6  sein  würde. 
Hieraus  folgt  aber  für  die  Gleichung  ix?  +  49  =  3R  (223)  der  Wert 
X  =  —  36.  In  der  That  sind  die  drei  Wurzeln  dieser  letzteren  rc  =  —  36, 
-66,    102. 

Ist  allgemein  a  eine  Lösung  der  Gleichung  x*  —  6  =  3R  (a),  so 
ist  a*  eine  Lösung  der  Gleichung  x^  — 6*  =  9K(a). 

349. 
Zweites  Beispiel. 

Ist  die  Gleichung  rc«  +  20  =  2«  (61),  in  welcher  6  =  -  20  ist, 
gegeben,  so  mufs  zunächst,  wenn  diese  Gleichung  möglich  sein  soll 
iNo.  339),  mit  Weglassung  der  Vielfachen  von  61,  6^°  =  1  sein.  Nun 
findet  man  aber  6*  =  —  1  und  somit  6^^  =  1;  mithin  ist  die  Glei- 
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chung  möglich.  Da  ferner  die  Exponenten  6  und  5  prim  zu  ein- 
ander sind,  so  erhält  man  unserm  Satze  zufolge  x^=  —  20y  und 
y«  +  1  «=  2R(61).  Die  Gleichung  y"  —  1  —  3R(61)  besitzt  aber  als 
vollständige  Losung  y  =  29*',  mithin: 

X 20. 29«»  +  i=  30.13'. 

Die  sich  hieraus  ergebenden  Zahlen  sind  +  7,  +  24,  +  30. 

350. 

Drittes  BeispieL 

Ist  die  Gleichung  x^^  —  5  =  3R(601)  gegeben,  so  findet  man 
6®  =  —  1.  Da  jedoch  10  und  6  den  gemeinschaftlicher  Teiler  2  be- 
sitzen, so  setze  man,  dem  zweiten  Teile  des  Satzes  zufolge,  sd^  =  Ify 
und  y«^— 1«=3R(601).  Diese  Gleichung  giebt  y  =  (— 169)*.  Mithin 
läfst  sich  die  gegebene  Gleichung  in  fünf  andere  vom  zweiten  Grade 
zerlegen,  und  zwar  sind  diese: 

x^  —  120  =  aR(601),    a;»  -  154  =  2R(601),    x^  +  183  =  aR(601 ), 

a^J  _  276  =  a»  (601),    x^  -  234  «=  SR  (601). 

Jedoch  ist  diese  Zerlegung  von  geringem  Vorteil,  da  man  nur  einen 
Wert  von  x  zu  haben  braucht,  den  man  sodann  mit  den  Wurzeln  der 
Gleichung  y^^  —  1  =  3K(601)  zu  multiplicieren  hat  Man  kann  aln» 
nur  eine  dieser  Gleichungen  nehmen,  und  zwar  ergiebt  sich  aus  der 
dritten,  welche  mit  der  Gleichung  a;*-j-28^  =  3R(601)  übereinstimmt, 
am  leichtesten  ein  Wert  von  x  (No.  187). 

351. 
Satz  5.    Es  sei  die  Gleichung  x*  —  6  =  9W(a),  in  welcher 
ftw  __  1  mni  fQ  ein  Teiler  von  ist,  aufzulösen.     Ist  als- 

dann  X'=^^  die  vollständige  Lösung  der  Gleichung 

a?««  — l  =  SIR(a), 

und  setzt  man,  da  6  eine  der  Zahlen  -&",  -d^*,  ^'•,...  ^(•-^>« 
sein  mufs,  b  =  ^'*",  so  wird  die  vollständige  Lösung  der  ge- 
gebenen Gleichung  y  =  ^"»"  +  A*  sein. 

Dieser  Wert  von  x  giebt  nämlich,  welches  auch  der  Wert  von 
m  sein  möge,  x^'^b.  Man  hat  daher  nur  zu  zeigen,  dafs  sich  h 
stets  unter  den  Zahlen  d",  d^",...  vorfindet  Da  nun  d"*  die  voll- 
ständige Lösung  der  Gleichung  a;""  —  1  =  9R(a)  ist,  so  ist  -^"*»  die- 
jenige der  Gleichung  x"  —  1  =  9K(o),  und  da  6"  =  1,  so  ist  offen- 
bar b  eine  der  durch  d^^^  dargestellten  Zahlen. 
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Dieses  Verfahren,  die  Gleichung  a?"  —  6  =  3ß(a)  aufzulösen,  ist 
keiner  Ausnahme  unterworfen.  Indessen  kann  es  mehr  oder 
weniger  langwierig  sein,  den  Wert  6  in  der  Reihe  '&•'•,  -ö-**,...  aufzu- 
suchen, jund  nur  wenn   die  Zahl  m  nicht  sehr  grofs  ist,   ist  dasselbe 

vollständig  durchführbar.    Wenn  die  Gleichung  b^  =  1  sich  aus  der 

1 

—  Ol 

Gleichung  6*    =  —  1  ergäbe,   so  hätte   man  6  nur  in  der  Reihe  ^, 
^3n^  O^*, . . .  aufzusuchen. 

352. 

Beispiel. 

Ist  die  Gleichung  a;^'^  —  5  =  SD?(601)  gegeben,  die  wir  bereits 
in  No.  350  behandelt  haHen,  und  die  nur  in  Faktoren  zweiten  Grades 
zerlegt  werden  konnte,  so  erhält  man,  wenn  die  Vielfachen  von  601 
weggelassen  werden,  6  =  5,  6^  =«  —  1,  6^*  =  1,  und  somit  o  ==  12. 
Nun  ist  die  voUstäudige,  mit  Hülfe  des  Satzes  2  gefundene  Losung 
der  Gleichung  x^^  —  1  =^  SR (601)  die  folgende:  x  =  (-  140)"»,  und 
somit  besitzt  die  Gleichung  x'^  —  1 =3»  (601)  die  Lösung  a;=(— 140)^<^^ 
oder  120^*.  Folglich  mufs  6  in  der  Formel  120'^  enthalten  sein,  wenn 
mau  fiir  ^  eine  UDgerade  Zahl  annimmt.  Es  ergiebt  sich  aber,  dafs 
man  dazu  fi  »»  5  setzen  mufs.  Mithin  ist  die  vollständige  Losung 
der  gegebenen  Gleichung  x  =  ( —  140)^+^*"»  oder  x  =  214- (169)»^ 
Die  sich  hieraus  ergebenden  Werte  sind  4: 214,  +106,  +  1'^, 
+  229,  +  237. 

353. 

Hat  man  eine  Zahl  &  von  der  Beschafienheit  gefunden,  dafs 
^"  ~  &  durch  die  Primzahl  a  teilbar  ist,  so  ist  es  leicht  einen 
Wert  von  x  zu  finden,  so  dafs  a;"  —  6  durch  eine  beliebige 
Potenz  a"  dieser  Primzahl  teilbar  wird. 

Es  sei  nämlich  ^"^  —  b^^Ma.    Setzt  man  dann  erstens 

X  <=  d'  -\-  Aa, 
imd  bestimmt  man  Ä  und  M  durch  die  Gleichung 

Jlf +  n^»-^J.  =  aJlf, 
80  ist  offenbar  a?"  —  6  teilbar  durch  o*. 
Setzt  man  zweitens 

^'  =  ^  +  -4a,    x  =  »'  +  Ä'a% 
und  bestimmt  man  Ä  und  M"  durch  die  Gleichung 

so  ist  die  Gröfse  x^  —  6  teilbar  durch  a*. 
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Setzt  man  drittens 

^"  =  ^'  +  A'a\  x  =  r  +  A"a\ 

und  bestimmt  man  A''  undJf''  durch  die  Gleichung 

so  ist  das  Binom  x*  —  6  teilbar  durch  a\ 

In  dieser  Weise  föhrt  man  fort,  bis  x*  —  b  teilbar  ist  durch  a*; 
und  wenn  a  kein  Glied  der  Reihe  2,  4,  8,  16,...  wäre,  so  sieht  man 
leicht,  welche  Änderung  man  bei  der  letzten  der  unbestimmten  Glei- 
chungen vorzunehmen  hätte.  Ist  z.  B.  a  «=  7,  so  nehme  man  statt 
der  dritten  Gleichung  M"  +  n9'"^^^A"  =  a*M'"  die  folgende: 

alsdann  wird  x^  —  6  für  den  Wert  a;  =  Ä-"  -j-  A"ä^  durch    «'   teil- 
bar sein. 

Anmerkung.  Ist  der  Exponent  n  teilbar  durch  a,  so  kann  es 
vorkommen,  dafs  irgend  eine  der  Gleichungen,  welche  zur  Bestim- 
mung von  Af  Ä,  A'\..  dienen,  unmöglich  wird.  Dies  wäre  alsdann 
ein  Beweis  dafür,  dafs  x^  --cb  nicht  durch  a**  teilbar  sein  kann. 

354. 

Soll  jetzt  x"*  —  B  durch  irgend  eine  snaammen^eaetste 
Zahl  A'=>  a'^bl^cy...,  in  welcher  a",  fei*,  c^,...  die  auf  irgend  welche 
Potenzen  erhobenen  Primfaktoren  sind,  teilbar  sein,  so  mufs  man 
nach  dem  Vorhergehenden  die  Zahlen  A,  fi,  i/, .  • .  so  bestimmen,  dafs 
die  Gröfsen 

ganze  Zahlen  werden,  und  sodann  die  Gleichungen 

o;  =  A  4*  «"^  =  f*  +  ^^^'  =  1/4-  c^jb;'^  =  . . . 
mit  einander  kombinieren.     Auf  diese  Weise  erhält  man  alle   Werte 

von  X,  welche  kleiner  als  ^  A  sind,  und  für  welche  rc"  —  B  durch  A 

teilbar    wird,    oder    alle    Werte,    welche    allgemein    der    Gleichmig 
a;»  —  JB  =  Ay  genügen. 

Wäre  die  Gleichung  Ca;*  —  B  ^=^  Ay  aufzulösen,  so  kann  man 
annehmen,  dafs  C  und  A  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben 
(denn  hätten  sie  einen  solchen,  so  konnte  man  ihn  durch  Division 
wegschaffen).  Ist  daher  (7ft  —  -4.1/ =  1,  und  setzt  many^^fty  —  v^r", 
so  geht  die  aufzulösende  Gleichung  über  in  x^  —  jB/l*  =  Ay.  Die- 
selbe ist  somit  auf  den  bereits  behandelten  Fall  zurückgeführt. 
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§3. 
AuflÖBimg  der  Gleicliimg  a?*  +  a  =  2"»y. 

355. 

Wir  haben  bereits  in  No.  191  gesehen,  dals,  wenn  man  die  ein- 
fachsten Fälle,  in  denen  m  nicht  gröfser  als  2  ist,  ausscheidet,  diese 
Gleichang  für  jeden  Wert  von  m  auflösbar  ist,  falls  a  die  Form 
~  1  Hh  Sa  besitzt.  Ein  Verfahren,  zur  allgemeinen  Auflosung 
dieser  Gleichung  zu  gelangen,  besteht  in  Folgendem. 

Wir  betrachten  zunächst  die  bekannte  Reihe: 

\^L  T- ^j  X  -r   2  ^         2-4  '     2.46  2.46.8*^^    •• 

und  bemerken,  dafs  die  Eoefficienten  derselben,  wenn  sie  auf  ihren 
einfachsten  Ausdruck  gebracht  werden,  die  folgenden  sind: 

1        1         1  1  5  7         21        88 

^}     2'     2*'    ~2^^    "2^'     2*'     2"*    giw'-; 

60  dafs  also  ihre  Nenner  nichts  anderes  sind  als  Potenzen  von  2, 
deren  Exponenten  nach  einem  bestimmten  Gesetze  zunehmen.  Um 
diese  Eigenschaft  zu  begründen,  kann  man  setzen : 

(1  +  ^)2  =  1  +  ^;^+ JS;32+ (7^  +  .  .. 

Erhebt  man  sodann  beide  Seiten  ins  Quadrat,  so  erhält  man  zur  Be- 
stimmung der  Eoefficienten  A^  JB,  C>...  die  Gleichungen: 

2^=    1 

2JB  =  -  ^2 

20 2ÄB 

2D  =  —  2äC-B^ 

u.  s.  w. 

Hieraus  erkennt  man,  dafs  sich  jeder  Koefficient  mit  Hülfe  der 
vorhergehenden  bestimmt,  ohne  dafs  ein  anderer  Nenner  als  2  auf- 
träte.   Ea  mufs  demnach  jeder  Eoefücient  von   der  Form  — :-  sein, 

2* 

wo  M  eine  ganze  Zahl  ist. 

356. 

Um  jedoch  das  Gesetz  dieser  Eoefficienten  noch  besser  her- 
Tortreten  zu  lassen,  und  um  zugleich  den  Exponenten  der  Potenz  von 
2,  welche  den  Nenner  derselben  bildet,  zu  bestimmen,  nehmen  wir 
den  allgemeinen  Ausdruck  des  Eoefficienten  von  je;",  welcher  ist: 
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^ 1-1-3-6---  (2n  — 8) 

2  . 4  •  6  •  8  •  "•        2n~~' 

Da  alle  Glieder  des  Nenners  dieser  Gröfse  gerade  sind^  so  erhält  uian 
wenn  man  beiderseits  mit  2"  multipUciert: 

1  •  1  •3-5-(2n  —  3) 


2^N 


1 .2S-4-«        n 


Multipliciert  man  noch  beide  Seiten  mit  2  •  4  •  6  •  •  •  (2n  —  4)^  so  ist 
das  Produkt: 

2»iV^(2>4-6»>-[2n  — 4])=4^|4^  "  (^^  -  ^)  . 

V  ■-  J/         l'2*3-'-*n 

Offenbar  reduciert  sich  die  rechte. Seite  auf  (n  +  1)  (w  +  2)  -  •  •  (2«  —  3 1 
die  linke  auf  2«»-«iV(l  .2-3..  •  [w  — 2]);  mithin  hat  man: 

1  .  2  •  8  •  •  •  •      (n  —  2) 

Multipliciert  man  beide   Seiten  nach   einander  mit  n   und    2n  —  2 
so  wird: 

^>5S«-sr,.7Sr=  J^(!»+  n0*+_2)...  (2n  -  3) 

1   •  2    .    3    •    .       •    (n  —  2) 

^  >'  1   .   2   •  3    .    .    .     (n  -  2) 

Diese  beiden  Gröfsen  müssen  aber  ganze  Zahlen  sein,  da    bekannt- 
lich der  Biomialformel  zufolge  allgemein  die  Gröfse 

C'(c  +  \)-(c  +  2)'  •  •  (c  +  m  —  1) 
1*2*3 tu 

eine  ganze  Zahl  ist.     Setzt  man  also: 

22»-«w2V=  i;,      2«'— «(2n  —  2)  N=  E\ 
so  erhält  man: 


Hieraus  ersieht  man,  dafs  der  Koefficient  N  des  Gliedes  iVje?*   zum 

Nenner  nur  die  Potenz  2**'""^  oder,  falls  n  eine  ungerade  Zahl  ist, 

eine  niedrigere  Potenz  von  2  haben  kann. 

Um  diesen  Nenner  in  allen  Fällen  zu  bestimmen,  mulk  man  zu 

der  ersten  Formel 

^^        1.136 (2n—  3) 


2-4'6-8 2n 

zurückkehren.  Man  sieht,  dafs  in  dem  reducierten  Werte  vou  N  der 
Nenner  nichts  anderes  ist,  als  die  grofste  Potenz  von  2,  welche  in 
dem  Produkte  2  •  4  •  6  •  •  •  2n  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
in  dem  Produkte    1  •  2  •  3  •  •  •  2n  aufgeht    Wir  haben    aber    früher 
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(EiBleituDg  No.  XVIII)  den  allgemeinen  Ausdruck  dieser  Potenz  an- 
gegeben; derselbe  ist  2*"""'',  wenn  v  die  Anzahl  der  Glieder 
2*  +  2^  +  2»^  +  *  •  -bedeutet,  deren  Summe  gleich  der  Zahl  2n  ist. 

357. 
Um   zur  Auflösung  der  Gleichung  aj*  +  a  =  2"»y,   in   welcher 
a  =  —  1  +  8«  ist,  zurückzukehren,  entwickeln  wir  j/1  +  8a  in  der- 
selben Weise  wie  "j/T+T  in  eine  Reihe.     Dies  giebt: 

Ein  beliebiges  Glied  dieser  Reihe  lafst  sich  darstellen  dprch  j^*  2^"a". 
Da  nun  N  ein  Bruch  ist^  welcher  zum  Nenner  höchstens  die  2»  -—  1*® 
Potenz  von  2  besitzt^  so  verwandeln  sich  offenbar  sämtliche  Glieder 
dieser  Reihe  in  ganze  Zahlen^  welche  durch  höhere  und  höhere 
Potenzen  von  2  teilbar  sind. 

Wir  denken  uns  jetzt  diese  Reihe  nur  soweit  fortgesetzt,  als 
ihre  Glieder  nicht  durch  2*^"^  teilbar  sind,  und  setzen  unter  dieser 
Anuahme: 

V         ^  zn   ^    ^  "^  2.4—246  2-4. 68  — 

Der  Ausdruck  -Ö"*  +  a  oder  0-*  —  (1  +  8  a)  kann  alsdann  nur  aus 
Gliedern  bestehen,  welche  durch  2^  teilbar  sind.  Setzt  man  also 
x  =  d'y  so  genügt  man  der  Gleichung  x^  -{-  a^=  2"^ff.  Demnach  ist 
die  allgemeine  Lösung  dieser  Gleichung: 

Um  z.  B.  die  Gleichung  ic*  +  15  =  2*^y  aufzulösen,  setze  man 
+  a  =  2  d.  h.  man  setze,  wenn  oben  das  untere  Zeichen  genommen 
wird,  a  «=  2  und  behalte  von  der  Reihe  nur  die  Glieder  bei,  welche 
nicht  durch  2^  teilbar  sind.     Dadurch  erhält  man: 

^=1  -  V -2"  — 4- -ä"- 4^ -2^' =  1  —  2' -2^  — 3-2». 

jS  A  A 

Mit  Weglassung   der   Vielfachen   von    2^   reduciert    sich    das   Glied 
-3    2»  auf  —  2«  oder  2»  —  2«  =  21     Demnach  hat  man: 

-^  =,  1  _  8  —  32  +  256  =  217, 

und  allgemein: 

a;  =  512a;' +  217. 
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§4. 

Methode  znr  Aofsuchmig  des  quadratischen  Teilers,  welcher  das 
Produkt  von  mehreren  gegebenen  quadratischen.  Teilern  enthalt 

358. 

Aufgabe  1.  Wenn  zwei  quadratische  Teiler  A,  A'  einer 
und  derselben  Formel  t^'\-au^  gegeben  sind,  so  soll  mau  den 
quadratischen  Teiler  suchen,  welcher  ihr  Produkt  AA'  in 
sich  enthält. 

Wir  unterscheiden  zwei  Fälle,  je  nachdem  die  gegebenen  Teiler 
die  gewohnliche  Form  py^  +  ^iV^  +  ^^  oder  die  Form  py^  -|-  qyz-^rr, 
in  welcher  die  Koefficienten  ungerade  Zahlen  sind,  besitzen. 

Erster  Fall.     Ist 

A=py^  +  2qyg  +  r^^     A'  =  py''  +  2q'y/  +  r/% 

so  nehmen  wir  an,  dafs  die  Koefficienten  p  und  p'  prim  zu  eiDaoder 
seien,  oder  dafs  sie  wenigstens  durch  eine  passende  Vorbereitung  zq 
relativen  Primzahlen  gemacht  worden  seien.     Setzt  man  sodann: 

l>y  +  ä^  =  ic,     l>Y  +  äV  =  a:', 
so  erhält  man: 

jjA  =  x^  +  as^,    p  A'  =  x"^  +  «^ '*> 
mithin:  _ 

ppAA'  «=  (xx  +  azz'y  +  a  {xs  +  x'ey. 

Da  aber  das  Produkt  AA'  in  einem  quadratischen  Teiler  der 
Formel  t^  +  ^tw*  enthalten  sein  soll,  und  da  femer  dieses  Produkt, 
allgemein  betrachtet,  das  besondere  Produkt  pp'  in  sich  schUeXsen 
mufs,  so  kann  man 

AA'  ^pp'T'^  2q>YZ+  tZ* 

ppi^  —  <p^  ^  a 

setzen,  wodurch  man  erhält: 

l)p  A A'=  (pp'  Y  +  (pZy  +  aZ\ 

Vergleicht  man  diesen  Wert  mit  dem  vorhergehenden,  so  ergiebt  sich: 

pp  ¥-{-  q>Z  '^^  xx'  +  dis/ 

Z=^  a;/ +  xß. 

Setzt  man  für  a  seinen  Wert  pp't  —  9*,  so  geht  die  erste  dieser 
beiden  Gleichungen  über  in: 

pp  F  ==  (a;  +  g)ß)  (x  —  9?/)  +  pp'tßß, 
und    substituiert    man    wieder    für  x,  x    ihre  Werte   py  -f-  i^  ^^ 
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Vy  "f  ^^'7  B^  erhält  man^  nachdem  man  durch  pp   dividiert  bat: 

Dieser  Ausdruck  mufs  eine  ganze  Zahl  sein  unabhängig  von  den 
Werten  von  e  und  /;  demnach  müssen  ^     ^  und   ^  ",  ^  ganze  Zahlen 

sein.    Ist  daher: 

9  =i>w  +  ff  =/»  +  ff',         («) 
$0  kann  man  stets ^  weil  p  und  p'  prim  zu  einander  sind,  n  und  n' 
mittelst  der  Gleichung 

jpw  +  3  ^=^pn  +  g' 

bestimmen.  Man  erhält  auf  diese  Weise  den  Wert  von  9,  und  dieser 
ergiebt  eine  ganze  Zahl  für 

pp 

Denn  da  man  9  =pn  +  3  und  3^  +  o  =  J)»"  hat,  so  ist  9*  +  a  teil- 
bar durch  p,  und  da  ebenso  q>  ^=^pn  +  g'  und  9'*  +  a  ^^p'r  ist, 
80  ist  auch  9'  -f"  ^  teilbar  durch  p'.  Es  mufs  demnach,  weil  p  und 
j)'  prim  zu  einander  sind,  q?  '\-  a  durch  p  |>  teilbar  sein. 

Sind   die  Zahlen  n,  n,  q>,  i;  auf  die  eben   angegebene  Weise 
bestinmit,  imd  setzt  man: 

r=  (y  +  nß)  {jf  —  nd)  +  i>Zß 

Z^xg+  xz  =  (py  +  qz)d  hF  (p'y  +  ff'^')^, 
80  erhält  man  das  gesuchte  Produkt: 

Ek  ist  daher  dieses  Produkt  in  einem  neuen  quadratischen  Teiler  der- 
selben Formel  /*  +  a^j?^  enthalten. 

359. 

Es  ist  zu  bemerken^  dafs  die  betrachtete  Aufgabe  wegen 
des  doppelten  Vorzeichens  +  in  der  Gleichung  (a)  im  Allge- 
meinen Bwei  Lösiingen  besitzt.  Sie  kann  aber  deren  nicht 
mehr  wie  zwei  haben.  Man  kann  nämlich  die  Zahlen  p  und  p  als 
relative  Primzahlen  voraussetzen;  wie  beschaffen  femer  der  quadra- 
tische Teiler,  welcher  AA'  enthält,  auch  sein  möge,  er  ist  stets  von 
d€rForm|)^'y*  +  29)y^  +  ^iE?^  wobei  9*  +  «=i^l>'^  is^«  Da  aber  die 
Zahlen  p  und  p   prim  zu  einander  sind,  so  giebt  es  nur  zwei  Werte 

von  9,  welche  kleiner  als  -   pp   sind,  uud  für  welche  9*  -j-  a  durch 
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pp  teilbar  ist  Mithin  giebt  es  Dur  höchstens  zwei  verschiedeDe 
quadratische  Teiler ,  welche  das  Produkt  AA'  enthalten.  Ich  sag«* 
höchstens^  weil  in  einigen  besonderen  Fällen  die  beiden  quadratischen 
Teiler^  wenn  sie  auf  den  einfachsten  Ausdruck  gebracht  weiden,  in 
einen  einzigen,  der  dann  AA'  in  zwei  verschiedenen  Verbindungen 
enthalten  würde,  zusammenfallen  können.  Dies  mufs,  wie  wir  dies 
an  einem  Beispiel  sehen  werden,  der  Fall  sein,  wenn  die  Formel 
t^  -f-  au^  nur  einen  einzigen  quadratischen  Teiler  enthält,  welcher  den 
linearen,  pp'  enthaltenden  Formen  entspricht. 

360. 

Zweiter  Fall.  Ist  die  Zahl  a  von  der  Form  8n-f-3,  und  somit 
der  als  ungerade  vorausgesetzte  quadratische  Teiler  A  von  der  Form 
jpy*  +  qyg  +  *'^;  ^^  welcher  die  Eoefficienten,  p,  g,  r  ungerade  Zahlte 
sind  und  A^pr ,— q^  "=  a  ist,  so  kann  man  die  vorhergehende  £nt> 
Wicklung  ebenfalls  benutzen,  um  das  Produkt  AA'  zu  erhalten. 
Denn  da 

2A  =  2j>y»  +  2qyz  +  2rf?,      2A'  =  2p  y>^  +  2qye  -|-  2rz' 

ist,  so  hat  man  in  den  gefundenen  Formeln  nur  2jp  und  2r  an  die 
Stelle  von  p  und  r  zu  setzen.  Man  erhält  daher  zur  Bestimmung! 
von  n  und  n   die  Gleichung: 

pn—pn  =^-{q  +q),  {h> 

aus  welcher  man  die  Werte  von  tp  und  ^  herleitet,  nämlich: 

Setzt  man  sodann: 

Y  =  {ji  +  ng)(jf'  —  wV)  +  ^««' 

Z  ==  {2py  +  qz)z'  +  {2p' y  +  qe)z, 
30  erhält  man: 

4A  A'  ==  ^pp  r*  +  29  FZ  +  i>Z*. 

Nun  sieht  man  aber,  dafs  Z  stets  gerade  ist,  und  dafs  man  somit 
2Z  an  die  Stelle  von  Z  setzen  kann.    Ist  also  wiederum: 


3?"  =  (y  +  ne)  {y  —  n'e)  ±  ««/ 

2 


Z  =  pys'  +  p'y'e  +  ^(q  +  gO««'. 


so  wird  das  gesuchte  Produkt: 

A A'  =  pp  r*  +  g)  rZ  +  i}Z\ 
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361. 
Erstes  Beispiel. 
Es  seien  die  beiden  Formeln  gegeben: 

A=  I4y^  +  lOyz  +  2U* 
A'=    9y«+    2yV+30/». 

Dieselben  stellen  zwei  quadratische  Teiler  der  Formel  ^^4"  269m*  dar. 
Vm  das  Produkt  AA'  durch  eine  Formel  von  derselben  Beschaffenheit 
auszudrücken,  bemerke  ich,  dafs  man,  da  die  Eoefficienten  14  und  9 
prim  zu  einander  sind,  ohne  irgendwelche  Vorbereitung  die  Formeln 
von  No.  358  auf  dieses  Beispiel  anwenden  kann.    Setzt  man  also: 

1>=14,      g  =  5,     /)'=9,      7  =  1, 
Ao  erhält  man  die  Gleichung: 

14n=f:5  =  9n  +  1, 

and  diese  liefert  zwei  yerschiedene  Resultate,  je  nachdem  man  das 
obere  oder  untere  Zeichen  nimmt. 

1)  Wählt  man  das  obere  Zeichen,  so  erhält  man: 

n  =  3,      n'  =  4,      9?  =  37,      ^  «=  13. 
^^etzt   man  demnach: 

Y=     yy  +  3j5fy  —  Ayz  +  ez' 
Z=Uyz  —9yz  +  4z0, 

so  wird  das  gesuchte  Produkt: 

A  A'  =  126  r«  +  74  YZ  +  13^«. 

2)  Wählt  man  das  andere  Zeichen,  so  findet  man: 

« =  1,      n=2,      9  =  19,      ^  =  5. 

Setzt  man  demnach: 

^=y^  —  l^i/  —  2y^'  —  ^zz 
if=  Uyz  +9zy  +6zz, 

so  wird  dasselbe  Produkt  auch  gleich: 

AA'=1261^  +  38r^+5Z2.  • 

Will  man  nun  diese  Produkte  auf  den  einfachsten  Ausdruck 
zurQckf&hren,  so  mufs  man  in  dem  ersten  Falle  Z '^  U — 2Y,  in 
dem  zweiten  Z  =  U  —  4  T  setzen.  Dadurch  ergeben  sich  schliefslich 
die  folgenden  beiden  Resultate: 
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U  =    2yy  +  6y/  —  ?^yz  +  %gz 

(1)  i      r=      yy  +  3y'^  —  4y/  +    zz 
AA'  =  13^7^  +  22E7r+  30F* 

R  =  Ayy  +  5y  ;E?  +  6y^'  —  6je?/ 

(2)  {      F=    yy'-    y'^  -  2y/ -  3;ßf/ 
AA'  =  5Ü^  — 2trY+54r«. 

362. 
Zweites  Beispiel. 

Es  seien  jetzt  die  beiden  zu  der  Formel  t^  -^  163ti^  gehöreDden 

Teiler 

A  =  y^  +  y^  +  41^ 

A'=y'*+yV+41/^ 

gegeben.  Um  ihr  Produkt  in  ähnlieber  Weise  auszudrücken,  l>eiiatzen 
wir  die  Formeln  in  No.  360;  dieselben  ergeben  die.  folgenden  beiden 
Resultate: 

IT^ = yy  -^r  f^y'  +  4ijef/ 
Z  =  yz'  —ye 
AA'=  F^+  YZ+UZ^ 

I     r=yy'-41^/ 
(2)  Z^y/  +yz  +  zz 

IaA'=  ]P+  YZ+41Z\ 

In  beiden  Fällen  ist  das  Produkt  von  derselben  Form  wie  die 
beiden  Faktoren;  und  in  der  That  kann  es  nicht  von  einer  andern 
Form  sein,  da  die  Formel  ^*-|-163fi*  nur  einen  einzigen  quadratischen 
Teiler  haben  kann. 

363. 

Aufgabe  2.  Es  soll  das  Produkt  zweier  gleichen  qua- 
dratischen Teiler 

t^=py^  +  2qyz  +r^ 

A'=i)y'*+  2gyV+  rz^ 
gefunden  werden. 

Mittelst  einer  Transformation  könnte  man  diese  Aufgabe  auf  die 

vorhergehende  zurückführen;  indessen  ist  es  einfacher,  sich  zur  direkten 

Auflösung  des  folgenden  Verfahrens  zu  bedienen. 

Ist 

py  +  qz  =  X,     py'  +  qz  =  x\ 
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^o   erhält   man: 
A  A'p»  =  (ä*  +  ae')  {x^  +  ae^)  =  {xx  ±  aztif  +  a{xz  +  x' z)\ 

Wenn   man  von  den  doppelten  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  das 
obere   nimmt  und  sodann  die  Werte  von  rc,  x'  und  a  einsetzt,  so  wird: 

XX  +  ae^  =p^yy  +  JP^Cy^'  +  y  z)  +  przz\ 
and: 

xz'  —  x'z  =  p{yfl  —  yz). 
Hieraus   folgt,  nachdem  man  durch  p^  dividiert  hat: 

A  A'  =  {pyy'  +  ?y^'  +  3y  ^  +  ^^^0*  +  «(y^  —  y'fif' 

Dies   isi;  der  erste  Wert  des  Produkts  AA':  derselbe  ist  von  der 
Form    ^  -|-  aii*. 

Um    einen    zweiten    Wert   dieses   Produktes   zu    erhalten, 
setzen    ^wir: 

and    nv^e  gewohnlich: 

j^'^  —  gj«  =  a. 
Dann    ist: 

Vergleicht  man  daher  diesen  Wert  mit  dem  ersten,  so  erhält  man: 

Z=»  a;/  +  x' z 
p*  Y  +  fpZ  ==  XX  +  ö^^'i 
und    setzt  man  in  diese  letztere  Gleichung  den  Wert  von  a,   sowie 
die   Werte  von  x,  oi  und  Z  ein,  so  ergiebt  sich: 

Soll    also  Y  unabhängig  von  jedem  besonderen  Werte  von  z  und  z 
eine   ganze  Zahl  sein,  so  müssen  ^-^^  und  ~ — ^  ganze  Zahlen  sein. 

Je  Jr 

woraus    man  erkennt,   dafs   von   den   doppelten  Vorzeichen  nur  das 
untere  zu  nehmen  ist.     Setzt  man  daher  tp  ^=^  g  H'l'^;  so  wird: 

r  =  (y  —  nz)  {%f  —  nz)  —  itzz 

£s    ist  jedoch  noch  n  derart  zu  bestimmen,  dafs  ^  eine  ganze  Zahl 
ist.     Nun  ist  aber: 

o  +  y'         py  —  g'  +  (2  +i>w)«  _  r  +  2gn     ,2 

w  •=-■     p«      =  ^«-  p    -  -f  n . 

Sacht  man  also  die  kleinsten  Werte  von  m  und  n,  welche  der  Gleichung 

r  =ipm  —  2qn 
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genügen^  so  sind  alle  Bedingungen  erfüllt.     Man  erhält  dann: 

und  das  gesuchte  Produkt  ist  in  seiner  zweiten  Form: 

364. 

Die  Gleichung  r^^pm  —  2qn,  in  welcher  m  und  n  die  un- 
bestimmten Gröfsen  sind,  ist  immer  auflösbar,  sobald  p  und  2q  prim 
zu  einander  sind;  sie  ist  es  ebenfalls,  wenn  p  und  2q  einen  gemein- 
schaftlichen Teiler  ^  haben  und  r  gleichfalls  durch  ^  teilbar  isl 
Dieser  Fall  ist  jedoch  wenig  beachtenswert  oder  vielmehr  vollständig 
auszuscheiden,  da  alsdann  die  Formel  py^  +  2qye  +  r$^  nur  durch  ^ 
teilbare  Zahlen  darstellen  könnte. 

Schliefslich  könnte  auch  der  Fall  eintreten,  dafs  p  und  q  einen 
gemeinsamen  Teiler  d^  haben,  der  nicht  zugleich  ein  Teiler  von  r  ist 
Alsdann  würde  die  Gleichung  r  ^^^  pm  —  2qn  unmöglicli  sein. 
Dies  findet  in  den  beiden  folgenden  Fällen  statt: 

Erstens  wenn  a  durch  &,  aber  nicht  durch  ^  teilbar 
ist;  denn  alsdann  würde  zwar  2)  in  t^^au^  aufgehen,  aber|7^  konnte 
nur  dann  ein  Teiler  dieser  Formel  sein,  wenn  man  annimmt,  daCs  t 
und  u  nicht  prim  zu  einander  sind. 

Zweitens  weün  p  und  q  einen  gemeinsamen  Teiler  9 
haben  und  die  Zahlen  p  und  a  durch  ^  teilbar  sind;  denn 
alsdann  könnte  die  Gleichung  pr  —  €^  ^=»  a  stattfinden,  ohne  dafs  r 
durch  %•  teilbar  wäre.  In  diesem  Falle  könnte  man  durch  eine  ein- 
fache Transformation  des  Teilers  jpj^  +  2qyz  +  ^^  ^or  Schwierigkeit 
vorbeugen,  oder  man  könnte  vielmehr,  da  dieser  Teiler  alsdann  die 
Form  p^^y^  +  Zq'&yjs  +  rt^  besitzt,  während  die  Formel,  in  welcher 
er  aufgeht,  t^  +  «' ^w*  ist,  y  an  die  Stelle  von  d'y  und  u  an  die 
Stelle  von  ^u  setzen.  Dadurch  würde  man  p'y^  +  2q'ye  +  rjs^  als 
Teiler  von  ^*  +  au^  erhalten.  Dieser  letztere  Fall  bietet  aber  keine 
Schwierigkeiten  mehr. 

365. 

Ist  die  Zahl  a  von  der  Form  8n  -j-  3,  und  sind  somit 

A  =  py^  +  qy0  +  rz^ 

A'  =  py^  +  qyz  +  r/* 

die   gegebenen   quadratischen  Teiler,   so   findet  man  auf  eine  der 
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vorigen   ähnliche  Weise  zwei  Formen  des  Produkts  AA'.     Die 
erste  sich  unmittelbar  darbietende  ist: 

wobei  man  hat: 

Y^pyy+Y(9-  l)y^  +  Y(^+  l)yz  +  r0if 
Z=y0  --ye. 

Um  die  zweite  Form  zu  erhalten,  hat  man  die  kleinsten  der 

Gleichung 

r  =^pm  —  qn 

genügenden  Werte  von  m  und  n  zu  suchen.     Setzt  man  sodann  die 

Eonslanten 

97  SB  g  -|-  2pn,      ^  =  m  +  »»*; 

und  die  Unbestimmten 

r  —  (y  —  njer)  (y  —  nz)  —  ^xr/ 

Z  =  p(yif  +  yz)  +  qzzy 
so  erhält  man: 

366. 

Offenbar  begreift  die  soeben  gelöste  aUgemeine  Aufgabe  als  be- 
sonderen Fall  diejenige  unter  sich,  bei  welcher  es  sich  darum  handelt^ 
das  Quadrat  eines  gegebenen  quadratischen  Teilers  zu  finden. 
Alsdann  aber  kann  das  Produkt  nur  eine  einzige  Form  haben; 
denn  da  in  diesem  Falle  yz'  —  y'z  ^=»0  ist,  so  besitzt  der  erste  Wert 
von  AA'  nicht  die  Form  eines  quadratischen  Teilers. 

Allgemein,  da  man  das  Produkt  zweier  gegebenen,  gleichen 
rxler  ungleichen,  Faktoren  durch  eine  Formel  derselben  Art,  welche 
ebenfalls  ein  quadratischer  Teiler  ist,  ausdrücken  kann,  so  folgt 
daraus,  dafs  man  stets  einen  quadratischen  Teiler  finden 
kann,  welcher  gleich  dem  Produkte  von  mehreren  gegebenen 
quadratischen  Teilern  ist. 

Kommt  es  einem  nur  auf  die  Form  der  Produkte  an,  ohne  dafs 
man  sich  um  die  Werte  der  in  ihnen  enthaltenen  unbestimmten 
Grofsen  kümmerte,  so  wird  die  Aufgabe  bedeutend  ein&cher,  da  man 
nur  mit  den  EoefGcienten  zu  rechnen  hat,  und  diese  nur  eine  be- 
schrankte Zahl  von  Verbindungen  gestatten. 

Bezeichnet  man  also  z.  B.  mit  A,  B,  C,  D,  , , .  die  verschiedenen 
quadratischen  Teiler,   welche  einer  gegebenen  Formel  t^  -{-  ati^  zu- 

8* 
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gehören,  so  suche  mau  uach  den  angegebeneu  Prinzipien^  welche^ 
die  Formen  der  verschiedenen  Produkte  zu  je  zweien  ÄAj  A.Sj  AC\ 
BB,  , , .  sein  müssen.  Findet  man,  dals  das  Produkt  AB  za  gleicher 
Zeit  von  der  Form  C  und  von  der  Form  D  sein  kann,  so  schreibe  man: 

und  ebenso  bei  den  andern.  Nun  ist  ersichtlich,  dafs  man,  wenn  die 
Produkte  zu  je  zweien  gefunden  sind,  daraus  leicht  die  Produkte  zu 
je  dreien,  zu  je  vieren  u.  s.  w.  ableiten  kann.  Man  findet  daher  all- 
gemein die  verschiedenen  Formen  des  Produkts,  welches  durch  Mul- 
tiplikation beliebig  vieler  quadratischer  Teiler  entsteht 

Bei  dieser  Bezeichnung  empfiehlt  es  sich,  BB  von  B^ 
zu  unterscheiden.  Der  Ausdruck  BB  bezeichnet  das  Produkt 
zweier  B  gleichen  quadratischen  Teiler,  in  denen  jedoch  die  Un- 
bestimmten verschieden  sind;  der  Ausdruck  JB*  bezeichnet  das  Quadrat 
des  Teilers  B  und  setzt  somit  voraus,  dafs  die  beiden  Faktoren  B 
und  B  sowohl  in  ihren  Koefficienten  wie  in  ihren  Unbestimmten  über- 
einstimmen. Dieser  Umstand  bewirkt  eine  Beschränkung  im  Resultat; 
denn  wie  wir  eben  gesehen  haben,  besitzt  B^  nur  eine  einzige  Form, 
während  BB  deren  zwei  hat.  Ein  gleicher  Unterschied  zeigt  sich 
bei  den  Ausdrücken  BBB,  B^Bj  B^  und  anderen  ähnlichen.  Wir 
müssen  daher  notwendig  untersuchen,  welcher  Form  eine  beliebige 
Potenz  eines  gegebenen  quadratischen  Teilers  entspricht.  Dies  ist 
der  Gegenstand  der  nächstfolgenden  Aufgabe. 

367. 

Aufgabe  8.  Wenn  ein  quadratischer  Teiler  A  der  Formel 
t^  ^  au^  gegeben  ist,  so  soll  man  den  quadratischen  Teiler 
derselben  Formel  finden,  durch  welchen  sich  die  Potens  A* 
ausdrücken  läfst. 

Erster  Fall.     Der  gegebene  Teiler  sei: 

und  es  werde,  um  jede  Schwierigkeit  zu  vermeiden,  vorausgesetzt, 
dafs  dieser  Teiler  derart  vorbereitet  sei,  dafs  der  EoefScient  p  eine 
Primzahl  ist,  welche  nicht  in  a  aufgeht. 

Zunächst  kann  man  beweisen,  dafs  es  nur  einen  einzigen  qua- 
dratischen Teiler  giebt,  in  welchem  A"  enthalten  sein  kann.  Denn 
welches  auch  der  A"  enthaltende  quadratische  Teiler  sein  möge,  er 
mufs  p"  enthalten.    Nun  haben  wir  aber  bereits  gezeigt  (No.  234;, 
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dafs,  wenn  p  eine  Primzahl  ist,  die  Potenz  p*  nur  zu  einem  einzigen 
quadratischen  Teiler  gehören  kann.  Mithin  giebt  es  auch  nur  einen 
einzigen  quadratischen  Teiler^  welcher  A"  enthält. 

Nachdem  dies  festgestellt  ist,  erhält  man^  weil  jpr  «»  ^^  ^  a  ist^ 
und  wenn  allgemein 

(ff  +  V—(^y  =  F+  GY—a 

(q  —  yzr^y=F—Gy^-^ 

gesetzt  wird: 

(gs  ^  ay  =  p^r^=F^  +  aG^. 

Ich  behaupte  nun,  dafs  G  und  p  prim  zu  einander  sind ;  denn  wäre 
(r  durch  p  teilbar,  so  müfste  der  letzteren  Gleichung  zufolge  auch 
F  durch  p  teilbar  sein.     Es  ist  aber: 

L'         «         n(n— 1)    ^_8       ,     n(n  — l)(n  — 2)(n— 3)     «     ^   • 

und  wenn  man  die  Vielfachen  von  p  wegläfst,  so  erhält  man: 
a  =  —  5*   und 

'■-  »•  (i + ^j,^  + "'"  ^  ■;:'::,  r-^Ä +■■•)-  ä--»-. 

Denmach  müfste  g  und  somit  auch  a  durch  p  teilbar  sein,  was  gegen 
die  Voraussetzung  ist. 

Da  also  G  und  p  prim  zu  einander  sind,  so  kann  man  setzen: 

F=tpG+p'H, 

wobei  q>  und  H  unbestimmte  Zahlen  sind.  Setzt  man  nun  diesen 
Wert  in  die  Gleichung  jp^r*  «=  jF*  +  a6r'  ein,  so  folgt  daraus,  dafs 
<p^  -f  a  durch  j)"  teilbar  ist  und  dafs  man  somit 

setzen  kann. 

Nachdem  man  auf  diese  Weise  die  Gröfsen  q>  und  ^  bestimmt 
hat,  erhält  man  den  quadratischen  Teiler  j>"l^  +  2^7^^+ ^Z*, 
welcher  zur  Formel  t^  +  au^  gehört,  weil  j?*^  —  g?*  —  a  ist.  Dies 
ixt  derjenige  Teiler,  welcher  allgemein  die  Potenz  A**  enthält,  weil 
die  Zahl  p^  in  ihm  enthalten  ist;  wir  müssen  jedoch  noch  zusehen, 
wie  sich  Y  und  Z  als  Funktionen  von  y  und  a  bestimmen. 

Es  sei  also: 

t,^^p^Y^+2(pYZ+jlfZ^ 
oder: 

Femer  ist: 


,<^ 


^Vr- 
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Setzt  man  also: 


so  erhält  man: 


X«  +  aZ^  =  (a^  +  a^)«. 

Dieser  Gleichung  genügt  man  aber  allgemein,  wenn  man 

X+Z y^^  ^(x  +  zY  —  ay 
nimmt.     Daraus  folgt: 


T9^  »  1.2-3 


-n(n~l)(n~2)(n-3)(n~4)  ,    ,  . 

'  12.3.4.6  "^  .      • 

Der  Wert  von  Z  ist  bereits  durch  eine  ganze  Funktion  von  x  und  z 
oder  durch  eine  von  y  und  z  ausgedrückt.  Was  Y  anlangt,  so  hat  man: 

P 
Nun  ist  aber: 

X«  1.  ,,«^2  =  X^  +  aZ^  -  p^V'^*  —  i)»(A«  -  *Z«). 

Mithin  mufs  X*  —  y^Z*  durch  ^  teilbar  sein.  Aus  der  Gleichung 
jp"«^  —  ^  =  a  erkennt  man  aber,  dafs  tp  nicht  durch  p  teilbar  sein 
kann,  weil  sonst  gegen  unsere  Voraussetzung  auch  a  durch  jp  teilbar 
wäre.  Man  kann  auch  nicht  annehmen,  dafs  Z  allgemein  durch  jp 
teilbar  sei;  denn  sonst  würde  auch  X,  sowie  auch  7?  -|~  ^^  durch  p 
teilbar  sein,  man  würde  daher  nach  Weglassung  der  Vielfachen  von  j) 
a^  =  —  (X?  haben,  und  dieser  Wert  würde,  in  den  von  X  eingesetzt 
ergeben: 
X-^(l+Ji^+  "(-..(.-.)(-..  +...)_2-.,. 

Es  müfste  daher  p  in  x  und  folglich  in  z  aufgehen.  Dies  kann  aber 
nicht  der  Fall  sein,  da  y  und  z  beliebige  unbestimmte  Zahlen  sind. 
Da  nun  also  die  Grofse  X*  —  y*^*  durch  ^  teilbar  ist,  und 
ihre  beiden  Faktoren  X  +  ^^-Z",  X  -^  <pZ  nicht  p  als  gemeinschaft- 
lichen Teiler  haben  können,  so  folgt  daraus,  dafs  der  eine  von  diesen 
Faktoren  durch  p*  teilbar  ist.  Und  da  daa  Zeichen  von  9)  willkürlich 
ist,  so  kann  man  annehmen,  dafs  X — q>Z  denjenigen  der  beiden 
Faktoren  darstellt,  welcher  sich  durch  jp"  teilen  läfst.  Mithin  ist  der 
Wert  von  Y  als  Funktion  von  y  und  z  ausgedrückt  eine  ganze  Zahl, 
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welches  auch  y  and  e  sein  mögen.  Es  ist  daher  der  so  bestimmte 
quadratische  Teiler  p'Y^ +  2q>YZ  +  ^Z^  gleich  der  n*^  Potenz  des 
gegebenen  Teilers  jpy*  +  2gyjer  +  n?, 

368. 
Zweiter  Fall.    Die  gegebene  Formel  sei: 

wobei  j),  q,  r  ungerade  Zahlen  sind  und  4pr  —  g*  =  a  ist. 

Man  bereite,  wenn  es  nötig  ist,  diese  Formel  ebenfalls  derart 
vor,  daüs  der  Eoefficient  jp  eine  Primzahl  ist.  Ferner  kann  man 
ebenso  wie  oben  beweisen,  dafs  es  nur  einen  einzigen  quadratischen 
Teiler  giebt,  welcher  die  gesuchte  Potenz  A"  enthalten  kann. 

Stellt  man  diesen  Teiler  durch  die  Formel  p*  Y*  +  g)  FZ  +  ^Z* 

dar,  so  muJs  sein: 

4jP»^  BS  g>>  -|-  a. 

Da  nun  bereits  4|)r  =  g*  -j-  a  ist,  so  werden,  wenn  man 

setzt,  die  Zahlen  F  und  G  stets  ganze  Zahlen  sein  (No.  65),  weil, 
wenn  a  von  der  Form  8n  +  3  ist,  —  a  die  Form  4n  +  1  besitzt. 
Zu  gleicher  Zeit  hat  man: 

und  somit: 

Ebenso  wie  oben  kann  man  aber  beweisen,  dafs  F  und  G  prim  zu 
einander  sind  oder  nur  den  gemeinschaftlichen  Teiler  2  besitzen 
können.    Man  kann  also  setzen: 

F=tpG  +  2f'B, 

d.  h.  man  kann  immer  die  ungerade  Zahl  tp  <ip*  derart  bestimmen, 

dafs ^ —  eine  ganze  Zahl  ist.    Wird  dieser  Wert  von  F  in  die 

Gleichung    4|)*r*  =  jF*  +  ^ö*    substituiert,    so   folgt   daraus,    dafs 
,     eine  ganze  Zahl  sein  mufs.    Ist  daher: 

9^  +  a  =  4|)"V; 
^  hat  man  o£Eenbar  mit  Hülfe  der  Gröfsen  q>  und  ^  den  quadratischen 
Teiler,  welcher  j)*  enthält,  vollständig  bestimmt,  und  zwar  ist  derselbe: 
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Ich  behaupte  nun,  daXs  dieser  Teiler  allgemein  A*  enthält,  so 
dafs  man 

p^Y^  -{-tpYZ+tZ^  =  A»  =  (pi/  +  qyz  +  rs?Y 

setzen  kann.     Dies  ist  unmittelbar  ersichtlich^  wenn  man  aus  di^er 
Gleichung  ganzzahlige  Werte  für  Y  und  Z  ableiten  kann,  welches 
auch  die  Unbestimmten  y  und  z  in  der  gegebenen  Formel  sein  mögen. 
Aus  der  vorstehenden  Gleichung  erhält  man  aber: 

Ist  für  den  Augenblick: 

2j)y    +3«    =x, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

und  dieser  genügt  man  allgemein^  wenn  man 

setzt.  Man  weifs,  dafs  die  aus  dieser  Gleichung  sich  ergebendeu 
Zahlen  X  und  Z  stets  ganze  Zahlen  sind.  Es  bleibt  daher  nur  noch 
zu  beweisen  übrig,  dafs  auch  Y  eine  ganze  Zahl  ist.    Nun  ist: 

2i)«F=X  — 9)Z, 
und 

substituiert  man  in  der  zweiten  für  a  seinen  Wert  4j>*  0  —  9",  su 

erhält  man: 

X^  -  y'^Z^  =-  \p\b.^  ~  ^Z% 

Femer  beweist  man  wie  obeU;  dafs  die  Faktoren  X  —  tpZ^  X-\'^/' 
keinen  andern  gemeinsamen  Teiler  als  2  haben.  Da  nun  X^  —  9*/* 
durch  p*  teilbar  ist^  so  mufe  einer  der  Faktoren  X  —  9Z,  X  +  9^ 
durch  p"  teilbar  sein,  und  da  man  das  Vorzeichen  von  9  nach  Be- 
lieben wählen  kann,  so  kann  man  durch  X  —  ^>Z  denjenigen  der 
beiden  Faktoren  darstellen,  welcher  durch  p*  teilbar  ist.  Derselbe 
ist  zu  gleicher  Zeit  durch  2p^  teilbar,  weil  9  ungerade  isi    Mitbiß 

ist   die  Gröfse    F  =  —   — ^ —   stets   eine  (ranze  Zahl  oder  vielmehr 

2p"  ^ 

eine  ganze  Funktion*  der  unbestimmten  Grofsen  y  und  e.    Es  stellt 

daher  die  Formel  p«  Y*  -f-  9  YZ  +  t^Z^  allgemein  die  n*®  Potenz  der 

gegebenen  Formel  py'^  +  qyz  +  rf  dar. 

Bemerkung.    Will   man  einfach  wissen,  zu  welcher  Form  der 
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quadratischen  Teiler  die  vf  Potenz  eines  gegebenen  quadratischen 
Teilers  A  gehört,  so  reduciert  sich  die  Rechnung  darauf,  die  Eoef- 
ticienten  q>  und  i>,  so  wie  es  in  den  beiden  Fällen  gezeigt  worden,  zu 
bestimmen.  Sodann  bringt  man  die  die  angegebene  Potenz  enthaltende 
Formel  jj"y*  +  2fyg  +  i/e^  oder  (falls  o  von  der  Form  8n  +  3  ist) 
die  Formel  j>"j^  -|-  tpye  -f-  ^^  äuf  den  einfachsten  Ausdruck. 

Nunmehr  ist  es  leicht,  in  den  Produkten  der  Grofsen  A,  B,  C,  ... 
(So.  366)  die  Glieder,  welche  Potenzen  dieser  Grofsen  enthalten,  zu 
bestimmen. 

369. 
Erstes  BeispieL 

Die  gegebene  Formel  sei  ^^-j-^^^'''  ^^^  ^°f  quadratischen 
Teiler  derselben  sind: 

^  =    y*  +  2y0  +  42«=*  D  =  3y*  +  2ys  +  14«* 

i/  =  2y'  +  2y«  +  21««  £  =  6j/»  +  2y?  +    7«*. 

(7  =  5y«  +  6ye  +  10«* 

Multipliciert  man  zwei  Teiler  mit  einander,  z.  B.  C  und  D  (indem 
mau  die  Unbestimmten  in  einem  derselben  durch  Striche  unterscheidet), 
so  findet  man  (No.  358),  dafs  das  Produkt  OD,  nachdem  es  auf  den 
einfachsten  Ausdruck  gebracht  ist,  gleichzeitig  die  Form  D  und  die 
Form  E  besitzt.  In  analoger  Weise  findet  man  die  andern  nach- 
:itehenden  Resultate;  dieselben  enthalten  die  Formen  der  Produkte 
von  zwei  Teilern  gleicher  oder  ungleicher  Art  in  allen  möglichen 
Verbindungen.  Hinzugefügt  sind  femer  die  Quadrate  dieser  selben 
Teiler,  und  zwar  berechnet  mitt«l8t  der  Formeln  in  No.  363  oder 
mitteUt  der  Formeln  in  No.  367: 


.1-  = 


A 
A 
B 
C 
C 


AA 
AB 
AC 
AB 
AE 


A 
B 
C 
B 
E 


BB 
BC 
BB 
BE 


A 

C 

CC—\ 

A 
[B 

> 

DD— 1 

\A 

c 

E 
D 

CD-\ 
ÜE  —  j 

D 
E 
D 

[e 

Di;— 1 

B 
C 

EE  = 


lA 


Hieraus  leitet  man  die  Form  des  Produkts  beliebig  vieler  Teiler 
ab.  Dabei  können  in  demselben  Potenzen,  welche  höher  als  die 
zweite  sind,  und  deren  Wert  mittelst  der  Formeln  in  No.  367  be- 
stimmt wird,  vorkommen.     Z.  B.  sind  die  Produkte  dreier  gleichen 

Teiler: 


I 


Viertel 

£ftuptt«il. 

AAA  — 

AA—    A 

Mi)-(^^  = 

P 

BBE  — 

AB—    B 

\d 

[CD 

1 

lAC       10 

VE 

occ  — 

_ 

IBC      \0 

E 

AE 

D 

E. 

Wie   man   hieraus   sieht,  reduciert  sich  das  Produkt  BBB  auf 
die  einzige  Form  B,  das  Produkt  CCC  reduciert  sich  auf  zwei  tei- 
äcbiedene  Arten  auf  die  Form  C,  das  Produkt  DDD  auf  zwei  ver- 
schiedene  Arten    auf  die  Form  D  und    auf  eine  Art  auf  die  Form   | 
I'  u.  B.  w.    Falls  die  drei  Faktoren  identisch  wären,  wdrden  sich  die  | 
Produkte  auf   eine   einzige'  Form   reducieren,  und    zwar  wOrde  Bein   , 
(No.  367):    A'  -  A,    B' =  B,    C^  —  G,    D»  —  E,    E^  =  D. 

370.  1 

Zweites  BeispieL  I 

Wir  betrachten  noch  die  Formel  i*  -\-  t 

sieben  quadratischen  Teiler  besitzt: 

A^      j^  -f.  2y£  +  QOü' 

G  =    9y«  +  2y«  +  10«* 

B=  18y*  +  2y«+    5ß» 
Verbindet   man  diese  Teiler  zu  je  zweien  durch  Multiplikation, 
au  erhält  man  die  folgenden  Resultate,  zu  denen  noch  die  Quadrat« 
ül)pn  dieser  Teiler  hinzugefügt  sind: 


**,  weiche  die  folgenden 
E=ly*  +  ^ye-\-  14«* 
G  =  Gy' ■\- 2yz  ■\-  15«*.  | 


I 


—  A 

AA~A 

—  A 

AB  —  B 

-D 

AO  -0 

=  D 

AB-D 

=  B 

AE-E 

-C 

AF  —  F 

-0 

AO-0 

BB  =  A 
BC-D 
BD—0 
BE—E 
BF—a 
BO-F 


cc—\ 


A 

DI>  = 

(^ 

D 

1« 

E 

DE  — 

r 

0 
F 

BF  — 

Ig 

E 

0 

G 

E 

DG  — 

<E 

F 

\f 

E 

G 

BE~ 


EF- 


l-< 


C 


£G. 


FG- 


GG. 


ib.    Gl 


ige  ÄoflOauug  der  Qleicbung  Lj/'  -{•  Myz  -\-  Nz*  ■■ 
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HierHUB  leitet  man  leicht  die  Formen  der  Produkte  beliebig 
Tieler  Teiler  her,  wenn  man  nur  für  Potenzen,  welche  höher  als  die 
Eweit«  sind,  die  in  No.  367  bestimmten  Formen  nimmt.  Will  man 
E.  B.  alle  Formen  der  Produkte  A*B,  B'C,  CD,---  haben,  bo 
findet  man: 

D»U=   C 
B 


ffA  —  A 

CA- 

ll 

B'B-B 

CB- 

0 

B'C  —  C 
JPD-D 

C'O- 

Ic 

IPE-E 
B'F^F 

CD  — 

A 
D 

JPO-G 

CE  — 

F 
0 

C'F  — 

\l 

ca- 

E 
F 

ffC  ■ 


_  „  zi'e  — 


E'A  =  B 

F'A-  C 

E'B=A 

E'B-  D 

E'G—D 
E'B-  0 

— 1^ 

E'E  —  E 
E'F  —  0 

™-|? 

E'O—F 

.E-l 

™  =  {o 

0'A  = 

C 

O'B- 

D 

G'C- 

O'D- 

lo 

O'E- 

\l 

O'F- 

\f 

G*G  = 


Mit  Hülfe  dieser  Entwickelungen  kann  man  aofort  erkennen,  welches 
die  Kombinationen  sind,  die  eine  bestimmte  Form  herYorbringcn 
können.  So  sieht  man  t..  6.,  dals  Ä  in  gleicher  Weise  aus  den  eiebeu 
Kombinationen  A^Ä,  B^A,  C*D,  B^D,  E*B,  F*C,  G*C  hervorgeht, 
so  dafa,  wenn  die  Gleichung  t*  -\-  89u*  =  x^x  aufzulösen  wäre,  die- 
^Ibe  sieben  Lösungen  haben  wUrde. 

Da  man  A^'^A,  B'-^B,  C^=C,  B^^  A,  E^=  E,  F'^JS, 
G'sa  E  gefunden  hätte,  so  folgt  hieraus  ebenso,  dafs  die  Gleicbuug 
j'  +  89«*«=i*  zwei  Löaungeu,  die  Gleichung  7j*  +  6y«+  14**  ^x* 
deren  drei,  die  Gleichung  18j(*  +  2y2  +  b^  =  s?  nur  eine  Lösung 
besitz^  and  ebenso  bei  den  andern. 


§5. 

Ganzzahlige  Auflösung  der  Gleichung  Ly^  +  Myz  +  Nz'  =  6«,  in 

welcher  n  das  Produkt  von  mehreren  unbefitimmten  Zahlen  oder  deren 

Potenzen  Ist. 

371. 

Ist  LN —  -^M'*=a,  falls  if  eine  gerade  Zahl,  oder  41,  J/' — Jlf' <=«, 

falls  M  eine  ungerade  Zahl   darstellt,  so  sieht  man  leicht,  dafs  die 


A 
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linke    Seite   der   gegebenen  Gleichung   ein   quadratischer  Tefler  der 
Formel  t^  -\-  au*  ist,  und  dafs  diese  Gleichung  selbst  nach  Multipli-    / 
kation  mit  L  oder  4L  die  Form  t^  +  au^  =  cn,  wo  c  gleich  Lh  oder    ' 
gleich  ALh  ist,  annimmt.     Daraus  folgt,  dafs  jeder  Faktor  von  % 
in  der  Formel  t*'\-au*  aufgehen  mufs  und  demzufolge  durch    ' 
einen   quadratischen   Teiler   dieser  Formel  sich  darstellen    j 
läfst.    Hieraus  und  aus  der  im  vorhergehenden  Paragraphen    i 
entwickelten   Theorie  leiten  wir   die   allgemeine  Auflösung 
der   in  Bede   stehenden   Gleichung   her;   zunächst   aber  ist  es 
zweckmäfsig,  die  rechte  Seite  von  dem  konstanten  Faktor  c  zu  befreien. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  t*  4~  ^^^  =  ^^  ^'^  Zahlen  t  und  « 
zu  einander  prim  voraus,  so  müssen  auch  u  und  c  prim  zu  einander 
sein.     Man  kann   alsdann  ^  =  nu  -f-  ^^  setzen  und  erhält,  nachdem 
man  diesen  Wert  substituiert  und  sodann  durch  c  dividiert  hat: 

— "t^  w*  +  2nux  +  CO?  =  Ä. 

Da  nun  u  und  c  prim  zu  einander  sind,  so  mufs  v?  -{-  a  durch  c  teil- 
bar sein,  und  setzt  man  n*  +  öj  =  mCy  so  wird: 

m%?  +  2wwa?  +  <^^*  ==  ^; 
eine  Gleichung,  deren  rechte  Seite  von  dem  konstanten  Faktor  c  be- 
freit ist)  und  deren  linke  Seite  ebenfalls  ein  quadratischer  Teiler  der 
Formel  t*  +  av?  ist,  weil  man  mc  —  n*  =  a  hat. 

Man  hat  daher  so  viele  solcher  Gleichungen  aufeulösen,  als  es 

Werte  von  n  giebt,  die  kleiner  als  —  c  und  so  beschaffen  sind,  dafs 

n*  -}-  a  durch  c  teilbar  wird. 
Es  sei 

die  Gleichung  oder  eine  der  Gleichungen,  welche  noch  zu  losen  sind.  Da 
die  linke  Seite  ein  quadratischer  Teiler  der  Formel  f^  +  aw*  ist,  so  mufs 
man  zunächst  alle  quadratischen  Teiler  dieser  Formel,  welche  durch  die  I 
Buchstaben  Ä,  B,  C,  D,  . . ,  bezeichnet  sein  mögen,  suchen.  Alsdann 
bestimme  man,  da  n  nach  Voraussetzung  das  Produkt  von  mehreren 
unbestimmten  Zahlen  ist,  nach  den  angegebenen  Methoden  aUe  For- 
men, auf  welche  sich  das  Produkt  tc  unter  der  Voraussetzung  reduciert, 
dafs  die  unbestimmten  Zahlen  durch  die  Buchstaben  Ä,  B,  C,Df,.. 
dargestellt  seien,  indem  man  alle  möglichen  Kombinationen  durch- 
geht und  beachtet,  dafs  verschiedene  Unbestimmten  durch  denselben 
Buchstaben  bezeichnet  werden  können.  Hiernach  sondere  man  unt^r 
allen  diesen  Formen  diejenigen  ab,  welche  als  Resultat  den  Buch* 
staben  ergeben,  welcher  dem  quadratischen  Teiler  der  linken  Seite 


t 
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/y  -|~  ^9y^  4"  ^^^  entspricjit-  Es  leuchtet  ein,  daCs  es  ebensoviele 
LosuDgen  der  Gleichung  fy^  +  ^gyss  +  ^^  =  ^  geben  wird,  als  man 
derartige  Formen  findet.  Um  die  Losungen  wirklich  zu  erhalten, 
mufs  man  sodann  der  Reihe  nach  die  Produkte  den  im  vorigen 
Paragraphen  gegebenen  Regeln  gemäfs  entwickeln.  Alsdann  drücken 
sich  schliefslich  die  unbestimmten  Grofsen  y  und  &  als  Funktionen 
der  entsprechenden,  in  den  verschiedenen  Faktoren  des  Produktes  n 
vorkommenden  Unbestimmten  aus.  Alles  dies  wird  aus  einigen  Bei- 
spielen hinreichend  deutlich  werden. 

372. 

Brstes  Beispiel. 

Die  gegebene  Gleichung  sei: 

^*  +  41w*  =  113ar«. 

Ich  entwickele  zuerst  die  sämtlichen  quadratischen  Teiler  von 
/*-f41u*.  Dieselben  sind,  wie  wir  bereits  (No.  369)  gesehen  haben, 
die  folgenden: 

A^    f+2yz  +  A2^       D  =  3y^  +  2yz  +  U^ 

B=^2y^  +  2yz  +  2\z^       E  =  (Sy^  +  2yz+    lz\ 

C?  =  öy«  +  Gyz  +  \0z^ 

Unter  diesen  Teilern  enthalten  nur  A^  B,  G  die  Zahlen  von  der 
Form  4n  -|-  1,  und  nur  unter  diesen  Teilern  kann  113  vorkommen. 
Wenn  nun  Ä  die  Zahl  113  enthielte,  so  mülste  113  von  der  Form 
(^•{-Alu^  sein,  was  nicht  der  Fall  ist^  wie  man  auf  den  ersten  Blick 
erkennt.  Wenn  femer  der  Teiler  B  die  Zahl  113  enthielte,  so  müfste 
2x  113  oder  226  von  der  Form  ^  +  41ti*  sein,  was  ebenfalls  nicht 

der  Fall   ist.     Da   man  jedoch  an  dem  Zeichen  (-ttö")  "^  ^  erkennt, 

dab  113  ein  Teiler  von  t*  -f-  41  u^  ist^  so  folgt  daraus,  dafs  113  not- 
wendig in  dem  quadratischen  Teiler  C  enthalten  ist,  und  in  der  That 
ist  5. 113  —  565  =  14*  +  41  -31  Da  also  14*  +  41-3*  durch  113 
teilbar  ist,  so  mufs,  wenn  man  14  =  3n  —  113m  setzt,  n*  +  41  durch 
113  teilbar  sein.  Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  aber  der  Wert 
n  =  ~  33.  Man  erkennt  also  so  auf  eine  direkte  Weise  und  fast 
ohne  Probieren  den  Wert  von  n,  für  welchen  n*  +  41  durch  113 
teilbar  ist.  Diese  Methode,  die  wir  soeben  in  einiger  Ausführlichkeit 
auseinandergesetzt  haben,  ist  eine  nähere  Entwicklung  der  in  No.  188 
enthaltenen. 

Nachdem   dieses   festgestellt  ist,   setze   man   f  =»  33t« -f- 113^'. 


# 
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Substituiert  man  diesen  Wert  und  dividiert  sodann  durch  113,  so 
erhält  man: 

lOw«  +  66wr  +  113^'«  =  a^. 

Um  die  linke  Seite  auf  einen  einfacheren  Ausdruck  zu  bringen,  sei 
u=^u  —  3^';  dann  wird: 

5<'«  +  6t'tt  +  10tt«  =  ic*. 

Da  die  linke  Seite  von  der  Form  C  ist,  so  mufs  man  unter  den 
Werten  von  A?,  J5*, . . .  diejenigen  suchen,  welche  von  der  Form  C 
sein  können.  Nun  findet  man  aber  (No.  369),  dafs  X>*  und  E^  ?on 
dieser  Form  sind;  mithin  besitzt  die  gegebene  Gleichung  zwei  Auf- 
lösungen, je  nachdem  man  x^=»  D  oder  x«^  E  setzt. 

Ist  zuerst: 

x  =  3y^  +  2y0  +  Ue*, 

so  findet  man  mittelst  der  Formeln  der  No.  367: 
wobei  Y  und  Z  die  Werte  besitzen: 

Y y'  +  iy^  +  G^' 

80  dafs  man  zu  gleicher  Zeit  erhält: 

t'  =  r,      m'  =  Z. 
Ist  zweitens: 

a;  =  6y»  +  2y0  +  lz\ 

so  kdnn  man  das  aus  diesem  zweiten  Werte  sich  ergebende  Resultat 
leicht  aus  dem  vorhergehenden  ableiten  (indem  man  2y  für  y  setzt 
und  sowohl  den  Wert  von  a?,  wie  die  von  Y  und  Z  durch  2  dividiert). 
Man  erhält  auf  diese  Weise: 

r  =  — 2y«+  4yjj?   +    3;?* 

Z  =       2^  +  2yz   -    2s?, 

und  es  ist  wiederum  zu  setzen: 

t'  =  r,      u  =  Z. 

Jetzt  hat  man  nur  noch  die  Werte  von  i  und  u  in  die  Werte 
von  t  und  u  einzusetzen.  Dies  giebt  die  beiden  folgenden  Losungen 
der  gegebenen  Gleichung: 

x=   3y^+     2y8+Us?       ix=    6j^  +      2yz  +    7^ 

t  =  19 j/«  +  \22ye  —  48^1«       { t  =  38y*  +  122yi6?  —  24ä* 
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373. 
Zweites  Beispiel 
Es  sei  jetzt  die  folgende  Gleichung  gegeben: 

t^  +  41m«  =  113a;». 

Ist  die  vorbereitende  Rechnung^  vermittelst  deren  jede  Seite 
durch  113  teilbar  wird,  so  wie  im  vorhergehenden  Beispiele  aus- 
geführt, so  erhält  man: 

t  =  33m'  +  14f ,     M  =  m'  —  3^', 

ond  die  transformierte  Gleichung  wird: 

^t'^  +  Qt'u  +\Ou'^  =  (x?. 

Man  mnfs  demnach  die  verschiedenen  Formen  der  Grofsen^»,  B^y  C,... 
suchen  und  zusehen,  ob  die  Form  C  darunter  vorkommt.    Nun  findet 
man  aber  (No.369),  dafs  die  Form  C  nur  aus  C^  hervorgehen  kann; 
mithin  besitzt  die  gegebene  Gleichung  nur  eine  Losung. 
Setzt  man  jetzt: 

a;=-(7=5j^  +  6yj9+10j?«, 

so  findet  man  nach  den  Formeln  inNo.  367:  g)  =  +  47,  ^=18  und 

a:»  =  1257*  +  94rZ+  18Z«. 

Was  die  Werte  von  Y  und  Z  anlangt,  so  müssen  dieselben  aus  den 
Gleichungen 

125r+47Z=  a?^l2^xi? 

Z  =  3a;«i&  — 41jk», 
wobei 

»  =  5y  +  Sj* 

ist,  abgeleitet  werden.  Soll  nnn  Y  eine  ganze  Zahl  werden,  so  mufs 
man  von  dem  doppelten  Vorzeichen  das  untere  nehmen;  alsdann 
erhält  man: 

r  ==  y»  +  30y««  +  30y«*  —  8«» 

Z  =  Ibfe  +  90y«»  —  14«' 

«»  =  125  r»  -  94 rZ  +  18Z«. 

0er  Wert  von  a?  reduciert  sich  auf  seinen  einfachsten  Ausdruck 
5«'*+6rtt'+  lOu»,  wenn  man 

Z— 3r-u,       r=«'  +  2«' 

setzt,  so  dals  man  erhalt: 

m' =  3  r  —  Z  —  3y»  +  15y«a  -  lOiB» 

^'  =.  2Z  —  öy=  -  By»  +  30y««  +  12«». 
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Mithin  ist  schliefslicli  die  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  in  den 

Formeln  enthalten: 

a;  =  5y«  +  6yx?  +  IOj^ 

t  =  29y3  +  495j/«;e  +  420^^^  —  162^^3 

u  =  18y»  +  Xby^z  —  90y^  —  46f*. 

374. 
Drittes  Beispiel. 
Ist  allgemein  die  Gleichung 

^  +  2M*  =  113rc^ 

gegeben;   so  besteht  die  einfachste  Art;   dieselbe   aufzulösen ,    darin, 

dafs  man 

X  =  y^  +  2z^ 

113  =  9« +  2-4* 
setzt.     Dadurch  ergiebt  sich: 

t^  +  2m*=  (9^  +  2.42)(y«  +  2-^")^, 
Dieser  Gleichung  genügt  man  aber  allgemein ;  indem  mau 

t  +  u  1/372  =  (9  +  4V-2  ) (y  +  stV^^T* 
setzt.     Ist  also: 

so  erhält  man: 

^^_^y=r2=(9  +  4]/^^')(r+^l/=^), 

mithin: 

^  =  9r  +  8Z 

u  =  9Z±4Y. 

Dies  ist  die  einzige  Lösung ,  welche  die  gegebene  Gleichung  besitzt, 
da  X  als  Teiler  von  t^  +  2u^  nur  die  eine  einzige  Form  y*  +  2^' 
haben  kann. 

375. 
Viertes  Beispiel. 
Die  Gleichung 

mufs,  wie  wir  bereits  am  Ende  von  No.  370  bemerkt  haben,  zwei 
Lpsungen  besitzen.     Die  eine  dieser  Lösungen,  f&r  welche 

x  =  y^  +  89  £1« 

ist,  findet  man  unmittelbar  mit  Hülfe  der  Gleichung: 
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welcher  man  genügt^  indem  man  setzt: 

^  +  u}/=^  =  (y  +  xf  )/^^89  )' . 
Auf  diese  Weise  findet  man: 

^  =  y»  —  2ßlyz^ 

Die    zweite  Losung,   welche   darauf  beruht,   dafs  L^  ^=i  A  ist, 

ergiebt  sich  folgendermafsen.  * 

Setzt  man: 

a;  =  D  —  5y«  +  2y;?  +  18a;*, 

and  wendet  man  auf  diesen  besonderen  Fall  die  Formeln  in  No.  367 
an,  so  erhält  man: 

P  =  5,    2  =  1,    r  =  18,     9  =  6,    ^—1. 

Dies  giebt: 

a?=\2bY^+  12YZ  +  Z^ 

Y'^y^-r-  Sy^0  -  12j/0«  +  2z^ 

Z  —  Ibfz  +  30y^  -  86«». 

Der  Wert  von  x^  läfst  sich  aber  auf  die  Form  bringen: 

a:»  =  (Z+6r)*  +  89r». 

Vergleicht  man  dieselbe  mit  der  gegebenen  Gleichung,  so  erhält  man: 

t'^Z+GY 

u^Y. 

Mithin  wird  schliefslich  die  zweite  Lösung  dieser  Gleichung  gegeben 
darch  die  Formeln: 

a;  =  5y»  +    2y0  +  18«* 

t  =  ßy^  +  bly'z—  42yz'  -  74^» 

M  =    y»  _  Sy^g  —  \2yj^  +  2^. 

376. 

FünftealJ^BeispieL 

Wie  bereits  bemerkt  worden  ist  (No.  370),  besitzt  die  Gleichung 

t^  +  89t*»  =  a?x 

sieben  Losungen,  weil  die  Form  A  aus  den  sieben  Combinationen 
AU,  B^A,  C*D,  D^D,  E^B,  F^C,  O^C  sich  ergiebt.  Um  eine 
dieser  Lösungen  zu  entwickeln,  nehmen  wir  die  Gombination  G^D 
und  setzen  demzufolge: 

Lttgeodre,  Zahleutheorie  II.  4 


• 
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a:  ==.  Sy*  +  2yß  +  IOä» 
x'  =  5ff'»  +  2f^/  +  18r**. 
Ztmächst  findet  man  nach  den  Formeln  von  No.  363  oder  von  No.  367: 
a^  =  6r'  +  2rr+18F' 
T  =  j^  _  8j/5  +  2x^ 
F=2y»+2y£  — 2«*. 
Multiplicieii  man  sodann  den  Wert  von  x*  mit  dem  Werte  von  x, 
so  findet  man  mit  Hfllfe  der  ersten  dar  beiden  Formeln  ia  No.  363: 

a^x'  =  {bTy  +  Te  +  Vy  +  18  Ve')*  +  89(r/  -  Vj/J. 
Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  der  gegebenen  Gleichung 

i»  +  89m»  -=  x'x, 
sü  erhält  man: 

t^bly  +  Te  +  Vy  +  ISVe' 
n—Tz  -  Vy. 
Hieraus  erkennt  man,  dafs  die  vier  unbestimmten  GröfBen  t,  u,  x,i 
ausgedrückt  sind  als  Funktionen  von  vier  andern  von  einander  anab- 
hilDgigen  GrSrsen  y,  e,  y',  /,  und  dies  bildet  die  erste  Lösang.  Durcti 
iUinliche  Hechtiungen  findet  man  die  sechs  anderen  Lösungen,  welche 
ilii^  gegebene  Gleichung  besitzt. 

Bemerkung.  Bei  einiger  Aufmerksamkeit  wird  man  seheo,  d>rs 
sii'h  diese  Theorie  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen  liefse,  wo  die  \vaV« 
Si'ite  der  gegebenen  Gleichung  ein  Teiler  der  Form  ?  —  a«*  ist 
Mittelst  derselben  Prindpieii  würde  man  auch  die  Fälle  auflösen 
kimnen,  wo  die  unbestimmten  Gröfsen  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 
c'liuug  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben  sollen.  Wir  haben  es 
jeitoch  nicht  fflr  nötig  gehalten,  auf  alle  diese  Einzelheiten,  welcln 
keine  Schwierigkeiten  darbieten,  näher  einzugehen. 


Bewais  einer  Eigenschaft,  welche  sich  aof  die  quadratischen  Teilet 

Av-Y  Formel  t^  -f  au*,  in  welcher  a  eiue  Primzahl  von  der  Fonu 

8n-f-  1  ist,. bezieht 

377. 
Wir  haben  bereits  in  No.  217  bemerkt,  daTs^  wenn  in  der  Formel 
f  +  (!«■  die  Zahl  a  von  der  Form  8«  +  5  ist,  von  zwei  conjngierteu 
Teilern  dieser  Formel,  z.  B.  py*  +  2qye  +  2m^  und  2j>y*  +  2gyjr  +  «--. 


§  6.    Eine  Eigenschaft  der  quadratischen  Teiler  von  t*  -)-  au^  n.  s.  w.     51 

stets  der  eine  zu  der  Form  4w  +  1,  der  andere  zu  der  Form  4n  +  3 
gehört,  so  dafs  es  also  in  diesem  Falle  ebenso  viele  quadratische 
Teiler  von  der  Form  4n  +  1  als  Teiler  von  der  Form  4n  +  3  giebt, 
und  dieses  Resultat  gilt  immer,  wie  beschaffen  auch  a  sein  möge, 
wofern  es  nur  von  der  Form  8n  +  5  ist. 

Ist  dagegen  a  von  der  Form  8n  -|-  1>  so  sind  die  beiden  in 
Rede  stehenden  conjugierten  Teiler  entweder  alle  beide  von  der  Form 
in  -|-  1,  oder  alle  beide  von  der  Form  4n  +  3,  so  dafs  man  nichts 
mehr  über  die  relative  Anzahl  beider  schliefsen  kann.  In  der  That 
zeigt  der  Anblick  der  Tafel  IV,  dafs  in  dieser  Hinsicht  eine  grofse 
Dnregelmäfsigkeit  stattfindet.  Ist  jedoch  a  eine  Primzahl,  so 
sieht  man  aus  eben  dieser  Tafel,  dafs  die  Anzahl  der  qua- 
dratischen Teiler  von  der  Form  4n -f-  1  bestandig  um  eine 
Einheit  grofser  ist,  als  die  Anzahl  der  quadratischen  Teiler 
von  der  Form  4n  +  3.  So  findet  man  z.  B.,  dafs  die  Formel 
P  +  41u*  drei  quadratische  Teiler  von  der  Form  4w  +  1  'ind  nur 
zwei  von  der  Form  4n  +  3  besitzt;  elienso  dafs  die  Formel  ^  +  89te* 
vier  quadratische  Teiler  von  der  Form  4n  -}-  1  ^nd  nur  drei  von  der 
Form  4n  -f-  3  hat  u.  s.  w. 

Man  kann  sich  leicht  von  dieser  Eigenschaft  bei  vielen  andern 
betjonderen  Fällen  überzeugen;  jedoch  ist  es  nicht  ebenso  leicht,  die- 
selbe in  allgemeiner  und  strenger  Weise  zu  begründen.  Wir  geben 
im  Folgenden  die  Reihe  der  Sätze,  welche  für  diesen  Beweis  notig 
zn  sein  scheinen.  Dieselben  bieten  zugleich  verschiedene  bemerkens- 
werte Resultate,  welche  dazu  beitragen  können,  die  vorstehenden 
Theorien  zu  erweitern  und  zu  vervollkommnen. 

378. 

SatB  1.  Ist  a  eine  Primzahl  von  der  Form  4n -f-  ^f  ui^d 
ist  jjy*  -|- 2gyjEr  +  2wjEf*  einer  der  quadratischen  Teiler  der 
Formel  ^* -f- ^***>  welcher  ebenfalls  von  der  Form  4n -f- 1 
ist,  so  ist  die  Gleichung  IP '=^py^  +  2qy0 -j- 2m0^  stets  auf- 
lösbar. 

Denn  multipliciert  man  diese  Gleichung  mit  p,  und  setzt  man 
l>y+3j5  =  x,  so  erhält  mem  pU^^=a^  ••\-a0^,  eine  Gleichung,  welche 
stets  möglich  ist.   (Siehe  No.  27  und  198.) 

Es  braucht  nicht  erst  bemerkt  zu  werden,  dafs,  wenn 

jpy*  -f-  2qyis  -+-  2mis^ 
ein  Teiler  von  der  Form  4n  -f  3  wäre,  die  Gleichung    , 

4* 
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J7*  =py*  +  2qygi  +  2fnjs^ 
unmoglicli  sein  würde,  da  kein  Quadrat  die  Form  4n  -f-  3  besitzen  kann. 

379. 

Sats  2.  Ist  a  eine  Primzahl  von  der  Form  8n -{~  1;  so  hat 
die  Formel  fi-^au^  stets  einen  quadratischen  Teiler  von  der 
Form  ff  +  2gye  +  2fsi\ 

Man  kann  nämlich  stets  (No.  149)  der  Gleichung  a  =  2/^— (f 
genügen,  woraus  folgt,  dafs  /y*  +  2gyg  +  2/>*  oder  der  einfachste 
Ausdruck  dieser  Formel  ein  quadratischer  Teiler  der  Formel  ^■+att*isl 

Man  beachte,  dafs  sich  der  Teiler  /y*  +  2gye  +  2/jef*  von  dem 
zu  ihm  konjugierten  nicht  unterscheidet  In  diesem  Falle  reducieren 
sich  demgemäfs  die  beiden  konjugierten  Teiler  auf  einen  einzigen, 
den  man  einen  »ingiilftren  Teiler  nennen  kann. 

380. 

Satz  3.  Ist  a  eine  Primzahl  von  der  Form  8n  -{■'  1,  so  giebt 
es  stets  unendlich  viele  Werte  von  f  und  g^  welche  der 
Gleichung  2f^ •—g^  =  a  genügen;  trotzdem  aber  kann  darans 
nur  ein  einziger  quadratischer  Teiler  der  Formel  fi-j-avr 
sich  ergeben. 

Denn  man  findet  leich  (No.  38),  dafs  die  Reihe  der  Werte  von 
f  und  g,  welche  der  Gleichung  2/^  —  fif*  =  «  genügen,  so  bescbaffeD 
ist,  dafs,  wenn  f  und  g'  die  unmittelbar  auf  f  und  g  folgenden  Werte 
sind,  die  Gleichungen  bestehen: 

Aus  diesen  neuen  Werten  entsteht  der  singulare  quadratische  Teiler: 

(3/-+  2g)y^  +  2(3(^  +  Af)yB  +  2(3/-+  29)^. 
Setzt  man  aber  in  diesem  Teiler: 

(wodurch  die  Allgemeinheit   der  Veränderlichen  y  und  b  nicht  be- 
schränkt wird),  so  erhält  man  als  transformierten  Teiler: 

/•y'»  +  2gy'ii  +  2fe'\ 

woraus  ersichtlich  ist,  dafs  sich  in  der  That  der  quadratische  Teiler 
fy^  +  2g  yz  +  2fz'^  nicht  von  fy^  +  2gyz  +  2fz^  unterscheidet 

Folgerung.  Es  folgt  hieraus,  dafs,  wenn  a  eine  Primzahl  tod 
der  Form  8n  +  1  ist,  die  quadratischen  Teiler  der  Formel  ^  -|-  aw* 
aus  mehreren  Paaren  von  konjugierten  Teilern  und  aus  einem  singu- 
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laren  Teiler  besteheD.  Die  Gesamtzahl  dieser  Teiler  ist  somit 
stets  eine  ungerade  Zahl;  und  es  ist  daher  unmöglich,  dafs 
die  Anzahl  der  Teiler  von  der  Form  4n  -|-  1  geich  der  An- 
zahl der  Teiler  von  der  Form  4n  +  3  sei. 

381, 

Sats  4.  Das  Quadrat  eines  quadratischen  Teilers 
pf  -\-  ^Qy^  +  ^^^  und  das  Quadrat  des  zu  ihm  konjugierten 
Teilers  2py^  +  2qyz  +  jcz^  sind  in  einem  und  demselben  qua- 
dratischen Teiler  p*y^  -f-  2(pye  +  ^^*  enthalten. 

Denn  bestimmt  man  dem  in  No.  363  angegebenen  Verfahren 
gemäfs  ^  und  v  durch  die  Gleichung: 

uud  setzt  mau  sodarm: 

9  =  g  +  "^Pf  ^  =  v*  +  2^ 

Y=y^  -2vys-2(i0',     Z=2z{py  +  qz), 
M)  erhült  man: 

W  +  "iqyz  +  2xi?f  =  p'Y*  +  2q>YZ  +  ^Z\ 

In  dieser  Gleichung,  welche  identisch  stattfinden  mufs,  setzen  wir 
"bj  an  die  Stelle  von  y,  und  da  alsdann  Y  ebenso  wie  if  gerade  wird, 
bü  setzen  wir  ferner  F=  2  Y',  Z=  2Z\     Dies  giebt: 

r  =  2t/*  -  2vyz  —  ft^^    Z'=z  {2py  +  qz). 

Werden  diese  Werte  eingesetzt  und  dividiert  man  darauf  durch  4, 
^^^  wird: 

{2p  f  +  2qyz  +  nz^^p^Y""  +  2q>Y  Z'  +  tl>Z'\ 

Mithin  enthält  derselbe  quadratische  Teiler  p^y^  -|-  2(pyz  +  ^z^,  in 
welchem  das  Quadrat  des  Teilers  jjy*  +  2qyz  +  2n^  enthalten  ist, 
auch  das  Quadrat  des  zu  ihm  konjugierten  Teilers  2jpy*+  2qyz  -j-  icz^ 
Folgerung.     Ist   die   Gleichung    TP  =  PY^  +  2(iYZ  +  liZ^ 
gegeben^  und  kennt  man  davon  eine  in  der  Formel 

U-=-pi^  +  2qyZ'\'27cs? 

enthaltene  Losung,  so  giebt  es  immer  noch  eine  andere  Lc^sung,  welche 
durch  die  konjugierte  Form  U  =  2py^  +  2qyz  +  nz^  geliefert  wird. 
Diese  beiden  Lösungen  verschmelzen  zu  einer,  wenn  der  Wert  von  U 
gleich  dem  singulären  quadratischen  Teiler  ist,  d.  h.  wenn  man 
r  = /y -|- 2(7y^  +  2 A*  hat;   alsdann  würde  aber  die  rechte  Seite 

der  gegebenen  Gleichung  von  der  Form  2  Y^+  2  YZ  +  -^  Z*  sein. 
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382. 

Sats  5.  Ist  p  eine  Primzahl  ebenso  wie  a,  und  hat  man 
p^  =  jjf*  +  aN^f  so  wird  p  oder  2p  notwendig  von  derselben 
Form  t^  -\-  au^  sein,  so  dafs  p  entweder  zu  dem  quadrati- 
schen Teiler  y*+  ^V^  +  (ä+  1)^*  oder  zu  dem  konjugierten 

2y^+2y0  +  ^^z'  gehört. 

Die  gegebene  Gleichung  p^  =  M^  +  aN^  ergiebt  nämlich 
p^  —HP  =  aN"^,  Da  nun  a  eine  Primzahl  ist,  so  mufs  einer  der 
Faktoren  p  •\'  M^  p  —  M  durch  a  teilbar  sein,  und  da  das  Zeichen 
von  Jf  willkürlich  angenommen  werden  darf,  so  kann  man  p  -|-  ilf  =  aF, 
p  —  Jf  =  ö  setzen,  wodurch  sich  PQ=  IP  ergiebt  Dieser  Gleichong 
genügt  man  aber  allgemein,  indem  man  mit  Zuhülfenahme  von  neuen 
unbestimmten  Gröfsen:  P=  Ä*i2,  N=  JtaR,  §  =  cal^R  setzt.  Man 
erhält  daher: 

2|)  =  aP  +  Ö  =  i2(ö'  +  a«*), 
woraus  man  erkennt,  dafs  R  nur  1  oder  2  sein  kann.     Ist  12  =  2, 

so  wird  j>  =  (D^  +  ^^*5  is*  P  «=  1,  so  wird  2j)  ^  ©*  +  «**-  Mithin 
ist  p  oder  2p  notwendig  von  der  Form  t^  +  aw*.  Ist  aber  p  von 
der  Form  t^  +  aii*,  so  ist  es  in  dem  quadratischen  Teiler  y*  +  ar, 
welcher  derselbe  ist  wie  y*  +  2yi2i  +  («+  1)^;  enthalten.  Es  kann 
daher  p  nur  zu  diesem  einzigen  Teiler  gehören.  Ebenso  gehört  p^ 
wenn  2p  die  Form   f'  +  aw*  besitzt,  zu    dem   quadratischen   Teiler 

2y*  +  2y«  H ^y~  **  '^^'^  °°'  ^"^  diesem  allein.    Mithin  mufs,  ftJls 

|j*  =  JM*  -j-  oJP  ist,  p  zu  einem  der  beiden  konjugierten  Teiler 
f  +  2y;j  +  (o  +  1  y,  2i/  +  2ya  +  -^  ««  gehören. 

383. 
Satz  6.     Ist  |7  eine  beliebige  Primzahl  and  a  eine  Prim- 
zahl von  der  Form  8n+ 1,  ist  ferner|)»=2Jlf*+  2 MiV+  -^-ii  iV, 

d.  h.  besitzt  2/)*  die  Form  JP^ -{■  aN^,  so  gebort  p  notwendig 
zu  dem  sin^ulären  quadratischen  Teiler  /V*  +  2^y^  +  2/i^,  so 
dafs  p  =  ffi^  +  2(7^1;  -j-  2fv^  ist. 

Denn  da  a  eine  Primzahl  von  der  Form  8n  -j-  1  ist,  so  kann 
man  a  =  2f*  —  g^  setzen,  und  wird  dieser  Wert  in  die  Gleichung 
2j)*  =  P^  +  ^^  substituiert,  so  ergiebt  sich: 

P^  —  2p^  =  {g^-'2f*)IP. 
Da  die  Zahlen  P  und  p  prim  zu  einander  sind,  so  sieht  man,  dafs 
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N  als  Teiler  vod  P*  —  2p^  von  der  Form  a*  —  2ß^  sein  mufs^  so 
dafs  man  erhält: 

P«  -  2p'  =  {g"  -  2/^)  («« —  2ß^\ 

Dieser  Gleichung  genügt  man  allgemein^  indem  man  setzt: 

P  +  pV2^(g  +  fy2){a  +  ßy2)\ 

Daraus  folgt: 

p-^fa^^  2gaß  +  2fß'. 

Mithin  ist  p  in  dem  singulären  Teiler  fy^  -f-  2gyz  '\-  2fs^  enthalten. 

384. 

SatB  7.  Ich  behaupte  jetzty  dafs  die  beiden  konjugierten 
Teiler,  welche  für  U  genommen  der  gegebenen  Gleichung 
1}^^PY^  +  2QYZ+IIZ^  genügen,  die  einzigen  Lösungen 
sind,  welche  diese  Gleichung  besitzen  kann« 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  suchen  wir  allgemein  die  Be- 
dingungen, welche  stattfinden  müssen,  damit  zwei  verschiedene  Werte 

von  ü,  etwa 

U  =  py^  +  2qy^  +  2n^ 

U^py^  +  2c[yz+2n:z\ 

in  gleicher  Weise  der  gegebenen  Gleichung 

U2  ^  PY2  ^2QYZ+  RZ^ 

genugeo.  In  dieser  sind  Fund  Z  unbestimmte  Gröfsen,  die  Funktionen 
der  Unbestimmten  y  und  g  sein  müssen. 

Wir  nehmen  an,  dafs  die  beiden  Werte  von  ü  derart  vorbereitet 
seien,  dafs  p  und  p  Primzahlen  bedeuten.  Dies  vorausgeschickt^ 
findet  man  zunächst,  dafs  die  Quadrate  dieser  Werte  in  zwei  Formeln 
von  folgender  Art: 

j)V  +  ^9>y^  +  *^* 

enthalten  sind.  Dieselben  müssen  sich  beide  auf  die  gegebene  Form 
P^  +  2Qyz  +  R0^  reducierem  Man  erkennt  hieraus,  dafs  p^  in  der 
Formel  p'^y^  -|-  2(p'yz  +  tj/^  und  umgekehrt  p^  in  der  Formel 
ff  '\'2g)yz  '\-  il^^  enthalten  sein  mufs.  Man  kann  daher  gleich- 
zeitig setzen: 

p2  =j,'8a'«  +  2q>'aß^  +  t'ß^ 

p'^=p^a^  +  2g)aß  +  ^ßK 

Ist  j)'a  +  9)/S  e=  y^  80  wird  p^p'^  =  y^  +  o.ß'  oder: 

{pp  +y){PP  -y)  =  aßK 
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Da  a  eine  Primzahl  ist  und  das  Zeichen  von  y  beliebig  gewählt 
werden  kann^  so  kann  man  annehmen,  dafs  pp  +  Y  durch  a  teilbar 
sei.  Setzt  man  also  /J  =  ABC,  so  zerfallt  die  vorstehende  Gleichung 
in  die  folgenden  zwei: 

PP  +  y  "==*  aAB^ 

PP  —  y  =  -4C*, 
und  aus  diesen  folgt: 

Da  nun  p  und  p'  Primzahlen  sind,  so  sind  die  einzigen  Werte,  welche 
man  A  geben  kann,  1,  2,  p  oder  p\  2p  oder  2p\ 

Man  darf  aber  weder  Ä=p  noch  J.  <=>  2|7  setzen;  denn  da 
alsdann  ß  durch  p  teilbar  wäre,  so  würde  die  Grofse  |/*,  welche 
gleich  !>*«*  +  2fpaß  +  ^ß^  ist,  ebenfalls  durch  p  teilbar  sein,  was 
unmöglich  ist.  Aus  demselben  Grunde  kann  A  weder  gleich  p  noch 
gleich  2p'  sein. 

Setzte  man  A  =  2,  so  erhielte  man  pp'  =  C^+  a3^\  es  würde 
würde  mithin  pp'  von  der  Form  y*  -j-  az^  sein,  und  die  beiden  Zahlen 
p  und  p'  würden  zu  demselben  quadratischen  Teiler  der  Forme] 
t^  -|~  ^^^  gehören,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist. 

Es  bleibt  daher  nur  übrig,  ^  =  1  zu  setzen.  Alsdann  erhält 
man  2pp'  =  C*  +  aB^.  Mithin  gehören  die  Zahlen  p  und  2p'  zu 
einem  und  demselben  quadratischen  Teiler  der  Formel  fi  +  av?.  Die 
Zahlen  p  und  2p'  gehören  aber  stets  zu  zwei  einander  konjogierten 
Teilern.  Folglich  gehören  die  Zahlen  p  und  p ,  welche  nach  Voraus- 
setzung nicht  in  demselben  quadratischen  Teiler  enthalten  sind,  rot- 
wendig  zu  zwei  konjugierten  Teilern,  w.  z.  b.  w. 

385. 

Satz  8.  Die  Anzahl  der  die  Form  4n -f-  1  besitzenden 
quadratischen  Teiler  der  Formel  <*  +  aM*,  in  welcher  a  eine 
Primzahl  von  der  Form  8n  +  1  ist,  ist  immer  um  eine  Ein- 
heit gröfser  als  die  Anzahl  der  quadratischen  Teiler  der- 
selben Formel,  welche  von  der  Form  4n  +  3  sind. 

Tst  nämlich  M  die  Anzahl  der  quadratischen  Teiler  von  der 
Form  4n  4"  1  ^^^  ^  ^ic  Anzahl  der  quadratischen  Teiler  von  der 
Form  4w  +  3,  und  bezeichnet  man  durch  Aj  J?,  C,  !),•••  die  Reihe 
der  quadratischen  Teiler  von  der  Form  4n-j-  1,  so  besitzt  von  den 
Gleichungen  U^  =  A,  TJ^^^B^  Zf^z^Cy**  eine  jede  zwei  ver- 
schiedene Lösungen,  mit  Ausnahme  der  Gleichung 
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tr* -=  2  r»  +  2  rz  + -^ii  z» 

welche  nur  eine  Losung  besitzt.  Mithin  ist  die  Gesamtzahl  der 
Lösungen  2M  —  1.  Diese  Lösungen  aber^  welche  alle  von  einander 
verschieden  sein  müssen,  enthalten  notwendig  alle  quadratischen  Teiler 
der  Formel  ^  +  ^^*>  so'wohl  die  von  der  Form  4n  +  1;  wie  die  von 
der  Form  4n  +  3.  Mithin  hat  man  2M—  1  =  Jlf  +  2V  oder  Jf  =  J7^+  1, 
und  hierin  besteht  der  Satz^  welcher  bewiesen  werden  sollte. 

Bemerkung.  Da  in  dem  soeben  behandelten  Falle  die  Formel 
/'  -|~  ^^  stets  wenigstens  drei  quadratische  Teiler  hat,  nämlich  den 
Teiler 

den  zu  ihm  konjugierten 

2»«  +  2y«  +  -^i-«» 
ond  den  siugulären  Teiler 

welcher  nur  in  dem  einzigen  ausgeschlossenen  Falle  a  =  1  mit  den 
vorigen  übereinstimmt,  so  folgt  daraus^  dafs  es  stets  wenigstens  einen 
quadratischen  Teiler  von  der  Form  4n  +  3  giebt  Dies  rechtfertigt 
die  im  Artikel  171  gemachte  Annahme^  von  welcher  der  Beweis  des 
Reciprocitatsgesetzes  abhing. 

§  7. 
Beweis  des  Satzes,  welcher  das  zwischen  zwei  beliebigen  Primzahlen 
bestehende  Beciprocitatsgesetz  enthalt  (No.  166). 

386. 

Hülfssatz.  Ist  p  eine  positive  Primzahl  (aufser  2)  und  Z; 
eine  beliebige  durch  p  nicht  teilbare  ganze  Zahl  und  divi- 
diert man  die  aufeinanderfolgenden  Produkte  \  2k,  dk,"-^^-  k 

durch  p,  so  werden  die  Reste^  welche  bei  diesen  Divisionen 
übrig  bleiben^  zum  Teil  aus  Zahlen  a,  a",  a",...a^,  welche 

kleiner  als -^P  sind,   zum   Teil   aus   Zahlen  6',  6",  6'", . . .  t'', 

welche  grofser  als  ^  P  sind,  bestehen.  Bezeichnet  (i  die 
Anzahl  dieser  letzteren  Beste,  so  behaupte  ich,  dafs  allge- 
mein (— j  =  (—  l)f*  ist,  also  y—j  =  +  Ij  falls  n  gerade,   und 

(  -j  =  —  1,  falls  ft  ungerade  ist. 
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Zunächst  ist  klar^  dalis  die  Beste  h\  V\  V\  •  •  -  von  einander 
verschieden  sind.  Denn  wenn  zwei  dieser  Beste,  welche  aas  den 
Vielfachen  )i,Ay  hÄ  sich  ergeben^  einander  gleich  wären^  so  müTste 
die  Differenz  hf^Ä  —  A)  durch  j)  teilbar  sein.  Dies  ist  aber  nicht 
der  Fall;  da  p  eine  Primzahl  ist^  welche  weder  in  h  noch  in  ^'  — i 
aufgeht  und  zwar  letzteres  deshalb,  weil  Ä  und  A  ungleich  und  kleiner 

als  -^p  sind.    Ebenso  wird  bewiesen ,  daCs  die  Beste  a\  d\  a"\,.. 

sämtlich  von  einander  verschieden  sind. 

Es  sind  demnach  die  Zahlen  p  —  6',  p  —  6",  p  —  h"\ . . .  samtlich 

ungleich  und  kleiner  als  —  p.    Ich   behaupte    aber,  fiafs    keine  von 

ihnen  gleich  einer  der  Zahlen  a\  a\  a\ . . .  sein  kann.  Wenn  näm- 
lich zwei  solche  Beste  a  und  h  aus  den  Vielfachen  JiAy  hÄ  ent- 
stehen, so  kann  man  a  ==  i-4.  —  px^  b^^JcA' — px  setzen.  Wäre 
also  P'-b^=a,  so  würde  sich  p{l  +  x-\- x)  =  k{A  +  A')  ergeben; 
es  müTste  also  7c  (-4 +  -40  durch  p  teilbar  sein.  Nun  ist  aber  weder 
Je  noch  A  -}-  Ä   durch  p  teilbar,   weil  A  und  Ä   beide    kleiner  als 

-^  p  sind.     Mithin  ist  die  vorige  Gleichung  unmöglich. 

Da   nun   also    die   beiden   Beihen  a ,  a ',  a ", . . .  a^  und  p  —  h\ 
p  —  6",  p  —  6'"; ...  p  —  bf^   aus    verschiedenen    positiven    Zahlen, 

welche  kleiner  als  —p  sind,    bestehen,   da  ferner   die    Gesamtzahl 

il  +  ft  der  Glieder  dieser  beiden  Beihen  gleich  y  (l>  —  1),  also  gleich 

der  Anzahl  der  Vielfachen  Je,  2Jc.  3Jc, . . .  -^-r —  Je  ist,  aus  denen  sie 
entstehen,  so  folgt  daraus,  dafs  das  Produkt  aller  dieser  Zahlen  nur 
1  .  2  .  3  •  •  •  ^—z —  sein  kann,  und  dafs  somit  die  Gleichheit  besteht: 

Läfst  man  in  dieser  die  Vielfachen  von  p  weg,  so  erhält  man: 

Andrerseits  hat  man  aber  auch,  ebenfalls  bis  auf  Vielfache  von  p: 
Jc'2Jc-iJc'"  ^-^ —  Je  =  aa"a""  -a^-Vh" U" '••b^^ 
und  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  gleich: 
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Aus  der  Vergleichuiig  dieser  beiden  Gleichungen  folgt: 

1.2.3....^^=^.Ä;»"^'""'\- 1)^  =  1-2.3. ..^7—. 


Mithin  ist: 


h^^'  '\-\Y  =  \, 


oder: 

Nun  ist  aber^  wenn  man  die  Vielfachen  von  p  wegläfst^  h^  der 

Wert  des   Ausdrucks  (— j.     Demnach  erhält  man  in  Übereinstimmung 
mit  dem   Ausspruch  unseres  Hülfssatzes: 


(i)  -  (-  !)'• 


387. 

Da  die  Zahl  ft,  je  nachdem  sie  gerade  oder  ungerade  ist,  den 

Wert  des  Ausdrucks  (— j  bestimmt^  so  ist  es  von  Wichtigkeit,  einen 

analytischen  Wert  dieser  Zahl  zu  haben.  Dazu  bemerke  ich, 
dafs,  wenn  man  mit  a  eine  der  Zahlen  a'y  d\,,.a^  und  mit  h  eine 
der  Zahlen  fe',  6", •••6'"  bezeichnet,  den  schon  gemachten  Voraus- 
setzungen zufolge  2a  <|)  und  26  >p  ist. 

Wie  gewöhnlich  stellen  wir  durch  -B(a;)  die  gröfste  in  irgend 
einer  Zahlgrofse  x  enthaltene  ganze  Zahl  dar,  so  dafs  x  —  E{x) 
stets  ein  positiver  Bruch,  kleiner  als  die  Einheit,  ist. 

Betrachtet  man  die  verschiedenen  Vielfachen  4,  2^,  •  •  •  ^—^ — Ä, 

aus  denen  die  Reste  a,  &',...  entspringen,  und  bezeichnet  man  ins- 
besondere mit  Ak  das  Vielfache,  welches  den  Rest  a,  und  mit  Bk 
dasjenige,   welches  den  Rest  b  giebt,  so  hat  man: 


Folglich : . 


P  \  P 

V  \    o   / 


—   • 


p  J  ^   ^ 
Addiert   man   alle   Gleichungen,  welche   analog  für  alle  Werte  von 


=  ** 


60  Vierier  Hauptteil. 

A  und  B  von  1  bis  y  (i'  —  ^)  S®^^^;  ^^  yriti,  offenbar  die  rechte 

Seite  soviel  Einheiten  enthalten,  als  es  Zahlen  B  giebt^  und  da  die 
Anzahl  derselben  mit  ft  bezeichnet  worden  ist;  so  erhält  man: 

-2£(|)-2£(-y-)-2B(^) 2£(«S=l>t) 

Da  man  femer  von  dem  Werte  von  fi  nur  zu  wissen  braucht^ 
ob  er  gerade  oder  ungerade  ist;  so  kann  man  in  vorstehender  Formel 
die  durch  2  teilbaren  Glieder  weglassen^  wodurch  sich  einfach  ei^ebt: 

,-E(f)  +  E(il-)+E{^)+...+E(i^)+E(H^^ 

388. 

Dieser  Wert   ist   einer  Vereinfachung  fähig.     Setzt  man 

zunächst: 

h  =  mp  +  3t, 

wo  %  positiv  und  kleiner  als  p  ist,  so  hat  man: 

P  P  P 

Mithin: 

In  ähnlicher  Weise  ist: 

• 

und  ebenso  bei  den  andern.     Diese  Werte  hat  man  in  die   Formel 
zu  substituieren  und   dabei  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem 
p  von  der  Form  4n  +  1  oder  von  der  Form  4w  +  3  ist 
1)  Ist  p  =  An  -{•  1 ,  so  ist  die  Anzahl  der  Glieder 

^(f).^(f)- 

gleich  2n.    Die  n  ersten  bilden  die  Reihe: 

,Die  n  andern,  in   umgekehrter  Reihenfolge  geschrieben,  bilden   die 
Reihe: 
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und  diese  geht  der  angegebenen  Transformation  zufolge  über  in: 

.(i-i)-£(|)-£(^)-^(f) E(a^). 

Mithin  erhält  man: 

Addiert  man  zur  rechten  Seite  die  gerade  Zahl 

was  mit  Rücksicht  auf  unsem  Zweck  gestattet  ist^   so  erhält  man 
einfacher: 

2)  Ist  p  =  4n  +  3,  so  giebt  es  2n  +  1  Glieder  in  dem  Werte 
Ton  fA.     Die  n  ersten  sind  immer: 

die  n  -f-  1  andern  sind: 

und  diese  gehen  durch  die  angegebenen  Transformationen  über  in: 

(.+.)(i-.)-£(i) -£(^) -£(-^)-...-E(ei±!S), 

SO  dafs  man  erhält: 
M  =  v(l>+l)(A:-l)+i?(^)  +  ^(-^)+-    +    e( 

oder  wenn  man  die  gerade  Zahl 

2^(|)+2^(^)  +  ... 

addiert: 

+...+£(»»±i)*). 


2nk\ 
P    / 
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389. 

Da  im   ersten  Falle  ^  (P —  ^)»  ™  zweiten  Falle  -r-  (p+  1)  ^in^ 

ganze  Zahl  ist,  so  reducieren  sich  allgemein  die  beiden  Formeln  auf 
eine  einzige,  sobald  k  eine  ungerade  Zahl  ist,  nämlich  auf: 

390. 

Ist  k  eine  gerade  Zahl,  so  können  die  beiden  Formeln  eben- 
falls auf  eine  einzige  gebracht  werden,  nämlich: 

+  -  +  E(i^^), 

vorausgesetzt,  dafs  man  das  doppelte  Vorzeichen  so  bestiniint^  dafs 
--  (p  + 1)  eine  ganze  Zahl  ist   Ja  man  kann  auch  ftlr  -j-  (pHr  1)  (Ä; — 1) 

einfach  -j-  (p  +  1)  schreiben,  da  es  sich  immer  nur  darum  handelt, 
zu  wissen,  ob  ft  gerade  oder  ungerade  ist. 

391. 
Ist  z.B.  Ä;  =  2,  so  sind  alle  Glieder  £;(  ^),  J5:  (-),..- ^  (i"— *) 

gleich  Null  und  man  hat  einfach  f*  =  -7-  Ü'  i  0* 

Wenn  daher  p  *=  8w  +  1  oder  8n  +  7  i»*»  so  ist  die  Zahl  fi 
gerade,  und  es  ist  l—j  =  -j-  1. 

Wenn  dagegen  j)  =  8n  +  3  oder  8n  +  5  ist,  so  ist  die  Zahl  fi 

ungerade,  und  es  ist  l—j  =  —  1. 

Man  gelangt  daher  sehr  einfach  zu  den  bekannten  Sätzen,  welche 
die  Beziehung  enthalten,  in  welcher  2  zu  allen  andern  Primzahlen 
steht  (No.  150),  zu  Sätzen,  deren  Beweis  för  sehr  schwierig  gehalten 
wurde,  als  die  Wissenschaft  von  den  Zahlen  noch  nicht  so  weit 
vorgeschritten  war. 

392. 
Es  seien  jetzt  k  und  p  zwei  beliebige  ungerade  Primsahlen. 
Da  wir  bereits  (— j  =  (— 1)**  gesetzt  haben,   so  setzen   wir  analog 
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(y)  =  ( —  1)*.     Dann  erhalten  wir  zufolge  der  Formel  in  No.  389: 

Nehmen  wir  an,  dafs  lc<Cp  sei,  und  setzen  wir: 

|  =  a;,      p  =  2i)'+l,      *  =  2*'+l, 
80  ergiebt  sich: 

Ich  behaupte  nun,  daXis  sich  die  rechte  Seite  auf  pk'  reducieri 
Wir  betrachten  zunächst  die  Reihe: 

Z  =  E{x)  +  E{2x)  +  E{ix)  H h  -B(i)'rc), 

und  bemerken,  dafs  die  Glieder  dieser  Reihe  stufenweise  wachsen  von 
Null  an,  welches  wegen  x<.l  der  Wert  von  i?(a;)  ist,  bis  zu  h\  dem 
Werte  von  E{p'x)]  denn  es  ist 

-^  p  P  '        2jp     ' 

folglich  E{p'x)  =  H,  Wir  müssen  nun  untersuchen,  wieviel  Glieder 
in  dieser  Reihe  gleich  1,  wieviel  gleich  2,  u.  s.  w.  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  unbestimmte  Gröfsen  m^,  m^, 
^s) '  *  *  *^k'  von  der  Beschaffenheit  an,  dals 

mjX  =  1,  fw^oj  =  2,  »»30?  =  3,  w^ic  =  4,  •  •  •  Wjfc'rc  «=  J' 
ist  Von  diesen  Zahlen  m^,  m^, . . .  kann  keine  eine  ganze  Zahl  sein, 
da  ihr  allgemeiner  Ausdruck  tw,  =  —  =  -^  und  e  <iJc  ist  Ist  dem- 
nach E(m»)  =  Mgj  so  dafs  m«  zwischen  die  aufeinanderfolgenden 
ganzen  Zahlen  M,  und  M,  -{-  1  fallt,  so  folgt  offenbar  aus  diesen 
Annahmen: 

1)  dals  die  ersten  Glieder  E(x),  -B(2a;),---  bis  E{M^x)  gleich 
Null  sind.    Ihre  Anzahl  ist  gleich  Jlfj. 

2)  dafs  die  folgenden  Glieder  E{(,M^  +  \)x),  i;((2lfi  +  2)a;),- 
bis  zu  E{M^x)  einschliefslich  den  Wert  1  haben.  Ihre  Anzahl  ist 
gleich  Jlf,  —  Jfi- 

3)  dafs  die  folgenden  Glieder  E{(M^  +  l)x),  J5((Jlf,  + 2)ir),-.. 
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bis  zu  E{M^x)  einschliefslich   den  Wert  2   haben.     Ihre    Anzahl  ist 
gleich  Jifj  —  JM^. 

Und  so  geht  es  weiter  bis  zu  den  letzten  Gliedern ,  deren  Wert 
V  und  deren  Anzahl  gleich  p  —  Mn  ist.  : 

Vereinigt  man  demnach  alle  Glieder ,  aus  denen  der  Wert  tod    { 
Z  besteht,  so  erhält  man:  ] 

Z=OxM,  +  1{M^  -  M,) 

+  2{M,  -  M,) 

+ 

+  (i'-i)(jif».-jf*'-i) 

oder,  wenn  man  zusammenzieht: 

Z  =  k'p'  —  Ml  —  M,  —  M^ Mk-i  —  Mf. 

Nun  ist  aber  allgemein: 

M,  =  E{m.)  =  E  (^). 
Mithin: 

z-Äy-^(i)-^(|)-^(i) E{J^y 

Setzt  man  diesen  Wert  in  den  von  ft  -f-  ^  ^^^f  ^^  folgt  daraus  die 
sehr  einfache  Formel  (t  +  v  ^^pk\  oder: 

/*  +  ^  =  |(p-l)(*-l). 

393. 

Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  unmittelbar  der  Satz,  welcher 
das  zwischen  zwei  beliebigen  Primzahlen  p  und  h  bestehende  Bad- 
prooitätsgesets  enthält.     Ist  eine  der  Zahlen j?  und  A;  oder  alle  beide 

von  der  Form  4n  +  1,  so  wird  die  Grofse  -r-  Cp  —  1)(^  —  1)  «iß« 

gerade  Zahl;  somit  sind  die  Zahlen  fi  und  v  entweder  beide  gerade 

oder  beide  ungerade,  und  dies  giebt  (yj  =  (— ). 

Sind  die  Primzahlen  p  und  jfc  alle  beide  von  der  Form  4n  -{-  3, 

so  ist  die  Grofse  -r- (p  —  1)(Ä — 1)  eine  ungerade  Zahl;  somit   mufs 

von  den  beiden  Zahlen  fi  und  v  die  eine  gerade,  die  andere   ongerade 

sein,  und  dies  giebt:  (— j  =  —  (-1-). 
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Ferner  leitet  man  die  allgemeine,  allen  Fällen  genügende  Formel 
aus  den  Ausdrficken  (— )=(— l)^  \^)  =  (—  ^Y  her.  Dieselben 
ergeben: 

(i)-(i)(-i)'-^'-(-')'"^-'^(f)- 


P 
wie  in  No.  166. 

Auf  diese  Weise  ist  allgemein  ein  Satz  bewiesen^  den  man  als 
den  wichtigsten  der  Zahlentheorie  betrachten  kann,  und  der  allen 
denen,  welche  es  versuchten,  ihn  auf  anderem  Wege  zu  beweisen, 
grofse  Schwierigkeiten  bereitete. 

Der  soeben  nach  Friedrich  Gaufs  dafür  gegebene  Beweis 
ist  am  so  bemerkenswerter,  als  er  auf  den  elementarsten  Prinzipien 
beruht;  wir  werden  aber  im  sechsten  Hauptteil  Gelegenheit  haben, 
einen  viel  einfacheren  Beweis  dieses  Satzes  zu  geben,  welcher  von 
dem  durch  seine  schonen  Entdeckungen  in  der  Theorie  der  ellipti- 
schen Funktionen  bekannten  Herrn  Jacobi  aus  Königsberg  herrührt. 


§8. 

Ü1)er  ein  sehr  bemerkenswertes  bei  der  Auszählung  der  Primzahlen 

beobachtetes  Gesetz. 

394. 

Obwohl  die  Reihe  der  Primzahlen  äufserst  unregelmäfsig  ist, 
kann  man  doch  mit  einer  recht  befriedigenden  Genauigkeit  an- 
geben, wieviele  dieser  Zahlen  zwischen  1  und  einer  gegebenen 
Grenze  x  vorhanden  sind.  Die  Formel,  welche  diese  Aufgabe 
lost,  ist: 

X 

^         log  X  —  1,08366  ' 

wo  log  X  einen  hyperbolischen  Logarithmus  darstellt  In  der  That 
giebt  die  Vergleichung  dieser  Formel  mit  der  unmittelbaren  in  den 
umfassendsten  Tafeln,  wie  denen  von  Vega,  Ghernac  oder  Burck- 
hardt,  vorgenommenen  Auszählung  die  folgenden  Resultate: 
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Grenze  x. 

Zahl  y. 
Aus  der   Aus  den 
Formel.    Tafeln. 

Grenze  te. 

Zahl  y.    1 
Aas  der   Ans  den 
Formel.    Tafeln. 

10000 

1230 

1230 

200000 

17982 

17984  \ 

20000 

2268 

2263 

250000 

22035 

22045 

30000 

3252 

3246 

300000 

26023 

25988 
29977 

40000 

4205 

4204 

350000 

29961  ■ 

50000 

5136 

5134 

400000 

33854 

33861  ! 

60000 

6049 

6058 

500000 

41533 

41538 

70000 

6949 

6936 

600000 

49096 

49093  i 

80000 

7838 

7837 

700000 

56565 

56535 

90000 

8717 

8713 

800000 

63955 

63937 

100000 

9588 

9592 

900000 

71279 

71268 

150000 

13844 

13849 

1000000 

78543 

78493 

395. 

Unmöglich  kann  eine  Formel  eine  ebenso  weit  ausgedehnte  und 
notwendigerweise  häufigen  Unregelmäfsigkeiten  unterworfene  Reihe 
von  Zahlen  genauer  darstellen.  Um  ein  ohnehin  bemerkenswertes 
Gesetz  noch  besser  zu  beleuchten,  füge  ich  hinzu,  dafs,  als  ich  uaeii 
einem  bald  auseinanderzusetzenden  Verfahren  suchte,  wie  viel  Prim* 
zahlen  zwischen  1  und  1000000  enthalten  seien,  ich  deren  78527 
fand,  ein  Resultat,  welches  wenig  von  dem  der  in  den  Tafeln  vor- 
genommenen Auszählung  und  noch  weniger  von  dem  durch  die  Formel 
gelieferten  verschieden  ist  Es  besteht  daher  kein  Zweifel  darüber, 
nicht  nur,  dafs  das  allgemeine  Gesetz  durch  eine  Funktion  von  der 

Form  -j-j jjg  dargestellt  wird,  sondern  auch,  dafs  die  Koefficienteo 

wirklich  die  sehr  angenäherten  Werte  -4=  !,•••,  B=  —  1,08366 
besitzen.  Es  bliebe  also  nur  noch  übrig,  dieses  Gesetz  von  ?oni- 
herein  zu  beweisen.  Es  ist  dies  eine  interessante  Untersuchung,  fiber 
welche  wir  nachstehend  einige  Versuche  mitteilen. 


396. 

Nennt  man  a  die  Gröfse,  um  welche  man  x  vermehren  mofs; 
damit  y  in  y  -^  1  übergehe,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  a  die 
folgende  Gleichung,  in  welcher  zur  Abkürzung  c  =^  1,08366  gesetzt  ist: 


1  = 


X 


log  (x  +  a)  —  c 


log  X  —  c 
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Hieraos  erhält  man  unter  der  Voraussetzung,  dafs  x  eine  sehr  grofse 
Zahl  sei: 

a  =  (loga:-c  +  l)(H-i) 
oder  einfach: 

«  =  log  a?  —  0,08366, 

da  diese  Bestimmungen  keine  strenge  Genauigkeit  gestatten. 

Es  folgt  hieraus,  dafs  in  dem  Mafse,  wie  x  wächst,  die  Differenz 
zwischen  zwei  x  benachbarten  Primzahlen  ebenfalls  wächst,  und  dafs 
dieselbe,  was  ihren  mittleren  Wert  betrififk,  mit  grofser  Annäherung 
durch  logo;  — 0,08366  dargestellt  werden  kann,  so  dafs  man  in  einem 
Intervalle  von  2w  zwischen  x  —  m  und  a?  +  w  enthaltenen  Gliedern 

eben  so  viele  Primzahlen  zählen  mufs  als  -^ ttt^^^^w  Einheiten 

log  X  —  0,08366 

enthält,  vorausgesetzt  dafs  m  hinreichend  klein  im  Verhältnis  zu  x  ist. 
Dieses  Resultat  stimmt  übrigens  sehr  gut  mit  der  Natur  der 
Primzahlen  überein,  welche  im  Allgemeinen  um  so  Weiter  von  ein- 
ander entfernt  sein  müssen,  je  grofser  sie  werden.  Denn  die  Wahiv 
seheinlichkeity  dafs  eine  beliebig  herausgegriffene  Zahl  eine  Primzahl 
ist,  nimmt  stets  in  dem  Mafse  ab,  als  diese  Zahl  zunimmt,  da  die 
Anzahl  der  Divisionen,  welche  man  auszuführen  hat,  um  sich  zu 
überzeugen,  dals  sie  eine  Primzahl  ist^  immer  grofser  wird. 

397. 

Nach  dem  soeben  erhaltenen  Resultate  scheint  es,  dafs  die  con- 
yergenten  Reihen,  welche  von  dem  Gesetz  der  Primzahlen  abhängen, 
30  summiert  werden  konnten,  als  ob  dieses  Gesetz  ein  regelmäfsiges 
und  von  der  Art  sei,  dafs,  wenn  irgend  ein  Glied  mit  x  bezeichnet 
wird,  das  folgende  Glied  x  +  log  x  —  c  +  1  ist.  Im  Folgenden  gebe 
ich  einen  Versuch,  solche  Summationen  auszuführen.  Die- 
selben sind  übrigens  zu  verificieren,  sei  es  durch  numerische  Berech- 
nung, sei  es  durch  direktere  Methoden. 

Wir  stellen  uns  zunächst  die  Aufgabe,  das  Produkt 

in  welchem  die  Nenner  die  aufeinanderfolgenden  Primzahlen  von  3 
bis  o  sind,  zu  berechnen. 

Nennt    man   0'   dasjenige,   was   aus   0   wird,    wenn   sich  co   in 
o  -|-  log  CD  —  c  +  1  oder  in  cn  +  a  verwandelt,  so  ist : 

0)  -f-  *f  —  1 


0=0  . 

0  +  a 


ö* 
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Nach  den  bekannten  Formeln  aber  hat  man: 

'         ata     '     2  aar      ' 

Betrachtet  man  demnach  a  als  sehr  klein  im  Verhältnis  zu  g»j  was 
um  so  genauer  ist^  je  groJÜser  m  ist^  so  erhalt  man  sehr  nahe: 

de  — düi  — da 


toa  a      ' 


und  dies  giebt: 

^  a    "^    log  o  —  0.08866 

Berücksichtigte  man  die  Glieder  zweiter  Ordnung^   so   erhielte   man 
genauer: 


z  = 


log  (0  —  0,08866  4- 


2oi 

Indessen  ist  der  erste  Wert  hinreichend  genau.    Setzt  man  A  ^  1,104, 
so  findet  man  leicht  die  in  Tafel  IX  enthaltenen  Zahlen. 

398. 
Es  sei  jetzt  die  Reihe  der  Brüche 


^"    8 


~  +  -  +  -  +  A  +•••  +  — 


in  welcher  die  Nenner  die  Quadrate  der  aufeinanderfolgenden  Prim- 
zahlen sind;  zu  summieren. 

Setzt  man  (q  -{-  a  ^xl  ilQ  Stelle  von  o,  so  wird: 

1 


0  — ß 


(«  +  «) 


t    y 


oder: 


Folglich: 


dz    ,     \     ^  d^e     .  1  2«    , 


e-^A —^^--^  =  A  — 


0, (a  +  1 )         "*         a  (log  (0  +  0,91684) 

Die   Eonstante  Ä   ist   der   Wert   der   ins   Unendliche    for^esetzien 
Reihe.     Euler  fand   denselben   gleich  0^202247   (Intr.  in   Anal.  inf. 

No.  282). 

399. 
Was  die  Summe  der  einfachen  reciproken  Reihe 

« "=  i  +  i  +  7  +  u  +  •  •  •  +  i 
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anlangt,   so  kaon  man  dieselbe  aus  den  beiden   bereits   gefundenen 
Summen  ableiten.     Da  nämlich 

\  8/\  6/\  7/        V  «/  log  <»  — 0,08866 

ist,  so  erhält  man,  wenn   man  beiderseits  die  Logarithmen  nimmt, 
nach  bekannten  Formeln: 


=  log  (log  a — 0,08366)  -  log  1,104. 


Jl  +  JL  +  _L+...  +  ± 

+ 

Nun  besitzt  die  Reibe  ,  +^H 1 — ?,  wenn  man  die  Glie- 
der von  der  Ordnung  — j vernachlässigt^   die  Summe  0,202247; 

die  andern  Summen  reducieren  sich  ebenfalls  auf  Konstanten,  deren 
angenäherte  Werte  sich  leicht  bestimmen  lassen.  Man  erhält  daher 
die  gesuchte  Summe: 

u  =  log  (log  o  —  0,08366)  —  0,2215. 

400. 

Die  Eigenschaft  der  vorigen  Reihe,  eine  unendliche  Summe  zu 
haben,  vermag  einiges  Licht  über  das  allgemeine  Gesetz  der 
Primzahlen  zu  verbreiten. 

Betrachtet  man  nämlich  u  als  eine  Funktion  von  cd,  welche  der 

Gleichung 

1,1,1,      1     ,         ,1 

genügt,  so  erhält  man,  wenn  c»  in  o  -{-  a  übergeht: 

du     ,     a*    d*u    ,  1  1  a      , 

dm^    2    dw«  ^  CD  +  a  co  «o»   ^         ' 

und  nimmt  mau  an,  dafs  o  sehr  grofs  oder  a  sehr  klein  im  Ver- 
hältnis zu  G)  sei,  so  reducieren  sich  diese  Reihen  auf  ihr  erstes  Glied 
und  geben: 

,  1     dm  . 


a     a 

Unter  der  nämlichen  Voraussetzung  eines  sehr  grofsen  oi  kann 
man  annehmen,  dafs  der  Wert  von  a,  nach  absteigenden  Potenzen 
Ton  CD  entwickelt,  der  folgende  ist:  a  -=  Ag}"^  +  Bm^  +  •  •  -i  wobei 
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der  Exponent  m  gröfser  ist  als  die  folgenden.     Betrachtet  man  also 
nur  das  erste  Glied  dieser  Reihe,  so  wird: 

,  1  dm 

du  =-r — 7-r  f 

folglich  : 

Wenn  aber  m  eine  positive  endliche  Gröfse  wäre,  so  würde  sich, 
wenn  man  co  «s  oo  setzte,  u  auf  die  Eonstante  C  reducieren,  was 
nicht  stattfinden  kann,  da  man  weifs,  dafs  u  alsdann  unendlich  gro& 
ist  Andrerseits  kann  nicht  m  =  0  sein,  weil  alsdann  der  Unter- 
schied zweier  aufeinanderfolgenden  Primzahlen  eine  Eonstante  A  zur 
Grenze  haben  würde,  während  derselbe  der  Natur  dieser  Zahlen  zu- 
folge unbegrenzt  wachsen  mufs.  Mithin  mufs  tn  unendlich  klein 
sein,  und  alsdann  nimmt  Äo"*  -\-  Bfo^-^  "'  die  Form  J.logci  +  J^ 
an.    Setzt  man  also  a  ^=  A  log  <o  -{^  B,  so  ist: 

,  1     dm  1      da 

du  =  — 


am  A       a    ' 


folglich: 

M  =  —  log  a  +  C, 

eine  Grofse,  welche  unendlich  wird,  wie  es  sein  muls,  falls  co  uoecd- 
lieh  ist. 

401. 
Da  man  a  =  A  log  o  -{-  B  hat,  so  kann  man  hieraus  leicht  mit 
Hülfe  der  Gleichung  y  —  y  ==  1  oder  a  -^  =  1  die  Funktion  y  ab- 
leiten.    Man  erhält  dy=—^j  und  wenn  man  integriert: 


m     ^^    fmda  ^  _\      l  ^^^   '"'  _l_   "^^   " 


also: 


0} 


^         Aiogm  +  B  —  A  ' 

und    dies    stimmt   mit   der   oben   angegebenen    allgemeinen  Formel 
übereiU;  wenn  man  -4  =  1,  B  =  —  0,08366  setzt. 

Man  beachte,  dafs  wir  auf  diese  Weise  mit  Hülfe  der  Integral- 
rechnung eine  wesentliche  Eigenschaft  der  Primzahlen  erhalten.  Alle 
mathematischen  Wahrheiten  aber  stehen  im  Zusammen- 
hang mit  einander,   und    alle  Hülfsmittel,   welche  zu  ihrer 
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Entdeckung  dienen^  sind  gleich  zulässig.  .  So  hat  man  von 
der  Betrachtung  der  Funktionen  Gebrauch  gemacht,  um  verschiedene 
fundamentale  Sätze  aus  der  Geometrie  und  Mechanik   zu  beweisen. 


§9. 

Beweis  verschiedener  Sätze  über  die  arithmetischen  Progressionen. 

402. 

Es  sei  die  arithmetische  Progression  gegeben: 

Ä  —  C,2Ä  —  C,  SA  —  C,...,  nÄ  -  C,  (Z) 

in  welcher  A  und  C  irgendwelche  zu  einander  prime  Zahlen  sind. 
Femer  sei  d-  eine  Primzahl,  welche  nicht  in  A  aufgeht.  Bestimmt 
man  dann  x  derartig,  dafs  Ax  —  C  durch  d'  teilbar  ist,  so  wird  der 
Wert  von  x  allgemein  von  der  Form  a?  =  a  +  '^^  sein,  woraus  man 
erkennt,  dafs  die  durch  d  teilbaren  Glieder  in  der  gegebenen  arith- 
metischen Progression  selbst  wieder  die  arithmetische  Progression 

Aa  —  C,  A(a  +  »)  —  C,  A{a  +  2»)  —  C,... 

bilden,  und  dafs  es  somit  unter  d'  aufeinanderfolgenden,  an  irgend 
einer  Stelle  der  Progression  (Z)  gewählten  Gliedern  stets  ein  durch 
^  teilbares  Glied  giebt,  welchem  eine  Reihe  anderer  gleichfalls  durch 
^  teilbarer  und  von  einander  um  das  Intervall  d"  abstehender  Glieder 
Torangeht  und  nachfolgt 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  sei  <&,  A,  /x,...  ^,  cd  eine  Reihe 
beliebig  angenommener  und  in  irgendwelcher  Ordnung  aufeinander- 
folgender Primzahlen,  von  denen  jedoch  keine  in  A  aufgeht.  Wir 
untersuchen,  welches  in  der  Progression  (Z)  die  gröfste 
Anzahl  von  aufeinanderfolgenden  Gliedern  ist,  welche 
durch  irgend  eine  der  Zahlen  der  Reihe  d',  A,  fi, . . .  ^,  o,  die 
wir  die*Reihe  (a)  nennen  wollen,  teilbar  sind.  Zu  diesem  Zwecke 
müssen  wir  zunächst  die  einfachsten  Fälle  untersuchen. 

403. 

Betrachtet  man  zunächst  nur  swei  Primzahlen  d;  A,  so  kann  es 
iiicht  mehr  als  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder  geben,  von  denen 
das  eine  durch  '&,  das  andere  durch  A  teilbar  ist.  Diese  Glieder 
können  durch  ('&•),  (A)  bezeichnet  werden.  Das  auf  (A)  folgende  Glied 
kann  nicht  durch  ^  teilbar  sein;  denn  da  das  Intervall  bis  (&)  nur 
zwei  Glieder  enthält,  so  müfste  '^  =  2  sein.     Dieser  Fall  ist  aber 
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ausgeschlossen,  da  wir  in  der  Reihe  (a)  nur  ungerade  Primzahlen  in 
Betracht  ziehen.  Aus  demselben  Grunde  kann  das  Glied ,  welches 
(^)  vorangeht,  nicht  durch  X  und  noch  weniger  durch  ^  teilbar  sein. 
Mithin  ist  in  diesem  ersten  Falle  das  gesuchte  Maximum 
JH  =  2. 

404. 

Sind  drei  Primzahlen  d',  Xy  ^  gegeben,  so  kann  man  sich  denken, 
dafs  drei  aufeinanderfolgende  Glieder  durch  diese  Zahlen  teilbar 
seien.  Dieselben  seien  mit  (&),  (A),  {^)  bezeichnet.  Damit  das  auf 
(fi)  folgende  Glied  durch  d  teilbar  sei,  muTs  d'  gleich  3  sein,  und 
damit  das  Glied,  welches  (d')  vorangeht,  durch  ft  teilbar  sei,  maus  ^ 
gleich  3  sein.  Da  jedoch  die  betrachteten  Primzahlen  notwendig  von 
einander  verschieden  sind,  so  kann  nur  eine  von  diesen  Annahmen 
stattfinden.  In  dem  Falle  also,  wo  ^  =  3  ist,  könnte  es  vier  aaf- 
einanderfolgende  Glieder  (3),  (A),  (ft),  (3)  geben,  von  denen  jedes 
durch  eine  der  Primzahlen  3,  A,  ^i  teilbar  ist  Unmittelbar  hinter 
diesen  vier  Gliedern  kann  man  kein  fünftes  von  dieser  Beschaffenheit 
annehmen;  denn  da  der  kleinste  Wert,  welchen  A  haben  kann,  5  ist, 
so  würde  das  erste  durch  5  teilbare  Glied  hinter  (A)  das  siebente; 
und  nicht  das  fünfte  sein.  Mithin  hat  man  in  dem  Falle,  wo 
die  Reihe  (a)  aus  drei  Primzahlen  besteht,  höchstens  M=i] 
obendrein  mufs  aber  eine  dieser  Primzahlen  gleich  3  sein. 

405. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dafs  die  Reihe  (a)  aus  vier  Primzahlen 
d^y  A,  fi,  V  bestehe,  und  betrachten  vier  aufeinanderfolgende,  durch 
diese  Zahlen  teilbare  Glieder,  nämlich  (-ö*),  (A),  (fi),  (v).  Soll  zu 
diesen  noch  ein  fünftes  hinzutreten,  so  mufs  A  gleich  3  sein;  alsdann 
erhält  man  die  fünf  aufeinanderfolgenden  Glieder  (d),  (3),  (ft),  (v),  (3). 
Soll  zu  diesen  noch  ein  sechstes  hinzukommen,  so  ist  dies  nur  mög- 
lich, wenn  -Ö*  =  5  ist;  deün  alsdann  würde  man  die  sechs  Glieder 
(5),  (3),  (ft),  (v),  (3),  (5)  erhalten.  Diese  Reihe  kann  weder  nach  rechts 
noch  nach  links  weiter  fortgesetzt  werden;  denn  da  ft  und  v  grofser 
sein  müssen  wie  5,  so  gehen  die  durch  ^  oder  durch  v  teilbaren 
Glieder  weit  darüber  hinaus.  Mithin  giebt  es  in  dem  Falle,  wo  die 
Reihe  (a)  aus  vier  Gliedern  besteht,  nur  höchstens  sechs  aufeinander- 
folgende Glieder  in  der  Progression  (Z),  welche  durch  irgend  eins 
der  Glieder  der  Reihe  (a)  teilbar  sind.    Man  hat  also  dann  Jlf==6; 
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jedoch  findet  dieses  Maximum  nur  statt^  wenn  zwei  der  vier  Prim- 
zahlen gleich  3  und  5  sind. 

406. 

In  der  That  sieht  man  ein,  dafs  die  kleinsten  Primzahlen 
am  ehesten  unter  sonst  gleichen  Umständen  den  gröfsten 
Wert  von  M  zu  liefern  vermögen,  da  bei  grofseren  Primzahlen 
auch  die  Abstände  der  Glieder,  deren  Teiler  sie  sind,  grofser  werden. 

Auf  Grund  dieser  Beobachtung  kann  man  sogleich  die  natür- 
liche Beihe  der  Primzahlen  3,  5,  7, ...  ^,  o)  in  Betracht  ziehen, 
indem  man  nur  zwei  Unbestimmte  übrig  läfst»  wie  es  in  den  behan- 
delten Fällen  geschehen  ist.  Das  für  diese  Reihe  gefundene  Maximum 
wird  um  so  mehr  gelten  für  die  Reihe  (a),  welche  aus  einer  gleichen 
Anzahl  von  Gliedern  «d*,  A,  ft, . . .  ^,  oi  besteht 

Es  seien  also  die  fünf  Primzahlen  3,  5,  7,  ^,  co  gegeben.  Wie 
wir  bereits  gefunden  haben,  können  wir  mit  den  vier  Primzahlen 
3,  5,  ifj  &  die  sechs  aufeinanderfolgenden  Glieder  (5),  (3),  (V^),  (o), 
i3),  (5)  bilden.  Nähme  man  7  an  Stelle  von  V^  oder  co,  so  könnte 
man  höchstens  nur  die  acht  Glieder  (5),  (3),  (7),  (©),  (3),  (5),  (^),  (3) 
bilden,  denn  ihre  Fortsetzung  nach  rechts  würde  erfordern,  dafs  co 
gleich  5,  und  die  nach  links,  dafs  it  gleich  7  wäre.  Man  erhält 
jedoch  ein  gröfseres  Resultat,  wenn  man  ^  und  o  so  läfst,  wie  in 
der  ersten  Anordnung,  und  dann  (7)  auf  der  einen  Seite  hinzusetzt 
Dies  gestattet  zu  gleicher  Zeit,  (7)  auch  auf  der  andern  Seite  hinzu- 
setzen, da  das  Intervall  der  beiden  Glieder  (7)  und  (7)  aus  sieben 
Gliedern  besteht,  wie  es  sein  mufs.  Man  erhält  somit  die  acht  auf- 
einanderfolgenden Glieder:  (7),  (5),  (3),  (^),  (cd),  (3),  (5),  (7).  Ferner 
aber  kann  man  offenbar  noch  (3)  auf  beiden  Seiten  hinzufügen,  weil 
der  erforderliche  Abstand  von  den  nächsten  Gliedern  (3)  gewahrt  ist. 
Auf  diese  Weise  erhält  man  eine  Verbindung  von  zehn  Gliedern, 
nämlich  (3),  (7),  (5),  (3),  (^),  (©),  (3),  (5),  (7),  (3).  Dieselbe  läfst 
sich  aber  weder  nach  rechts  noch  nach  links  weiter  fortsetzen,  da 
hierzu  w  oder  ^  gleich  5  sein  müfste,  was  nicht  der  Fall  ist,  weil 
5  bereits  Verwendung  gefunden.  Mithin  ist  in  dem  Falle,  wo 
die  Reihe  (a)  aus  fünf  Gliedern  besteht,  das  gesuchte  Maxi- 
mum M '=^  10. 

407. 

Man  hätte  durch  eine  einfache  Betrachtung  unmittelbar 
zu  diesem  Resultate  gelangen  können.    Da  die  durch  3  teilbaren. 
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und  durch  (3)  dargestellten  Glieder  in  einem  Abstände  von  drei 
Stellen ;  die  durch  5  teilbaren  Glieder  in  einem  Abstände  von  fanf 
Stellen  u.  s.  w.  aufeinanderfolgen,  so  hat  die  Reihe  der  in  mög- 
lichst grofser  Anzahl  zu  bildenden  aufeinanderfolgenden  Glieder  diese 
Eigenschaft  mit  der  Reihe  der  ungeraden  Zahlen^  bei  welcher  man 
von  irgend  einem  Gliede  anfangen  kann,  gemeinschaftlich,  da  in 
dieser  letzteren  Reihe  die  durch  3,  durch  5  u.  s.  w.  teilbaren  Glieder 
ebenfalls  in  Abständen  von  3,  von  5  u.  s.  w.  Gliedern  aufeinander- 
folgen. Will  man  aber  die  grofste  Anzahl  von  aufeinanderfolgenden, 
durch  irgend  eine  der  Primzahlen  3,  5,  7,  11, . . .  teilbaren  Gliedern 
dieser  Reihe  erhalten,  so  mufs  man  die  Reibe  der  ungeraden  Zahlen 
in  ihren  kleinsten  Gliedern  d.  h.  vom  Anfang  dieser  Reihe  an  be- 
trachten. *  Denn  bei  einer  weiteren  Entfernung  würde  man  durch 
Primzahlen,  welche  grofser  als  die  gegebenen  Primzahlen  sind,  ge- 
zwungen werden  anzuhalten,  und  diese  würden  die  Continuitat  der 
Glieder,  die  man  bilden  will,  verhindern.  Man  mufs  daher  ganz  ein- 
fach die  Reihe  1,  3,  5,  7,  9,  11, .  . .  betrachten.  Dieselbe  kann  man 
auch  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  fortsetzen,  also: 

9,  -7,  -5,-3,  -1,  1,3,  5,  7,9,-.., 

oder  man  kann,  da  es  auf  die  Vorzeichen  der  Zahlen  nicht  ankommt, 
sobald  man  nur  allein  auf  ihre  Eigenschaft,  durch  eine  gegebene 
Zahl  teilbar  oder  nicht  teilbar  zu  sein,  Rücksicht  nimmt,  die  doppelte 
Reihe  betrachten: 

...  15,  13,  11,  9,  7,  5,  3,  1,  1,  3,  5,  7,  9,  11,  13,  15.  •  -  • 

In  dieser  folgen  die  durch  3,  5,  7,...  teilbaren  Glieder  immer  in 
Abständen  von  3,  5,  7, . . .  Gliedern  aufeinander,  und  diese  Reihe 
hat  den  Vorteil,  dafs  sie  aus  den  kleinstmoglichen  Gliedern  besteht. 
Bezeichnet  man  wie  oben  jedes  Glied  durch  die  kleinste  Primzahl, 
welche  darin  aufgeht,  so  kann  man  die  Reihe  folgendermafsen  dar- 
stellen: 

. . .  (3),    (13),    (11),    (3),   (7),    (5),   (3),   (1),    (1),    (3),   (5),   (7),  (3), 

(11),   (13),   (3)..- 

408. 

Sind  jetzt  3,  5,  7,  ^,  co  die  gegebenen  Primzahlen,  so  seUe 
man  in  der  vorstehenden  Reihe  die  Unbestimmten  (V^),  (ai)  an  die 
Stelle  der  beiden  Glieder  (1)  und  (1),  welche  die  Mitte  einnehmen, 
und  nehme  von  den  vorangehenden  und  nachfolgenden  Gliedern  alle 
diejenigen,  welche  (7)  nicht   übersteigen.     Auf  diese  Weise   erhält 
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man  f&r  den  in  Rede  stehenden  Fall  unmittelbar  die  Reihe: 

(3),  (7),  (5),  (3),  ii>),  (o,),  (3),  (5),  (7),  (3), 

welche  aus  zehn  Gliedern  besteht  und,  wie  bereits  oben  gefunden 
worden  ist^  das  Maximum  üf  «=  10  liefert. 

Es  ist  nun  nichts  leichter,  als  dieses  Resultat  für  beliebig  viele 
Primzahlen  zu  verallgemeinern.  Hat  man  z.  B.  die  sechs  Primzahlen 
3,  5,  7j  11,  ^,  m,  so  sieht  man,  dafs  die  Verbindung,  welche  die 
grofste  Anzahl  von  aufeinanderfolgenden,  durch  irgend  eine  dieser 
Primzahlen  teilbaren  Gliedern  hervorbringt,  die  folgende  ist: 

(11),  (3),  (7),  (5),  (3),  (t),  («,),  (3),  (ö),  (7),  (3),  (11), 

und  diese  liefert  das  Maximum  üf  =  12. 

Nimmt  man  noch  eine  Primzahl  hinzu,  so  dafs  die  Reihe  (a) 
aus  den  sieben  Gliedern  3,  5,  7,  11,  13,  ^,  <o  besteht,  so  erhält  man 
die  Verbindung: 

(3),    (13),    (11),    (3),    (7),    (5),    (3),    (V;),   («),    (3),    (5),    (7), 

(3),   (11),   (13),   (3), 

welche  sechzehn  Glieder  enthält  und  üf  <=»  16  ergiebt.  Dieselbe 
kann  nicht  weiter  fortgesetzt  werden,  weil  das  Glied,  welches  auf 
der  einen  oder  andern  Seite  folgen  würde,  (17)  ist.  Aber  selbst  wenn 
V  oder  m  gleich  17  wäre,  so  könnte  man  diese  Zahl  doch  nicht  zur 
Fortsetzung  der  Reihe  verwenden,  da  sie  gegen  die  Mitte  hin  einen 
leeren  Platz  lassen  würde. 

409. 

Ich  bemerke  jetzt,  dafs  die  Zahl  16,  welche  der  vorhergehenden 
Aufgabe  genügt,  nichts  andres  ist  als  17  —  1,  wo  17  die  unmittel- 
bar auf  13  folgende  Primzahl  ist,  und  es  ist  leicht  zu  sehen,  dafs 
dieses  Resultat,  in  solcher  Weise  verallgemeinert,  richtig  ist.  Denn 
die  Progression,  von  welcher  wir  soeben  Gebrauch  gemacht  haben, 
ist  nichts  anderes  als  die  nach  entgegengesetzten  Richtungen  wieder- 
holte Reihe  der  ungeraden  Zahlen  1,  3,  5,  7,  9...,  bei  welcher  jedes 
Glied  durch  die  kleinste  darin  aufgehende  Primzahl  bezeichnet  ist 
Man  kann  daher  das  gegenseitige  Entsprechen  beider  Progressionen 
in  folgender  Weise  zur  Anschauung  bringen: 

17,15,   13,    11,    9,    7,    5,    3,    1,    1,    3,     5,    7,    9,    11,    13,   15,  17 
(3),  (13),  (1 1),  (3),  (7),  (5),  (3),  {n>\  (CO),  (3),  (5),  (7),  (3),  (1 1),  (13),  (3). 
Bei  dieser  Anordnung  aber  erkennt  man  deutlich,  dafs  die  An- 
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zahl  der  Glieder,  welche  zwischen  den  beiden  mit  17,  17  bezeichneten 
Gliedern  enthalten  sind,  gleich  17  —  1  ist.  Mithin  hat  man  Jlf=17 — 1. 
Ebenso  leicht  sieht  man  allgemein^  dafs,  wenn  die  Reibe  (a)  aos 
Je  Primzahlen  besteht,  von  denen  zwei,  tff  und  cd,  unbestimmt  sind, 
die  andern  aber  die  natürliche  Reihe  3,  5,  7,  11,  13,  17,...  bis  zq 
2^(i— 2)  bilden,  das  gesuchte  Maximum  ist: 

Jf=jr<*-^)  — 1, 

wobei  jr<*""^>  das  an  Ä —  1**"  Stelle  befindliche  Glied  in  der  R^ihe 
der  Primzahlen  3,  5,  7,  11, . . .  bedeutet. 

Diese  Formel  steht  im  Einklang  mit  den  von  uns  gefundenen 
besonderen  Resultaten.  Es  ergiebt  sich  aus  ihr  der  folgende  allge- 
meine Sats: 

410. 

Es  sei  eine  beliebige  arithmetische  Progression  A — C 
2A  —  C,  3-4  —  C, . . .  gegeben,  in  welcher  A  und  C  relative 
Primzahlen  sind;  es  sei  ferner  eine  Reihe  0-,  A,  fi, . . .  ^,  o 
gegeben,  welche  aus  k  ungeraden,  beliebig  gewählten  und 
in  irgendwelcher  Reihenfolge  angeordneten  Primzahlen 
besteht.  Nennt  man  dann  allgemein  tc^*^  das  s^  Glied  in  der 
natürlichen  Reihe  der  Primzahlen  3,  5,  7,  11,...,  so  giebt 
es  unter  3r<*~^>  aufeinanderfolgenden  Gliedern  der  gege- 
benen Progression  wenigstens  eine,  welche  durch  keine  der 
Primzahlen  d-,  A,  fi, . . .  ^,  o  teilbar  ist 

Denn  wie  wir  eben  bewiesen  haben,  kann  es  in  der  in  Bede 
stellenden  Progression  höchstens  nur  3r<*~*^ — 1  aufeinanderfolgende 
Glieder  geben,  welche  durch  irgend  eine  der  Primzahlen  ^,  A,  (i, ...  ^,  o 
teilbar  sind.  Mithin  giebt  es  unter  ä^*~*^  aufeinanderfolgenden 
Gliedern  wenigstens  eins,  welches  durch  keine  von  diesen  Zahlen 
teilbar  ist. 

Dieser  sehr  bemerkenswerte  Satz  läfst  mehrere  schone 
Anwendungen  zu.  Man  kann  sich  davon  durch  die  beiden  Fol- 
gerungen, die  wir  aus  ihm  ziehen  werden,  überzeugen. 

4ttr*'- 

Wenn  die  Progression  A  —  C,  2A  —  C,  3-4  —  C, . . .,  bis  zum 

^ten  (Jiiede  nA  —  C  fortgesetzt  ist,  so  sei  L  die  gröfste  in  YnA  -- f 

enthaltene  ganze  Zahl;  zugleich  sei   co  die  unmittelbar  unterhalb  L 

gelegene  Primzahl  und  ^  die  Primzahl,  welche  C3  vorangeht.     Wählt 
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man  dann  in  der  Progression  A  —  C,  2A  —  (7,  3-4  —  (7, . , .  an 
irgendwelcher  Stelle  ^  aufeinanderfolgende  Glieder  aus,  so  mufs  es 
dem  vorhergehenden  Satze  zufolge  unter  diesen  ^  Gliedern  wenigstens 
eins  geben,  welches  durch  keine  der  Primzahlen  3,  5,  7,  11,...  ^,  o 
teilbar  ist,  und  welches  somit,  wenn  die  Progression  mit  dem  Gliede 
nA  —  C  ihr  Ende  erreicht,  eine  Primzahl  ist 

Die  Anzahl    der  Glieder   der  Progression,  von    demjenigen   an, 

welches  |/n-4  —  (7  am  nächsten  liegt,  bis  zum  letzten  Gliede  nA  —  C, 
beträgt  nahezu  n  —  y  -j  (denn  man  nimmt  C<.A  an,  und  es  ist 

t  <  y^A) .    Mithin  giebt  es  unter  den  n  Gliedern  der  betrachteten 

Progression  wenigstens  ebensoviel  Primzahlen,  als  in  ■  oder 

ungefähr  in  1/^  Einheiten   enthalten   sind.      Diese   Zahl    kann    so 

grofs  werden  als  man  will,  wenn  man  n  einen  geeigneten  Wert 
giebt     Folglich: 

Jede  arithmetische  Progression,  deren  erstes  Glied  und 
Differenz  relative  Primzahlen  sind,  enthält  unendlich  viele 
Primzahlen. 

Diesen  Satz,  welcher  in  der  Zahlentheorie  von  grofsem  Nutzen 
ist,  habe  ich  in  den  Abhandlungen  der  Akademie  der  Wissenschaften 
vom  Jahre  1785  angegeben.  Bisher  jedoch  war  ein  Beweis  des- 
selben noch  nicht  bekannt,  und  schien  derselbe  grofse  Schwierigkeiten 
darzubieten. 

412. 

Man  konnte,  falls  es  notig  wäre,  die  Grenzen,  zwischen  denen 
eine  Primzahl  liegen  mufs,  stufenweise  verengern;  denn  die  Zahl 
jf(i-i)^    welche  die  Ausdehnung  dieser  Grenzen  angiebt,  nimmt  zu 

gleicher  Zeit  mit  n  und  zwar  im  Verhältnis  von  Yn^  ab.  Wenn  dem- 
nach n  kleiner  oder  die  Progression  weniger  weit  fortgesetzt  ist,  so 
bedarf  man  einer  geringeren  Anzahl  von  aufeinanderfolgenden  Glie- 
dern, am  unter  ihnen  eine  Primzahl  zu  finden,  als  wenn  die  Pro- 
gression eine  grofsere  Ausdehnung  besitzt.  Aus  diesem  Grunde  würde 
man  fOr  die  Anzahl  der  Glieder  der  Progression,  welche  Primzahlen 

sind,  eine  Zahl  gröfser  als   y-^  finden.    Dieses  Resultat  würde  noch 

grofser  werden,  wenn  man  die   ungeraden  Primzahlen,  welche  in  A 
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aufgehen  können,  ausschliefst;  denn  ist  die  Anzahl  dieser  gleich  t, 
so  müfste  man  an  Stelle  der  im  Satze  der  No.  410  erwähnten  Zahl 
3j(*— 1)  die  Zahl  «<*— 1— 0  nehmen.  Jedoch  sind  diese  Bemerknngeji 
minder  wichtig,  vielmehr  genügt  es,  allgemein  bewiesen  zu  haben, 
dafs  jede  arithmetische  Progression,  in  welcher  Ä  und  C  relaÜTe 
Primzahlen  sind,  unendlich  viele  Primzahlen  enthält  Was  die  Menge 
der  unter  n  Gliedern  der  Progression  enthaltenen  Primzahlen  betriffi, 
so  kann  dieselbe  nur  mittelst  anderer  Betrachtungen  bestimmt  werden« 

413. 

Wir  untersuchen  jetzt  specieller  die  Progression  der 
ungeraden  Zahlen  1,  3,  5,  7,  9, ...  2n  —  1,  und  stellen  uns 
die  Aufgabe  zu  bestimmen,  wie  viele  Glieder  wir  zu  dieser 
Progression  hinzufügen  müssen,  damit  sich  unter  diesen 
Gliedern  notwendig  eine  Primzahl  vorfinde. 

Ist  ip  die  Primzahl,  welche  der  Aufgabe  genügt^  und  m  die  un- 
mittelbar auf  ^  folgende  Primzahl,  so  mufs  unserm  Satze  zufolge  a 

die  grofate  in  V2n-f-2^ — 1  enthaltene  Primzahl,  mithin 

0,2  —  2^+  1<2» 

sein.     Es  kann  aber  oi  —  ^  nicht  kleiner  als  2  sein;  folglich  erhält 

man: 

o^  — 2ci+ 1  <2w  — 4, 
somit: 

©  -  1<  |/2n^^4, 

und  daher: 


^<—  1  +}/2w  — 4. 

Diese  allgemeine  Lösung  liefert  den  folgenden  Sats: 

Ist  ^  die  gröfste  in  )/2n  —  4  —  1  enthaltene  Primzahl, 
so  giebt  es  unter  den  ^,  unmittelbar  auf  2n  —  1  folgenden 
ungeraden  Zahlen  stets  wenigstens  eine  Primzahl. 

414. 
Ist  z.  B.  2w  —  1  =  113   oder   n  «=■  57,   so   ist   die   grofsie    in 


yilO  —  1  enthaltene  Primzahl  7.  Mithin  giebt  es  unter  den  sieben 
auf  113  folgenden  ungeraden  Zahlen,  welche  lauten:  115,  117,  119, 
121,  123;  125,  127,  notwendig  eine  Primzahl.  Dieselbe  ist  127,  also 
gerade  die  siebente. 

Man  findet  hier  die   auf  7  bestimmte   Grenze  gerade   von  der 
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erforderlichen  Grofse.  Sehr  häufig  aber,  und  besonders  wenn  n  sehr  grofs 
ist,  ist  die  gefundene  Grenze  viel  zu  weit.  Man  würde  sie  noch 
weiter  hinausrücken,  dafür  aber  den  Wortlaut  des  Satzes  verein- 
fachen, wenn  man  sagte,  dafs  zwischen  L  und  Z  -}-  2  YL  sich  not- 
wendig eine  Primzahl  vorfinden  mufs. 

Dieser  Satz  ist  wenigstens  ein  erster  Schritt  zur  Lo- 
sung der  als  sehr  schwierig  betrachteten  Aufgabe,  eine 
Primzahl  zu  finden,  welche  grofser  als  eine  gegebene 
Grenze  ist. 

Bemerkung.  Gäbe  man  n  sehr  kleine  Werte,  so  würde  man 
finden,  dafs  dieser  Satz  einigen  Ausnahmen  unterworfen  ist.  Da  wir 
jedoch  vorausgesetzt  haben,  dafs  ^  ein  Glied  der  Reihe  3,  5,  7,  11,... 

sein  soll,  so  mufs  y2w  —  4  —  1  >  3  und  somit  n  >  10  sein.     Als- 
dann aber  giebt  es  keine  Ausnahme. 

§  10. 

Es  wird  bewiesen,  dafs  jeder  quadratische  Teiler  der  Formel  ^  -}~  ^^^^ 
wenigstens  eine  Zahl  Z  enthält,  welche  kleiner  als  N  und  prim  zu 

iV  oder  y  ^  ist» 

415. 

Dieser  Satz  ist  notwendig,  um  den  Beweis  des  Satzes  12  im 
dritten  Hauptteile  zu  vervollständigen;  er  findet  sich  unmittelbar  an 
allen  Beispielen,  die  man  sich  vorlegen  kann,  bestätigt,  ja  man  kann 
sogar  den  allgemeinen  Wert  von  Z  bei  einer  grofsen  Zahl  von  qua- 
dratischen Teilern  angeben,  welche  einen  unbestimmten  Koefficienten 
enthalten  und  sich  daher  auf  unendlich  viele  Werte  von  N  beziehen. 
Indessen  wollen  wir  von  diesen  speciellen  Fällen  nur  diejenigen  an- 
führen, welche  notwendig  sind,  um  zum  allgemeinen  Beweise  des 
Satzes  zu  gelangen. 

Da  wir  hauptsächlich  die  Formeln  der  Tafel  YIII,  welche  den 
Gegenstand  des  erwähnten  Satzes  bilden,  im  Auge  haben,  so  werden 
wir  uns  derselben  Benennungen  bedienen.  Es  sei  also  der  quadratische 
Teiler  gegeben: 

r  ==  cy^  4"  26j/jef  +  «^*, 
in  welchem 


ac  —  b^  =  Ny    a  und  c  >  26,    und  c  <  2  ]/yiV 
ist    Wir  setzen  voraus,  dafs  die  drei  Zahlen  a,  b,  c  keinen  gemein- 
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schaftlichen  Teiler  haben;  denn  hätten  sie  einen  solchen,  so  konnte 
der  ausgesprochene  Satz  offenbar  nicht  stattfinden. 

416. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist^  bemerken  wir  zunächst,  dafs  es 
zwei  Hauptfälle  giebt,  in  denen  man  den  Wert  von  Z  un- 
mittelbar erhält. 

1)  Wenn  die  eine  der  beiden  Zahlen  a  und  c  entweder  keinen 
oder  nur  den  Teiler  2  mit  N  gemeinsam  hat,  so  kann  mau  diese 
Zahl  für  Z  nehmen. 

2)  Wenn  in  dem  gegebenen  quadratischen  Teiler  das  zweite  Glied 
fehlt,  so  dafs  man  f  =  cy*  +  ^^  ^^^  N  =^  ac  hat,  so  ist  ersicht- 
lich, dals  die  in  T  enthaltene  Zahl  c  -}-  a  kleiner  als  ac  ist  und  mit 
ac  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  hat.  Demnach  ist  in  diesem 
Falle  allgemein  Z  =  c  -{-  a. 

Es  handelt  sich  also  nur  noch  darum,  die  Fälle  zu  untersachen^ 
wo  b  von  Null  verschieden  ist,  und  jeder  der  Koefficienten 
a  und  c  mit  N  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  hat. 

Unter  dieser  doppelten  Voraussetzung  kann  man  die  gesuchte 
Zahl  nicht  nur  in  der  gegebenen  Formel  ct/^  -{-  2by0  -j"  ^^f  sondern 
auch  in  der  weniger  allgemeinen  Formel  cy*  +  26y  +  a  finden.  Wir 
werden  daher  zeigen,  dafs  man  stets  der  Gleichung 

Z  =  cy*  +  26y  +  a 

genügen  kann,  wenn  man  annimmt,  dafs  Z  kleiner  als  N  und  prim 

zu  N  oder  —N  ist. 

417. 

Es  sei  d^k  der  grofste  Teiler,  welchen  c  und  N  gemeinsam 
haben.  Wir  stellen  diesen  Teiler  in  der  angegebenen  Weise  dar,  um 
auszudrücken,  dafs  A  nur  ungleiche  Faktoren  besitzt,  und  um  aus 
der  Gleichung  ac  —  6*  =  -N"  schliefsen  zu  können,  dafs  91  der  grofste 
gemeinschaftliche  Teiler  von  c  und  b  ist.    Ist  daher: 

c  =  tnc\      b  =  ^lb\      N  =  »nN', 

so  erhält  man: 

N'^ac—lb'\ 

und  der  Teiler  Z  geht  über  in: 

Z^d^^kcY  +  2»kb'y  +  a. 

Ich  bemerke  nun  zunächst,  dafs  Z  keinen  gemeinschaftlichen 
Teiler  mit  d'X  haben  kann;  denn  wenn  eine  und  dieselbe  Primzahl  a 
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in  Z  und  d'X  aufginge,  so  würde  dieselbe  der  vorstehenden  Gleichung 
zufolge  offenbar  auch  in  a  aufgehen.  Es  würden  daher  die  drei 
KoefGcienten  a,  b,  c  durch  eine  und  dieselbe  Zahl  teilbar  sein^  was 
gegen  die  Voraussetzung  ist. 

Es  ist  aber  N'=  d*kN\  Wenn  es  demnach  zwischen  Zund  N 
einen  gemeinsamen  Teiler  giebt,  so  wird  dieser  Teiler  auch  den  beiden 
Zahlen  Z  und  N'  gemeinsam  sein,  und  umgekehrt,  wenn  Z  und  If 
prim  zu  einander  sind,  so  werden  es  Z  und  N,  wie  die  Aufgabe  es 
verlangt^  ebenfalls  sein. 

Es  reduciert  sich  demnach  alles  darauf  zu  bewirken,  dafs  Z  und 
y  unter  einander  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben.  Multi- 
pliciert  man  nun  den  Wert  von  Z  mit  c\  so  ergiebt  sich: 

und  ferner  sind  die  Zahlen  c'  und  N'  prim  zu  einander,  da  ^^X  der 
grofste  gemeinschaftliche  Teiler  von  c  und  N  ist.  Mithin  ist  man 
sicher,  dals  Z  und  N  keinen  ungeraden  gemeinschaftlichen  Teiler 
haben,  wenn  man  es  so  einrichtet,  dafs  9c'y-\'b'  und  N'  prim  zu 
einander  sind. 

418. 

Nennt  man  a^  a\  a'\  ...  af^  die  i  verschiedenen  ungeraden 
Primzahlen,  welche  in  If  aufgehen  können,  bezeichnet  man  femer 
mit  fi('~'^  das  i  —  1^  Glied  in  der  natürlichen  Reihe  der  Primzahlen 
3,  5,  7,  11,  • . .,  und  bildet  man  dem  allgemeinen  Gliede  ^cy-^V 
gemäfs,  wo  d'c'  und  V  prim  zu  einander  sind,  die  nach  beiden  Seiten 
hin  unbegrenzte  arithmetische  Progression: 

so  giebt  es,  wie  in  No.  410  bewiesen  worden  ist,  unter  fi^*"~^^  auf- 
einanderfolgenden Gliedern  dieser  Progression  wenigstens  eins,  welches 
durch  keine  der  Primzahlen  a ,  a",  a" ,  . . .  a^*^  teilbar  und  somit 
notwendig  prim  zu  N'  ist. 

Man  findet  daher  auf  diese  Weise  beliebig  viele  Werte  von  Z, 
welche  mit  N  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben.  Es  ist  aber 
noch  zu  zeigen,  dafs  es  unter  diesen  Werten  wenigstens  einen  giebt^ 
welcher  kleiner  ist  als  N, 

419. 

Wir  bemerken  zunächst,  dafs  man,  um  die  Grenzen  der  Werte 
von  y  za  erhalten,  für  welche  Z  kleiner  wird  als  N,  die  Gleichung 

L«g«ndr6,  Zahlenthaorie  n.  ü 
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auflösen  mufs;  dieselbe  liefert  als  diese  Grenzen  die  Werte: 


—  5  +  ycN—  c  „        —  5  —  VcN  -  c   •, 


Ihre  Differenz  —  ^C-AT —  c  stellt  nahezu  die  Anzahl  der  Werte  von  y 

dar,  für  welche  Z  <iN  ist.  Denn  beachtet  man,  dafe  6  <  -^  c  ist, 
so  findet  man  mit  Hülfe  der  vorstehenden  Werte  leicht,  daEs  die  An- 
zahl   dieser  Werte   gleich   der   groMen   in  —Yclf—c  enthaltenen 

c 

ganzen  Zahl  oder  höchstens  um  eine  Einheit  grofser  als  diese  ganze 
Zahl  ist.    Bezeichnet  man  also  jene  Zahl  mit  n,  so  hat  man: 

oder  in  gewissen  Fällen: 

Indessen  kann  man  allgemein  den  ersten  Wert  festhalten,  wodurch 
die  Rechnung  nur  noch  beweiskräftiger  für  unsem  Satz  wird. 

Diesem  Werte  kann  man  eine  bequemere  Form  geben.  Da  die 
beiden  Zahlen  a  und  c.  mit  N  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben 
und  &  nicht  gleich  Null  ist,  so  mufs  h  wenigstens  durch  zwei  von  ein- 
ander verschiedene  ungerade  Primzahlen  teilbar  sein.  Es  kann  daher 
b  nicht  kleiner  als  3x5  sein,  und  da  c>2b  ist,  so  mnfs  c>30  sein. 

Dieselbe  Zahl  c,  die  wir  als  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  a 

und  c  angenommen  haben,  ist  <  2l/y^,  und  da  cN — c>(c —  1)^' 
ist;  so  kann  der  Wert  von  n   auf  die  Form  gebracht  werden: 

Hierin  ist >  —  und  — ^—  >  1.    Mithin  ergiebt  sich: 

Es  ist  jetzt  zu  zeigen,  dafs,  welches  auch  die  Anzahl  der  ver- 
schiedenen Primfaktoren  von  iV'  sein  möge,  doch  stets  fi(*~*><«'  ist 


*)  Diese  Werte  sind  inkoiTekt,  insofern  an  Stelle  von  YeN —  c  fibeial) 


YcN  —  N  zu  setzen  ist.    Hierdurch  wird  indessen  der  schlielsliche  Greiuwert 

für  n'  nicht  beeinflufst,  da  später  wieder  der  richtige  Wert  YeN —  N  eingi^ 
fährt  wird.  Anm.  d.  Obers. 
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420. 

Wir  nehmen  den  Wert  If  =  ac  —  Xb'^  wieder  auf  und  setzen 
Toraus^  dafs  der  gröfste  gemeinschaftliche  Teiler  von  a  und  N  gleich 
IL^v  sei,  wo  fi^  der  gröüste  in  ihm  enthaltene  quadratische  Faktor  ist. 
Alsdann  mufs  V  durch  fii/  teilbar  sein.    Setzt  man  also: 

a  «=  y}vd ^      V  =  ^v6", 
so   erhalt  man: 

Der  Faktor  u}  konnte  sich  auf  1  reducieren,  v  dagegen  ^st  ein  un- 
gerader Faktor,  der  notwendig  bleiben  mufs,  da  der  Beweis  unter 
der  Annahme  geführt  wird,  dafs  a  und  N  einen  andern  gemein- 
schaftlichen Teiler  als  2  haben.  Was  den  andern  Faktor  de' — kvV'^ 
anlangt,  so  kann  man  zeigen,  dafs  er  grofser  ist  als  ^kvV'K  Denn 
da  a  und  c  beide  grofser  als  2h  sind,  so  hat  man  ac  >  45^  und  so- 
mit dc>A:kv})'^.  Hiemach  sieht  man,  dafs  N'  nicht  weniger  als 
zwei  verschiedene  ungerade  Faktoren  haben,  oder  dafs  i  nicht  kleiner 
als  2  sein  kann.  Wir  wollen  nun  der  Reihe  nach  die  verschiedenen 
Fälle  untersuchen,  welche  je  nach  den  verschiedenen  Werten  von  i' 
stattfinden. 

1)  Wir  nehmen  an,  dafs  N'  nur  zwei  Faktoren  v  und  a 
habe.  Da  alsdann  t  gleich  2  ist,  so  hat  man  ^(*'— ^)  =s  ^(i>=  3, 
weil  3  das  erste  Glied  der  Reihe  3,  5,  7,  11,  . . .  ist.  Man  hat  dem- 
nach zu  beweisen,  dafs  n  grofser  ist  als  3. 

Da  einerseits  N'^^va,  andererseits  ?7^'>3Av*6"*  ist,  so  ist 
amsomehr  a>  3Xv,  und  da  die  kleinsten  Zahlen,  welche  für  X  und  v 
genommen  werden  können,  3  und  5  sind,  so  ist  a  >  45.  Mithin  darf 
man  a  nicht  kleiner  als  46  oder  47  annehmen;  man  kann  a  =  46 
setzen,  da  der  Faktor  2  nichts  an  dem  Resultate,  das  man  haben 
will,  ändert.  Alsdann  hat  man  N=^  d^XN'  =  ^kv  •  46.  Der  kleinste 
Wert  •  von  N  ist  also  jV«=  3  •  5  •  46  =  690,  woraus  folgt: 

n>-Jg-V690>9,37. 

Wenn    daher   If   nur   zwei   ungerade   Primfaktoren    besitzt,    so   ist 
«'>^(t-i). 

2)  Wir  setzen  voraus,  dafs  N'  drei  Primfaktoren  besitze, 
and  femer,  dafs  diese  Faktoren  von  einander  verschieden  seien,  damit 
der  Wert  von  i  um  so  grofser  werde.  Setzt  man  also  N'  ^^  vaß, 
i  a  3^  wodurch  sich  fi^*"*^  =  ft^*^  =  5  ergiebt,  so  mufs  ebenfalls 
X>3v^äV^  und  somit  aß>3vX  sein.    Das  Minimum  der  Grofse 

6* 
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3i/A  ist  3  .  3  .  5  oder  45^  also  aß  >  45.  Da  aber  die  Zahlen  a  and  ß 
ungleich  und  von  3  und  5  yerschieden  sein  müssen,  so  darf  man  für 
a  und  ß  keine  kleineren  Werte  nehmen  als  7  und  11.  Diese  geben 
N'=V'  7  •  11,  und  der  kleinste  Wert  von  N=d-^kN'  wird  kv  -1  -W 

oder  3  .  5  .  7  •  11.  Oflfenbar  ist  aber  j/3  -  5  •  7  •  11  >  5.  Mithin  bat 
man  n  >  fi^'"'^^ 

3)  Ist  N'  ^=  vaßy,  und  sind  diese  vier  Faktoren  ungerade  und 
von  einander  verschieden,  so  ist  i  «« 4  und  ^<'-i)=^W=7.  In 
diesem    Falle    ist    der    kleinste    Wert    von    N=d^kvaßy    gleich 

3  .  5  •  7  .  11  -  13.  Nun  ist  aber  1/35.  7- 11-13  oder  yj^Ul^^y 
oflfenbar  gröfser  als  7.    Mithin  hat  man  ebenfalls  n  >  fi^'"'*^ 

4)  Nimmt  man  noch  einen  Faktor  hinzu,  so  ist  t  =  f), 
|x<«-i)  =  11,  und  der  kleinste  Wert  von  JV^ist  3  •  5  •  7  •  11  •  13  •  17  oder 

11  .  13  .  17  .  105.    Da  nun  t/iV>  22  ist,  so  ist  n>^\/N>  fi^'-K 

Die  Ungleichheit  wird  oflfenbar  zu  Gunsten  von  n  immer  grölser 
und  grofser,  je  mehr  die  Anzsihl  der  Faktoren  über  drei  hinaus 
wächst.  Mithin  ist  der  Satz  streng  bewiesen,  sobald  IT  eine 
beliebige  Anzahl  von  ungeraden  ungleichen  Faktoren  besitzt 

Kommen  in  N'  gleiohe  Faktoren  vor,  so  treten  dieselben 
nur  als  einfache  Faktoren  in  den  Wert  von  i  und  somit  in  den  von 
^(•-1)  ein.  Jedoch  nimmt  ^N  immer  mehr  zu  und  die  Ungleichheit 
wird  zu  Gunsten  von  n'  noch  viel  gröfser.  Ebenso  verhält  es  sich 
mit  dem  Faktor  2,  welcher  zwar  den  Wert  von  n,  nicht  aber  den 
von  fi^*""*^  vergröfsert. 

Mithin  kann  man  in  allen  Fällen,  welche  nicht  zu  den  Fallen 
1  und  2  in  No.  410  gehören,  stets  eine  oder  mehere  Zahlen  Z  finden, 

welche  kleiner  als  N  und  prim  zu  N  oder    -  N  sind. 


§  11. 

Methode  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  Glieder  in  einer  beliebigen 
arithmetischen  Progression,  welche  durch  keine  der  in  einer  gegebenen 

Reihe  enthaltenen  Primzahlen  teilbar  sind. 

421. 
Wir  betrachten  wiederum  die  arithmetische  Progression: 
A  —  C,    2A-C,    SA-'G,  -nÄ  —  C, 
in  welcher  A  und  C  zu  einander  prim  sind.    Ist  dann  d^  eine  Prim- 
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zahl,  welche  nicht  in  A  aufgeht,  bestimmt  man  ferner  die  Zahl  ^^  <  ^ 
so,  dafs  A9^  -{-  C  durch  d"  teilbar  ist,  und  setzt  man  x^^  ^a  —  %^^ 
so  wird  für  alle  in  dieser  Formel  enthaltenen  Werte  von  x  der  Aus- 
druck Ax  —  C  durch  %•  teilbar  sein.  Nachdem  dieses  festgestellt  ist, 
fragen  wir,  wie  viele  durch  ^  nicht  teilbare  Glieder  es  in 
der  gegebenen  Progression  giebt,  wenn  die  Anzahl  aller 
Glieder  gleich  n  ist. 

Ist  n  ein  Vielfaches  von  ^,  so  ist  offenbar  die  Anzahl  der  durch 

d  teilbaren  Glieder  gleich  ^-    Wird  daher  die  Anzahl  der  durch  ^ 

nicht  teilbaren  Glieder  y  genannt,  so  ist: 

j,=„_-j=„(i_|). 

Ist  dagegen  n  kein  Vielfaches  von  d-,  so  giebt  die  vorher- 
gehende Formel  bis  auf  einen  Bruch  die  Anzahl  der  durch  %'  nicht 
teilbaren  Glieder  an.  Um  aber  eine  in  allen  Fällen  genaue  Formel  zu 
erhalten,  bemerken  wir,  dafs  die  durch  %■  teilbaren  Glieder  die  Reihe 
bilden:  ^(-^_^o)-C7,  A{2^  —  ^"^  -  C,  ^(3^  — -9^)  -  C,  . . . 
bis  zu  einem  Gliede  hA%^  —  A%'^  —  (7,  das  An  —  C  möglichst  nahe 
liegt  und  kleiner  als  An  —  C  ist. 

Bezeichnen  wir,  wie  gewöhnlich,  mit  E( — — — j  die  gröfste  in 

— ^ —  enthaltene  ganze  Zahl,  so  ist  diese  ganze  Zahl  der  Wert 
von  h.  Mithin  ist  die  Anzahl  der  durch  ^  teilbaren  Glieder  in  der 
gegebenen  Progression  gleich  Ey^-^ — ],  und  somit  die  Anzahl  der 
durch  ^  nicht  teilbaren  Glieder  gleich: 

Wenn  n  durch  %•  teilbar  ist,  so  ist  die  gröfste  in  ---q, —  enthaltene 
gaDze  Zahl,  welches   auch  d^  sein  möge,  gleich   v^,   da  d^  positiv 


und  kleiner  als  ^  ist.    Es  ist  also  dann  y  =  n  — ^  >  wie  oben. 


n 


422. 

Es  seien  jetzt  d'  und  A  zwei  nicht  in  A  aufgehende  Primzahlen, 
und  es  werde  die  Aufgabe  gestellt  zu  bestimmen,  wieviel  Glie- 
der es  in  der  nämlichen  Progression  giebt,  die  weder  durch  d' 
noch  durch  X  teilbar  sind. 
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Bezeichnen  wir  allgemein  durch  A^  die  positive  und  unterhalb  A 
liegende  Zahl^   f&r  welche  At^-^-G  durch  A  teilbar  ist,    so    giebt 

—  -^ — j  die  Anzahl  der  durch  ^  teilbaren   Glieder 

— -^ — )  die  Anzahl  der  durch  X  teil- 
baren Glieder  an.  Zieht  man  beide  Zahlen  von  der  Gesamtzahl  n 
ab.  so  bleibt 

übrig.  Auf  diese  Weise  würde  man  jedoch  die  durch  ^l  teilbaren 
Glieder  zweimal  abgezogen  haben;  um  sie  daher  nur  einmal  abzu- 
ziehen; wie  die  Aufgabe  es  verlangt,  mufs  man  zu  der  vorstehenden 
Grofse   die  Anzahl   der   durch   ^A  teilbaren  Glieder,   welche   gleich 

"^\~~Vr~^/  ^®*''  *<i^^®r®^-     Man  erhält  so  die  gesuchte  Zahl: 

In  dem  Falle,  wo  n  ein  Vielfaches  von  ^l  ist,  geht  diese  Formel 
über  in: 

,_„(,_^)(._-). 

423. 

Allgemein  seien  d*,  A,  fi,  . . .  ^,  o  beliebig  viele  Primzahlen 
(aufser  2),  von  denen  keine  in  A  aufgeht,  und  es  werde  die  Auf- 
gabe gestellt,  zu  bestimmen,  wieviel  Glieder  es  in  der  Progression 
A  — (7,  2A  —  C,  ...  nA  —  C  giebt,  welche  durch  keine  von 
diesen  Primzahlen  teilbar  sind. 

Hierbei  mufs  man  zwei  Fälle  unterscheiden. 

1)  Ist  n  ein  Vielfaches  des  Produktes  d-Afi...^«»,  so  ist 
die  gesuchte  Anzahl: 

»-«(>-i)('-4)('-7) -('-i)-      (•-) 

Diese  nämliche  Formel  liefert  allgemein  für  jeden  Wert  von  n 
ein  angenähertes  Resultat.  Indessen  könnte  die  Annäherung  ziem- 
lich mangelhaft  werden,  wenn  das  Produkt  d-Afi  . . .  ^o  gleich  einer 
sehr  hohen  Potenz  von  n  wäre. 

2)  Was  auch  n  sein  möge,  man  erhält  stets  die  riohtige 
Lösung  mit  Hülfe  der  Formel: 
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Darin  bedeutet 

die  Summe  der  ganzen  Zahlen  E  y^-^ — ),  E  \^-K — )  •  •  • ,  welche  von 
den   einfachen  Zahlen  ^^  A,  . . .  herrühren; 

die   Summe  der  ganzen  Zahlen  J?(  "* +^f  ^^' ),  Jgf^^Li^ML)^  ...^ 

welche  von  den  Produkten  je  zweier  dieser  Zahlen  herrühren  u.  s.  w. 
Diese   Gröfsen    müssen   für   alle   möglichen   Kombinationen   ge- 
bildet und  mit  denselben  Vorzeichen  versehen  werden ,  wie  die  Glieder 
mit  gleichem  Nenner  in  der  Entwicklung  des  Produktes 

-(l-F)(l-f)(l.-J)-('-i)- 
Man  mufs  jedoch  beachten,  dafs  in  der  Formel  Q/)  die  Glieder 

nicht  weiter  fortgesetzt  werden  dürfen,  als  die  Nenner  A  das  letzte 

Glied  der  gegebenen  Reihe  An  —  C  nicht  übersteigen.     Denn  ist  A 

grofser  als  An  —  (7,  so  ist  die  Zahl  A^,  für  welche  ^A®  +  (7  durch  A 

teilbar  wird,  kleiner  als  A  —  n,  und  daher  El — ^ — j  =  0. 

In  dem  Falle,  wo  n  ein  Vielfaches  des  Produktes  ^Afi . . .  ^oi 

ist,   rednciert  sich  jedes  Glied  ^{—^ — )   der  Formel  (6')   auf  ^; 

man  kommt  daher  genau  auf  die  Formel  (a)  zurück. 

Ist  allgemein  n  ^^  hQ  -^^  m^  so  besteht  der  Wert  von  y 

1)  aus  dem  Teile  ]c(d'  —  1)  (A  —  1)  •  •  •  (©  —  1),  welcher  dem 
Werte  n  =  %Q  entspricht,  und 

2)  aus  dem  Teile,  welcher  dem  Teile  n=^m  entspricht  und  durch 
die  Formel  (6')  gegeben  wird. 

424 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  man  die  Progression  der  un- 
geraden Zahlen  1,  3,  5, ...  2n— 1  betrachtet,  hat  maxiA=2,  C=l, 
und  der  Wert  von  A®,  für  welchen  2A^  +  1  durch  A  teilbar  wird,  ist 

allgemein  A®  =  -r-  (^  —  !)•   ^^®^  gestattet,  alle  Glieder  der  Formel  (6') 
unmittelbar  zu  bilden,  und  zwar  ist  jedes  gleich  +Ey^.  ""    )' 

Soll  man  z.  B.  bestimmen,  wieviel  Glieder  unter  den  100  ersten 
Gliedern  der  Progression  1,  3,  5,  7,  9,  ...  es  giebt,  die  durch  keine 
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von  den  Primzahlen  3,  5,  7,  11  teilbar  sind,  so  giebt  die  allgemeine 
Formel: 

,-.<x)-£(Ä) +«(-)-<::) 

Weiter  hat  man  nicht  zu  gehen ,  weil  die  andern  aus  den  Faktoren 
3,  5,1,  11  gebildeten  Produkte  199,  das  letzte  Glied  der  gegebenen 
Reihe,  übersteigen.  Berechnet  man  also  die  ganzen  Zahlen^  so  er- 
hält man  y  =  43. 

Die  Näherungsformel  (a)  giebt  fiir  denselben  Fall: 

.^      2       4       6       10  .-43 

^  3       ö"  '   7       11  77  ' 

was  sich  nur  wenig  von  der  Wahrheit  entfernt. 

425. 

Wir  untersnchen  nun  specieller  die  Reihe  der  unseiadeoi 
Zahlen  1,  3,  5,  7,  .  .  bis  2n  —  1  =  a  und  bezeichnen  zur  Ab- 
kürzung mit  tI—)  die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Progression,  welche 

übrig  bleiben,  nachdem  man  diejenigen  weggelassen  hat,  die  durch 
irgend  eine  der  aufeinanderfolgenden  Primzahlen  3,  5,  7,  11,  ...  o 
teilbar  sind.    Wir  unterscheiden  hierbei  zwei  Fälle. 

Ist  CD  ^  yä,  so  sind  alle  in  Betracht  kommenden  Glieder  Prim- 
zahlen. Bezeichnen  wir  daher  durch  N({o,a)  die  Anzahl  der  Prim- 
zahlen von  (D  bis  a,  diese  beiden  Zahlen  mit  eingeschlossen,  ao 
hat  man: 

t(^)  =  JV(«,o). 

Was  die  Zahl  N{(o,  a)  angeht,  so  findet  man  dieselbe  entweder  aus 
den  Tafeln  oder  mittelst  der  Näherungsformel: 


a  (o 


N(ca,  a)  =  1  +  -. "i , 

^    '     ^  '      log  a  —  c  log  (o  —  c  ' 

in  welcher  c  «=  1,08366  ist 
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2)  Ist  m  <  yä,  80  bezeichnen  wir  mit  o',  o",  ...  die  Prim- 
zahlen^ welche  auf  cd  folgen  von  oi  bis  zu  Ya,  femer  mit  a,  a ',  a  " . . . 

die  grofsten  in  den  Brüchen  —  ,  — -,  -ttt,  •  •  •  enthaltenen  ungeraden 

ganzen  Zahlen.    Alsdaim  kommen  unter  den  Gliedern,  deren  Anzahl 

durch   ^(— )  dargestellt  ist,  zunächst  alle  Primzahlen  von  a   bis  a 

vor,  und  diese  geben  zusammen  mit  dem  ersten  Gliede  1,  welches 
stets  zu  den  übrigbleibenden  gehört,  die  Zähl  N  {p,  a)  -j"  1  oder 
Ni&f  a).  Sodann  treten  darunter  auf  die  Zahlen,  welche  aus  der 
Multiplikation  von  o'  mit  jeder  der  Primzahlen  von  io  bis  a  ent- 
stehen  und  deren  Anzahl  N{(o\a)  ist,  u.  s.  w.    Man  erhält  daher: 

t(^)  =  JV(a,,  o)  +  Nim,  a)  +  Nim",  a")  +  •  •  • 

Diese  Gröfse  kann  man  leicht  mit  Hülfe  einer  hinreichend  weit 
sieh  erstreckenden  Primzahltafel  berechnen.  Fängt  man  nämlich  bei 
den  letzten  Gliedern  an  und  kennt  man  z.  B.  den  Wert  von  N{(o\  a"), 
so  findet  man  daraus  N{cj,  a)  =  N(a)\  a")  +  ^(?^>  c^');  wo  der 
Ausdruck  N(^,  a)  die  Anzahl  der  Primzahlen  von  a"  bis  d  ein- 
schliefslich,  oder,  falls  a"  keine  Primzahl  ist,  diese  Zahl  vermehrt 
um  eine  Einheit  bezeichnet. 

426. 

Um   eine  Anwendung  von  diesen  Formeln  zu  geben,    suchen 

wir  den.  Wert  von  T\—r^j  d.  h.  die  Anzahl  der  Glieder  der  Pro- 

l^ression  1,  3,  5,  7,  . . .  1251,  welche  durch  keine  der  Primzahlen 
3,  5,  7y  11,  13  teilbar  sind. 

Zunächst  finde  ich,  dafs  es  von  13  bis  1251  im  Ganzen  199  Prim- 
zahlen giebt,  so  dafs  also  ^(13,  1251)  «=  199  ist  Sodann  dividiere 
ich  1251   durch  die  Primzahlen  17,  19,  23,  29,  31,  welche  zwischen 

13  und  ]/l^51  liegen.  Die  daraus  entstehenden  ungeraden  Quotienten 
sind  73,  65,  53,  43,  39.  Aus  der  Tafel  findet  man  aber  JV(31,39)  =  2, 
.V(29,  43)  =  2  +  JV^(3?,43)—  5,  2V'(23,53)«-  5  +  JV(43,53)=  8, 
.V(19,  65)  =  8  +  iV^(68,  65)  =  1 1 ,   JV(17,  73)  =  11  +  JV(66,  73)  =  15. 

Die  Summe  dieser  Zahlen  ist  41;  mithin  t(^)  «  199  +  41  =  240. 

Die  Näherungsformel  {d)  giebt  in  demselben  Falle: 


t(-^)  =  626  X  0,3836  —  240. 


'.>  J" 


■J  K 
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Jedoch  ist  das  Resultat  nicht  immer  ebenso  genau.    So  würde  eben- 
diese  Formel 

^(nS^)  =  ^^^^  ^  0,28344  =  3015 
ergeben,  während  der  wahre  Wert  dieser  Gröfse  2987  isi 

427. 

Die   Gröfse   T\--\  oder  allgemein  JP(--)>   welche  sich  auf 

irgend  eine  Progression  A  —  C,  2A  —  (7,  3-4  —  C,  ...  nA  —  C  be- 
zieht, und  bei  welcher  man  beliebige  Primteiler  ^,  A,  fi, . . .  ^,  o  vor- 
aussetzt, läfst  sich  auf  andere  Gröfsen  derselben  Art  zurück- 
führen,  bei  welchen  die  Reihe  der  Teiler  weniger  ausgedehnt  ist. 

Der  Wert  von  -P(— );   welcher  durch  die  Formel  Q>)  gegeben 
wird,  ist  nämlich: 

»-iB(i±»')  +  r^(i±2Jr)-.... 

Man  bemerkt  hierin  zunächst  eine  Reihe  von  Gliedern,  welche  0  nicht 
enthalten,  und  deren  Summe  durch  -Pf;^)  dargestellt  wird,  was  vor- 
aussetzt, dafs  die  Reihe  der  Teiler  «d*,  A,  fi,  . . .  als  letztes  Glied  t 
hat.     Die    anderen    Glieder,    welche    ca    enthalten,    sind    allgemein 

—  jE(-^^"  j  +  TEy^^2  ^  ) Betrachten  wir  irgend  eines 

dieser  Glieder  ^\  J-)  ^^^  setzen  wir,  da  die  Zahl  a  den  Aus- 
druck Aa  -f-  G  durch  oA  teilbar  machen  soll,  a  =  io  -^  ^,  wo  ^ 
positiv  und  kleiner  wie  co  ist,  so  geht  das  Glied  E[ — -x""*)  ^^^  ^ 

\         oA         / 

Ist  ferner  n  +  /J  =  »'ai  +  y;  ^^  Y  positiv  und  kleiner  als  o 
ist,  so  hat  man: 

Will  man  sehen,  was  die  Zahl  h  bedeutet,  so  mufs  man  den  Wert 
a  =:  ^CD  ^  /)  in  die  Gröfse  Aa  -^^  C  einsetzen,  wodurch  sich 

osA 

ergiebt.  Hieraus  ersieht  man,  dafs  Aß  -{'  G  durch  cd  teilbar  sein 
mufs,  und  dafs  somit  ß  dasselbe  ist,  was  wir  oben  m^  genannt  haben. 

Setzt  man  also  /5  =  o®  und  ferner '^^—  =  C,  so  mufs  die  Gröfse  k 
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der  Gleichung  ^ —  »—  e  genügen,   so  dafs  man  ferner  i  =*  A® 

erhält 

Veremigt  man  nnn  alle  Glieder  -Sl— "x )  °^^*  Rücksicht  auf 

die  ihnen  zukommenden  Zeichen^  so  wird  ihre  Summe  dargestellt 
durch  —  -P'v^ji  ^^ -^  \"^)  diö  Anzahl  der  Glieder  bedeutet,  welche 

von  der  Progression  Ä  ^  C\  2Ä  —  C,  .  • .  nÄ  —  C  übrigbleiben, 
nachdem  man  dayon  alle  durch  irgend  eine  der  Primzahlen «^yA,^,...  ^ 
teilbaren  Glieder  abgezogen  hat.     Man  erhält  daher  schliefslich: 

eine  Formel,  welche  zur  Bestimmung  der  Gröfse  -P(— -)  mittelst  zweier 

andern  ähnlichen  Gröfsen  dient,  bei  denen  aber  eine  Primzahl  weniger 
in  Betracht  zu  ziehen  ist. 

Da  die  Zahl  C  im  Allgemeinen  verschieden  ist  von  (7,  so  ist 
die  Progression  A  —  G\  2Ä  —  C,  ...  ebenfalls  von  der  gegebenen 
Progression  verschieden;  sie  besitzen  jedoch  beide  dieselbe  Differenz  JL 
Aus  diesem  Grunde  haben  wir  die  auf  diese  neue  Progression  be- 
bezügliche Gröfse  P^y^T-)  durch  einen  dem  Buchstaben  P hinzugefügten 

Strich  von  der  andern  unterschieden. 

Übrigens    sieht    man,    dafs    C    unmittelbar    durch    den    Wert 

C'= -—  und  ebenso  n'  durch  die  Formel  n  =  El--— — )  ge- 
funden  wird. 

428. 

Die  beiden  Progressionen,  von  denen  soeben  die  Rede  war,  redu- 
eieren  sich  auf  eine  einzige,  wenn  ^  »s  2,  (7«a  1,  oder  wenn  es  sich 
um  die  Progression  1,  3,  5,  . . .  2n  —  1  handelt.    Alsdann  hat  man: 

«<•  =  1(0,-1),  0'=1,  „'-^(^Lti^^llil), 
und  unsere  Reduktionsformel  geht  über  in:  « 

Diese  Formel  enthält  eine  Art  von  Algorithmus,  der  nütz- 
liche Anwendungen  zuläfst. 

Wir  nehmen  z.  B.  an,  dafs  man  mit  Hülfe  der  Tafel  der  Prim- 
zahlen blofs  von  1  bis  100  wissen  wolle,  wieviel  Primzahlen  es  von 

1  bis  1000  giebt.    Die  Primzahl,  welche  unmittelbar  unterhalb  j/IÖbO 
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liegt,  ist  31.     Sucht  man  also  den  Wert  von  ^(-öt-)?  wobei  man 

alle  Primzahlen  von  3  bis  31  als  Teiler  betrachtet,  so  braucht  man 
zu  dem  Resultate  nur  noch  11  zu  addieren,  weil  31  die  zwölfte  Prim- 
zahl ist.    Nun  ist  nach  der  Formel  {d'): 

^(r )  -  ^(^^)  -  ^(1) 

T(-)  _  r(7.)  -  T(f ) 
^       r(^-)-r(--)-T(ii) 

Man  findet  ferner  aus  der  Primzahltafel  yon  1  bis  100: 

J-O-".  r(^)-".  H?)-^'- 

Die  Summe  dieser  Zahlen  ist  70.  Ferner  erhält  man  mittelst  der 
Formel  (6'): 

t{^)  =  228, 

mithin: 

t(-^^)  =  228  —  70  =  158. 

Addiert  man  hierzu  11,  so  ist  das  Resultat  169.  In  der  That  giebt 
es  169  Primzahlen  zwischen  1  und  1000. 

Durch    ein    ähnliches   Verfahren    überzeugt   man   sich,    da£s   es 
gpzwischen    1   und   1000000:    78527  Primzahlen    giebt,   ein  Resultat, 
welches  zur  Bestätigung  der  Formel  in  No.  394  dient. 

429. 

Kehren  wir  zur  allgemeinen  Formel  (6')  zurück  und  nennen 
wir  €  die  kleinste  positive  Zahl,  für  welche  J  6  + C  durch  Q  teilbal*  wird, 
so  können  wir  mittelst  der  einen  Zahl  s  die  verschiedenen  Glie- 
der der  Formel  (V)  in  bequemer  Weise  transformieren.    Ist  z.  B. 
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—-^ — 1  eines  dieser  Glieder,  wobei  A  allgemein  ein  Teiler  von  Q 

5iein  soll,  so  kann  man  €=Aa'\'d  setzen,  wo  d  positiv  und  kleiner  als 
A  ist.  Alsdann  geht  Äs-^C  über  in  -4A;ef  +  -4d  +  C,  und  da  diese 
(rröfse  durch  Q  und  umsomehr  durch  A  teilbar  ist,  so  mufs  Aö-\'C 
durch  A  teilbar  sein.    Dies  giebt  A^  =  d  =  £  —  AjET.    Man  hat  daher: 

Macht  man  eine  ähnliche  Transformation  bei  jedem  der  Glieder,  aus 
denen  die  Formel  (V)  zusammengesetzt  ist,  so  erhält  man  als  all- 
gemeines Resultat: 

wo  TT  eine  ähnliche  Funktion  wie  P  und  deren  allgemeiner  Wert  der 
folgende  ist: 

430. 

Dieser  Wert  der  Funktion  TT  läfst  erkennen,  dafs  er  nichts 
anderes  ist  als  die  auf  die  einfache  Progression  der  natürlichen 
Zahlen  1,2,  3,  ...  n  angewandte  Funktion  P,  und  dafs  derselbe 
demnach  die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Progression  bezeichnet,  welche 
übrig  bleiben,  nachdem  man  dfe  durch  irgend  eine  der  Primzahlen 
^,  A,  f*,  . . .  CD  teilbaren  Glieder  ausgeschlossen  hat.  In  der  That  hat 
man  in  dem  Falle,  wo  das  allgemeine  Glied  An  —  C  sich  auf  n  redu- 
ciert,  -4  =  1,  (7  =  0,  und  der  Wert  von  €,  für  welchen  Ä€ -{- C 
durch  Q  teilbar  wird,  ist  einfach  €  «=s  0,  so  dafs  sich  alsdann  P  in  TT 
verwandelt. 

Die  Funktion  TT  ist  ebenso  wie  die  Funktion  P  gleich  Null, 
wenn  n  «=  0  ist;  und  ist  n  negativ,  so  hat  man  allgemein: 

denn   die  Reihe  1,  2,  3,  ...  n  ist  ein  Teil  der  allgemeineren  Reihe 

3,  -2,  -1,0,1,  2,3,  4,..  • 

Nach  dem,  was  wir  schon  in  No.  423  bemerkt  haben,  ergiebt 
sich,  wenn  w «=  ÄQ  +  m  ist  und  Q'«=('9'-- 1)(A— l)(fi  —  1)...(cö — 1) 
gesetzt  wird: 

p(^°±üL)==,Q'  +  p(_;_).  07') 

Diese  Eigenschaft   wird   daher  auch  für  die  Funktionen  TT  und  T, 
welche  nur  besondere  Fälle  der  Funktion  P  sind,  gelten. 
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Die  Fanktion  P\—)  stimmt  mit  der  Grofse  Z(— )>-=•»• -5- 
stets  dann  überein,  wenn  n  ein  Vielfaches  von  Q  ist.  Darans  sieht  man, 
dafs  Zy—)  als  der  mittlere  Wert  von  •?(— )  betrachtet  werden 

kann,  so  dafs  also  P\—)  —  ^\)  ®^®  Grofee  ist,  welche  nach  der 

positiven  oder  negativen  Seite  hin  gewisse  Grenzen  nicht  über- 
steigen kann. 

Die  Gröfse  Zi—J  nimmt  bestandig  nm  -^  zn,  wenn  n  am  eine 

Einheit  wächst;  die  Funktion  •?(—)  nimmt  dagegen  nicht  so  regel- 

mäfsig  zu;  wenn  jedoch  n  zu  n  -{-  Q  geworden  ist,  so  haben  sie  beide 
nm  dieselbe  Gröfse  Q'  zugenommen.  Ä^llgemein  sieht  man,  dafs,  weil 
das  n+1*«  Glied  der  Reihe  ^  — C,  2^-C,  ...  gleich  {n+l)A-C 

ist,  die  Differenz  P(^"^    )  — -  P\—)  gleich  Null  oder  gleich  1  ist, 

je  nachdem  (w  +  1)  -4  —  (7  durch  einen  der  Faktoren  von  Q  teilbar 
oder  nicht  teilbar  ist. 

431. 
Betrachtet  man  die  Progression  1,  3,  5,  ...  2n —  1,    so  ver- 
wandelt  sich   die  Funktion  P  in   T,   und  es  ist  £  =  -  (^  —  1)  ^ 

setzen.     Ist  also  y(Q  —  1)  =  <y,  so  erhält  man: 

'■(^)-n(^)-TT(|). 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  wenn  man  das  Zeichen  von  n  ändert: 

r(-v^)-"(-7")-"fc)- 

Da  aber  die  Progression  1,  3,  5,  7,  . .,  nach  der  negativen  Seite  hin 
fortgesetzt,  —  1,  —  3,  —  5,  . . .  lautet,  so  ist  offenbar: 

Folglich  erhält  man  aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen: 

n(i±i)  +  n(i=i)-2n(i). 

Setzt  man  hierin  n  »^  <r,  so  folgt  daraus: 

"(¥)-2n(^)- 

Da  aber  2<y  +  1  =  Q  ist,  so  ist  offenbar: 
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mithin : 


2   ^  • 


Hierdurch  ergeben  sich  die  beiden  Formeln: 

Umgekehrt  folgt  ans  der  letzteren: 

und   setzt  man  diesen  Wert  in  die  Formel  (e)  ein^  so  erhält  man 
den  allgemeinen  Ausdruck  von  P*als  Funktion  von  T,  nämlich: 


?(;)-^(^^±i=^)-^(^)- 


(0 


Hieraus  folgt,  dafs  eine  beliebige  Progression  Ä—Cj2A — C,...nA  —  C 
ebensoyiel  zu  Q  prime  Glieder  enthält^  als  es  deren  in  einer  gleichen 
Anzahl  von  aufeinanderfolgenden  Gliedern  der  Reihe  der  ungeraden 
Zahlen  giebt,  wenn  man  diese  aufeinanderfolgenden  Glieder  nicht 
vom  Anfang  der  Reihe ,  sondern  von  dem  Gliede  2  s  —  26  -{-  1  an 
bis  zu  dem  Gliede  2n  -{-  2s  —  2<y  +  1  einschliefslich  nimmt. 

Diese  Eigenschaft  stellt  eine  sehr  bemerkenswerte  Be- 
siehniig  zwischen  einer  beliebigen  aritlixnetisohen  Progression 
and  der  einfachen  Progression  der  ungeraden  Zahlen  fest. 
Nach  dem  soeben  erhaltenen  Resultate  müssen  nämlich,  wenn  man 
diese  beiden  Progressionen  Glied  fUr  Glied  folgendermafsen  anordnet: 


nA  —  C 


>            ■           •           • 

-Ä-C 

2s  —  2a  —  3 

c 

2e  —  2a—l 

A-C 

2s-  2a  +  l 

2A  —  C 

2«  —  2o  +  3 

2£  — 2<y  +  2»—  1 


irgend  zwei  entsprechende  Glieder  durch  einen  der  Faktoren  von  Q 
entweder  alle  beide  teilbar  oder  alle  beide  nicht  teilbar  sein.  Dies 
kann  man  aber  leicht  unabhängig  von  der  vorstehenden  Theorie  be- 
stätigen. Denn  da  irgend  zwei  entsprechende  Glieder  durch  nA  —  C 
und  2£  4"  2n  —  2(^  —  1  dargestellt  werden,  so  gehen  diese  Glieder, 
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wenn  man  beachtet;  dafs  As  -{-  C  durch  Q  teilbar  und  2tf  -f-  1  =Q 
ist,  nach  Weglassung  der  Viel&chen  von  Q  bezüglich  über  in  il(ii  +  i) 
und  2{n  -{■•  s).  Dieselben  sind  daher  entweder  alle  beide  prim  zu  Q 
oder  alle  beide  nicht  prim  zu  Q,  je  nachdem  n  -{•  e  prim  oder  nicht 
prim  zu  Q  ist. 

Aus  dieser  Eigenschaft  oder  ans  der  Gleichung  (t)  folgt  femer, 
dafs,  wenn  es  in  der  Reihe  1,  3,  5,  7,  9, . . .  nicht  mehr  als  a  aufein- 
anderfolgende Glieder  giebt,  welche  durch  irgend  einen  der  Faktoren 
von  Q  teilbar  sind,  es  auch  in  einer  beliebigen  arithmetischen  Pro- 
gression A  —  C,  2A  —  C,...  nicht  mehr  als  a  aufeinanderfolgende 
Glieder  geben  kann,  welche   mit  Q   einen  gemeinschaftlichen  Teiler 

haben.     Denn  nimmt  die  Gröfse  T  l^-~^-^^^^-\  um  eine  Einheit  zu, 

wenn  n  in  n-j-a  übergeht,  so  muTs  zu  gleicher  Zeit  P  ( — K  welches 

in  P  ( — ^ — )  übergeht,  um  eine  Einheit  zunehmen.  Dies  stimmt  mit 
dem  Satze  in  No.  410  überein. 

432. 

Die  Funktionen  TT,  T,  P  besitzen  noch  einige  andere 
ziemlich    bemerkenswerte    Eigenschaften.       Da    nämlich    die 

Progression  1,  2,  3  •  •  •  2n,  auf  welche  sich  TT  ( )  bezieht,  ans  der 

Progression  1,  3,  5,...2n  —  1,  auf  welche  sich  ^(— )  bezieht, und 

der  Progression  2,  4,  6,...2n,  deren  Glieder  durch  2  dividiert  die 
Reihe  1,  2,  3  . . .  n  geben,  zusammengesetzt  ist,  so  erUlt  man  offen* 
bar  allgemein: 

Anolog  würde  man  finden: 

und  da  P  (^)  =  n(-i"-)  —  n(^)  ist,  so  giebt  diese  Glei- 
chung, wenn  man  n  =  e  setzt: 

^(i)-n(^)-"(i)-^(i)-  O-'). 

Setzt  man  in  der  Formel  (t)  n  =  e^  so  erhält  man: 

r  (i)  -  ^  (^-)  -  r  (-1--)  • 
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In  dieser  letzteren  Gleichung  ist  aber  s  willkürlich,  da  von  der  Pro- 
gression, ans  welcher  s  entstanden  war,  keine  Spur  mehr  übrig  ist. 
Mithin  bat  man  für  ein  beliebiges  n: 

j.  (i)  _  j.  (11^)  -  T  (i^) .  W). 

Diese  Formel  konnte  man  auch  aus  der  Verbindung  der  Gleichungen 
(Ä;')  und  (m)  ableiten. 

433. 

Wir  stellen  uns  Jetzt  die  Aufgabe  zu  bestimmen,  wie- 
viel Primzahlen  es  in  der  Progression 

giebt,  wobei  wir  wie  oben  A  und  C  als  relative  Primzahlen  und 
femer  A  gerade  und  C  <,A  voraussetzen. 

Während  die  Zahl  A  dieselbe  bleibt,  kann  man  für  C  eine  be- 
liebige der  Zahlen,  welche  prim  zu  A  und  kleiner  als  A  sind,  nehmen, 
und  wenn  man  die  Reihe  dieser  Werte  durch  Cj,  C^,  C^,  *  >  'Gk  dar- 
stellt^ so  findet  man  die  Anzahl  i  derselben  bekanntlich  mittelst  der 
Formel : 

in  welcher  a,  /3,  y^ . .  die  verschiedenen  ungeraden  Primzahlen  sind, 
die  in  ^  aufgehen. 

Daher  sieht  .man,  dafs  die  gegebene  Progression  ein  Teil  eines 
Systems  von  h  ähnlichen  Progressionen  ist,  deren  allgemeine  Glieder 
durch  nA  —  C^j  nA  —  (7,,  nA  —  C^^ . . .  nA  —  C*  dai^estellt  werden. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,   werden,   wenn   man   an  einem 

bestimmten  Werte  von  n,  den  vrir  sehr  grofs  im  Verhältnis  zu  A 

annehmen,  festhält,  alle  Primzahlen,  welche  kleiner  als  nA  sind,  mit 

Ausnahme  derjenigen,  welche  in  A  aufgehen,  in  diesen  Progressionen 

enthalten  sein,  und  unser  Ziel  ist  zu  beweisen,  dafs  sie  gleich- 

mäfsig  auf  dieselben   verteilt  sind,  d.  h.  wenn  P  die  Anzahl 

der  Primzahlen  bedeutet,  welche  in  der  Progression,  deren  allgemeines 

Glied  nA  —  Cp  ist,  enthalten  sind,  und  Q  die  ILnzahl  der  Primzahlen, 

welche  in  der  Progression,  deren  allgemeines  Glied  nA  —  Gq  ist,  vor- 

p 
kommen,  wo  n  in  beiden  Fällen  dasselbe  ist,  dafs  das  Verhältnis  -^ 

beliebig  wenig  von  1  verschieden  wird,  wenn  man  n  einen  hinreichend 
grofs^n  Wert  beilegt. 

Legendre,  Zahlenthooric  II.  7 
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434. 

Ist  ^  eine  Primzahl^  welche  kleiner  ist  als  YnÄ  und  nicht  m 
A  aufgeht,  und  ^^  eine  positive  Zahl,  kleiner  als  ^,  und  von  der 
Beschaffenheit,  dafs  A%^  -\-C  durch  ^  teilbar  ist,  so  haben  wir  oben 
in  No.  421  gezeigt,  dafs  die  Anzahl  der  durch  «O*  teilbaren  Glieder 
der  Progression,  deren  allgemeines  Glied  durch  nA  —  C  dargestellt 

(ft  -4-  Ä®  \ 
—  » /* 

Sind  nun  a  und  ß  zwei  Werte  von  ^®,  die  sich  auf  zwei  beson- 
dere Werte  von  C  z.  B.  Cp  und  Cq  beziehen,  so  ist'  ersichtlich,  dafs 

die  beiden  durch  Ei    ^  "  )  ?  ^\ — 5"    )  bezeichneten  Zahlen  entweder 

gleich  sind  oder  sich  nur  höchstens  um  eine  Einheit  unterscheiden 
können.  Mithin  ist  die  Anzahl  der  durch  ^  teilbaren  Glieder  der 
Progression,  deren  allgemeines  Glied  nA  —  Cp  ist,  gleich  der  Anzahl 
der  analogen  Glieder  in  der  Progression,  deren  allgemeines  Glied 
nA  —  Gq  ist,  oder  von  dieser  höchstens  um  eine  Einheit  yerschiedeü. 
Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  durch  ^  nicht  teilbaren  Gliedern, 
deren  Anzahl  in  der  einen  und  der  andern  Progression  höchstens  uiu 
eine  Einheit  verschieden  sein  kann. 

435. 

Sind  0*,  A,  fi . . .  die  verschiedenen  Primzahlen,  welche  kleiner 

als  ynA  sind  und  in  A  nicht  aufgehen,  ist  femer  Np  die  Anzahl 
der  Glieder  der  Progression  A  —  (7p,  2A  —  Cp,...nA  —  Cp,  welche 
übrig  bleiben,  nachdem  alle  durch  eine  der  Primzahlen  O*,  A,  fc, ... 
teilbaren  Glieder  ausgeschieden  sind,  ebenso  Ng  die  analoge,  auf  die 
Progression  A  —  Cq,  2A  —  Cq,.,.  nA  —  Cq  sich  bezieh^ide  Zahl 
so  kann  dem  vorhergehenden  Resultate  zufolge  die  Differenz  zwischen 
Np  und  Nq  niemals   gröfser   sein   als   die   Anzahl   der  Primzahlen. 

welche  kleiner  als  ynA  sind.  Wir  bezeichnen  diese  Anzahl  durch 
m  -»  qp  (YnA) . 

Andrerseits  müssen  die  Zahlen  N^,  N^, . . .  Nk,  welche  den  k  Ter- 
schiedenen  Werten  von  C  entsprechen,  in  ihrer  Gesamtheit  die  ter- 

schieden en  Primzahlen  ergeben,  welche  zwischen  YnA  und  nA  ent- 
halten sind.     Die  Summe  dieser  Zahlen  wird  somit  dargestellt  durch 

M=q>(nA)  —  q)  (VnA). 

Diese  beiden  Bedingungen  können  nur  dann  erfüllt  werden,  weim 
man  allgemein  hat: 
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wo  -jT-  eine  fär  alle  Werte  von  p  von  j)  =  1   bis  |>  =:^  X;  konstante 

Gröfse  und  Xp  ein  veränderlicher,  positiver  oder  negativer,  Teil  ist, 
welcher  m  nicht  übersteigen  kann  und  derart  ist,  dafs  die  Summe 
der  sämtlichen  Grofsen  Xp  gleich  Null  ist 

436. 
Je  grofser  aber  n  wird,  um  so  kleiner  wird  die  Zahl  m  im  Ver- 

gleich  zu  M  und  selbst  im  Vergleich  zu  -r-*)-     Daraus  folgt,   dafs 

das  Verhältnis  der  beiden  durch  Np  und  Ng  bezeichneten  Zahlen  als 
der  Einheit  gleich  betrachtet  werden  mufs,  wenn  n  sehr  grofs  ge- 
worden ist,  und  dafs  somit  die  M  Primzahlen,  welche  zwischen  YnÄ 
und  nA  enthalten  sind,  sich  gleichmäfsig  auf  unsere  k  Progressionen 
verteilen.  Eine  ähnliche  Gleichmäfsigkeit  findet  statt  bei  der  Ver- 
teilung der  zwischen  ^nA  und  YnA  enthaltenen  Primzahlen  u.  s.  f. 
Je  tiefer  man  femer  von  den  höheren  Grenzen  zu  den  niederen  herab- 
steigt, um  so  schneller  nehmen  die  zu  M  analogen  Zahlen  ab,  und 
die  kleine  üngleichmäfsigkeit,  welche  bei  der  Verteilung  der  Prim- 
zahlen auf  die  Je  Progressionen  stattfinden  könnte,  würde  ohne  merk- 
lichen Einfiufs  auf  die  Verteilung  sein,  welche  sich  aus  dem  ersten 
Werte  von  M  ergiebt.  Wir  können  daher  aus  allen  diesen  Betrach- 
tungen den  SatE  ableiten: 

Die  Beihe  der  Primzahlen  (mit  Ausnahme  derer,  welche 
in  A  aufgehen)  verteilt  sich  auf  die  k  verschiedenen  Pro- 
gressionen, welche  den  allgemeinen  Gliedern  nA  —  0^, 
nÄ  —  C„  nA  —  Cj, . . .  nA  —  Ck  gemäfs  gebildet  sind,  gleich- 
mäfsig, so  dafs,  wenn  mit  q){nA)  die  Gesamtzahl  der  Prim- 
zahlen von  1  bis  zur  Grenze  nA  bezeichnet  wird,  jede  dieser 
bis    zu   n   Gliedern    fortgesetzten    Progressionen    ungefähr 

*)  Dieser  an  und  für  sich  ademlich  evidente  Satz  läüst  sieb  leicht  mit  Hülfe 
des  in  §  8  gegebenen  Gesetzes  bestätigen.     Diesem  Gesetze  zufolge   hat  man 

nämlich:  '  

,  ^^  VnÄ 


\og{nA)  —  c  -J  log  (n-ä)  —  c 

mithin: 

m    ^  '~  2   -^"^  \og{nA)  —  c    ' 

eine  GrGfse,  welche  so  grofs  wird,  als  man  will,  wenn  man  die  Zahl  n  mehr  und 
mehr  wachsen  l&lkt.  Anm.  d.  Verf. 

7* 
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ebensoviel  Primzahlen  enthlilt,  als  die  Grofse  -,   (p{vÄ)  Ein- 
heiten besitzt. 

Aus  §  8  wissen  wir,  welches  der  angenäherte  Wert  von  g>(»^J 
ist.     Es  ergiebt  sich  daraus^  dafs  die  Formel 

1  nÄ 


x  = 


—   -   • 


k      log  (tiil)  — 1,08866 

mit  hinreichender  Genauigkeit  zeigt,    wieviel  Primzahlen   es  in  der 
Progression  A  —  G^  2A  —  (7,  3  J.  —  C, . . .  nA  —  C  giebt. 

So  ist  z.B.  in  der  Progression  59,  119,  179,...,  deren  allgemeines 
Glied  60n  —  1  ist,  die  Zahl  k,  welche  sich  aus  den  einfachen  Fak- 
toren 2,  3,  5  der  Zahl  60  ergiebt,  gleich  30  (l  —  y)  (l  —  i-)  =  16, 

mithin : 

16 

^_ y  . 


log  (60  n)    -  1,08366 

Demnach  mufs  man  unter  den  100  000  ersten  Gliedern  dieser  Pn>- 
gression  ungefähr  25  820  Primzahlen  finden,  also  ein  wenig  mehr  als 
den  vierten  Teil  aller  Glieder. 

437. 

Nunmehr  ist  es  leicht  zu  bestimmen,  wieviel  Primzahlen  ein 
gegebener  quadratischer  Teiler  A»=|)y'  -j-  2qyg  +  ♦"^^  der 
Formel  t^ -^  au^  enthält,  welche  kleiner  sind  als  eine  ge- 
gebene Grenze  N, 

Bezeichnet  zu  dem  Zwecke  q)  (N)  die  Gesamtzahl  der  Primzahlen 

welche  kleiner  sind  als  N,  so  drückt  -r-  tp  {N)  die  Anzahl  der  Prim- 

teuer  von  t^  -f~  ^^^^  ^^s*  Nehmen  wir  an,  dafs  die  qnadratisehen 
Teiler  dieser  Formel  in  k  Gruppen  zerfallen,  deren  jede,  wie  wir  in 
den  Artikeln  207  und  208,  deren  Resultate  sich  unmittelbar  in 
den  Tafeln  IV,  Y,  VI,  VIT  bestätigt  finden,  gesehen  haben,  eine 
gleiche  Anzahl  von  linearen  Formen  4ax  -{-  a  oder  2ax  -jr  a  enthält 
so  mufs  jede  Gruppe  ebenso  viele  Primzahlen  enthalten,  als    es  in 

der  Grofse  -^  9>{N)  Einheiten  giebt.     Wird  sodann  die  Anzahl  der 

quadratischen  Teiler,  welche  in  der  Gruppe,  zu  welcher  A  gehört, 
enthalten  sind,  mit  ^*)  bezeichnet,  wobei  darauf  zu  achten  ist,   dafs 

*)  Diese  Zahl  fi  ist  dieselbe  in  allen  Gruppen,  in  welche  die  sftmtHclieD 
quadratischen  Teiler  einer  und  derselben  Formel  t^-^au^  zerfallen,  wie  man 
ans  den  angeführten  Tafeln  sehen  kann.  Aom.  d.  Verf. 
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man  jeden  ambigen  Teiler^  d.  h.  jeden  Teiler^  welcher  zu  einem  der 
drei  Fälle  J  =  0,  r  =  2q,  p  =  r  gehört^  nur  für  y  rechnet,   so   ist 

--r—  q>  {N)  die  Anzahl  der  Primzahlen,  welche  in  dem  Teiler  A  etit- 

halten   und  kleiner  als  N  sind,  falls  dieser  Teiler  nicht  ambig  ist. 
Ist  derselbe  aber  ambig,  so  ist  die  Anzahl  der  Primzahlen  nur  halb 

so  grofs,  nämlich  gleich  -jj —  9>(^)- 

Dieses  Resultat  gründet  sich  einerseits  darauf,  dafs  die  verschie- 
denen Formen  Aax  +  a  oder  2ax  +  «?  welche  jeder  Gruppe  von 
quadratischen  Teilern  entsprechen,  arithmetische  Progressionen  dar- 
stellen, auf  welche  sich  alle  Primzahlen,  welche  Teiler  von  t^  -{-  aa^ 

sind,  und  deren  Gesamtanzahl  ^  9>{^  ^^^}  gleichmäfsig  verteilen. 

Andrerseits  beruht  dasselbe  darauf,  dafs,  wenn  man  gemäfs  den 
allgemeinen  Gliedern  A=j)y*+  2qyh  +  rÄ*,  A'  =  |)'y*-f-  2qyh-{-  rh^^ 
in  denen  A  und  A'  zwei  zu  derselben  Gruppe  gehörige  quadratische 
Teiler  sind,  und  in  denen  h  einen  und  denselben  konstanten  Wert 
besitzt,  während  y  nach  imd  nach  die  Werte  0,  1,  2,  3,  4, . . .  an- 
nimmt, zwei  Reihen  bildet,  diese  beiden  Reihen  mit  den  arithmetischen 
Reihen  die  Eigenschaft  gemeinsam  haben,  dafs  die  durch  dieselbe 
Primzahl  ^  teilbaren  Glieder  in  einem  Zwischenraum  von  %  Gliedern 
aufeinander  folgen,  woraus  man  schliefsen  kann,  dafs  sie  eine  gleiche 
Anzahl  von  Primzahlen,  welche  in  der  Formel  t^  +  ^^w*  aufgehen, 
enthalten  müssen,  und  zwar  wird  diese  Gleichheit  um  so  genauer 
sein,  je  grofser  die '  Grenze  N  ist. 

438. 

Betrachten  wir  z.  B.  in  der  Tafel  TV  die  Formel  ^*  -f~  69'**  ^^^ 
den  quadratischen  Teiler  derselben  A  =*»  22/^*  ^- 2yxf  +  35;sr*,  so  gehört 
dieser  Teiler  zu  einer  aus  zwei  ambigen  Teilern  bestehenden  Gruppe, 
und   die    Anzahl    der   Gruppen    ist   4.     Demnach    hat   man   J;  =  4, 

^  «s  2 ~  "^  1;  ^^'^  ^iös  giebt  die  gesuchte  Zahl  x  =  -rr  ^>{N).    Setzt 

man  daher  die  gegebene  Grenze  N'=  100000,   so   erhält   man   mit 

Hülfe  der  bekannten  Formel:  9)(iV)  =  9588  und  a;  =  ~  9?(J^  =  599, 

d.  b.  es  mufs  599  Primzahlen   geben,  welche  in  dem  quadratischen 
Teiler  2y*  +  2ye  -f-  35;er*  enthalten  und  kleiner  als  100000  sind. 

Betrachten  wir  ferner  in  der  Tafel  VI  die  Formel  t^  +  106«** 
ond  den  quadratischen  Teiler  derselben  A  »>  22y^  -{'  ^V^  ~h  ^^^7  ^^ 
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bildet  dieser  Teiler  zusammen  mit  dem  ambigen  Teiler  2y^  +  ^^ 
die  eine  der  beiden  Gruppen^  welche  alle  quadratischen  Teiler  tou 

^*  +  106 w*  enthalten.     Man  hat   daher  Ä  =  2,  fi  =  1—  und  somit 

Um  endlich  dieselben  Formeln  auf  die  in  der  Tafel  V  enthal- 
tenen Teiler  anzuwenden^  muTs  man  die  quadratischen  Teiler  mit 
ungeraden  Koefficienten  in  der  in  No.  221  angegebenen  Weise  auf! 
Teiler  von  der  gewöhnlichen  Form  py^  +  2qy0  +  rs^  reducieren. 
Nehmen  wir  als  Beispiel  die  Formel  fi  +  83m*,  welche  die  beiden, 
eine  einzige  Gruppe  bildenden,  quadratischen  Teiler  j^-[-y5  +  21r* 
und  Sy^  +  yjs  -{-  7f^  besitzt,  so  verwandelt  sich  der  erste  in  die 
beiden  Teiler: 

y'  +  83^* 
Ay^  +  2yz  +  2U\ 
der  zweite  in  drei  andere,  nämlich: 

7j/«  +  2yj9+  \2z^ 
3y*  +  2yz  +  28;Ef* 
9y*  +  8y;e;+  Wz^, 

Will  man  also  wissen,   wieviel  Primzahlen,  kleiner  als  N^  in  jedem 
dieser  fünf  quadratischen  Teiler  enthalten  sind,  so  hat  man  ib  =  1 

und  fi  BS  4^  zu  setzen,  weil  es  unter  den  fünf  Teilern  einen  ambigen 

giebt.    Man  erhält  daher  für  jeden  der  vier  vollständigen  oder  nicht 

ambigen  Teiler  aJ  =  -x-  q>{N)  und  für  den  ambigen  Teiler  y*  +  83r : 


§  12. 

Methode  zur  Vervollständigung  der  Auflösung  der  unbestimmten 
Gleichungen  zweiten  Grades  in  ganzen  Zahlen. 

439. 

In  dem  ersten  Hauptteile  haben  wir  die  Methoden  angegeben« 
welche  zur  ganzzahligen  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen 
zweiten  Grades,  welche  die  Form  ay^  +  ^V^  -{-ce^^^^H  haben,  fQhreo. 
Auf  diese  Form  läfst  sich  nämlich  jede  gegebene  Gleichung  zweiten 
Grades  bringen;  jedoch  bleibt  noch  eine  Bedingung  zu  erfüllen 
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übrig,  wenn  die  betreffende  Gleichung  Glieder  ersten  Gra- 
des  enthält 

Ist  allgemein 

«y*  +  ^y^  +  c^^  +  rfy  +  A  +  <7  =  0  • 

die  gegebene  Gleichung,  so  setzen  wir,   um  die  Glieder,  welche  die 
Unbestimmten  in  erster  Potenz  enthalten,  wegzuschaffen: 

y=    ^   f   ^ — QT—f 

uud   erhalten  so  die  transformierte  Gleichung: 

0  =  ay^  +  ^y^'  +  ß^'*  +  2aay  +  2cß0  +  ^^^  +  ^«^ 

bßy  +    6a/  +  6a/S  +  fßd' 

Setzen   wir  also: 


so   ergiebt  sich: 


2aa  +  bß  +  dd' 
2cß  +  6«  +  /-^ 

=  0 
=  0, 

CK 

2cd  —  fb 
6»  — 4ac  ' 

P  _ 

20/"- 

-db 
4ac   ' 

woraus  man  erkennt,  dafs,  wenn  man  in  der  gegebenen  Gleichung 
unmittelbar  setzt: 

_  j/  +2cd  —  fb  sf  +2af—  db 

die  transformierte  Gleichung  erhalten  wird: 

oy'2 H-  6yV  +  cz^ (a/^—  6d/'+  ce?)(6^  -  4ac)  — flr(6«  —  4ac)*. 

Ich  bemerke  nun,  dafs  man  voraussetzen  darf,  dafs  die  Eoefficienten 
a,  6,  c  der  Glieder  zweiten  Grades  in  der  gegebenen  Gleichung  keinen 
gemeinsamen  Teiler  haben.  Denn  hätten  sie  einen  gemeinschaftlichen 
Teiler  cd,  so  müfste  dy  '\-  fz  -\'  g  ebenfalls  durch  ci  teilbar  sein;  diese 
Bedingung  ist  aber  durch  Einführung  einer  neuen  Unbestimmten  an 
Stelle  von  y  oder  z  leicht  zu  erfüllen,  und  alsdann  ist  die  ganze 
Glciclinng  durch  cd  teilbar. 

Femer  bemerke  ich,  dafs  man  von  dem  Falle,  wo  6*  —  4ac  eine 
negative  Grofse  ist,  absehen  kann,  weil  alsdann  die  Anzahl  der 
Losungen  der  transformierten  Gleichung  eine  beschränkte  ist,  und 
das  einfachste  Verfahren,  sie  zu  finden,  darin  besteht,  dafs  man  nach 
einander  die  gefundenen  Werte  von  y   und  s^  in  die  Formeln 

_  jM:_2crf  —  fb  _   /+  2af  —  db 

^  6*  —  iac        '  ö*  — 4ac 
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einsetzt  und  zusieht^  welches  diejenigen  sind,  für  welche  y  nnd  s 
ganze  Zahlen  werden. 

Man  kann  sich  ferner  der  Mühe  überheben,  den  Fall  zu  discu- 
tieren,  wo  b^  —  Aac,  obwohl  positiv,  einer  Quadratzahl  gleich  ist,  weil 
alsdann  die  transformierte  Gleichung  ebenfalls  nur  eine  beschränkte 
Anzahl  von  Losungen  hat  (No.  78).  Es  bleibt  also  nur  der  Fall 
zu  untersuchen  übrig,  wo  V  —  4ac  eine  positive,  nicht  qua- 
dratische Zahl  isi 

440. 

Alsdann  besitzt  die  transformierte  Gleichung,  falls  sie  überhaupt 
losbar  ist,  unendlich  viele  Losungen,  welche  in  einem  oder  mehreren 
Systemen  enthalten  sind,  und  jedes  System  kann  dargestellt  werden 
durch  die  Formeln: 

{(p  +  tlfVb^  —  4acy^F+Gyb^-4tac. 

Um  die  Betrachtung  besonderer  Fälle  zu  vermeiden,  nehmen  wir 
an,  dafs  diese  Formeln  derartig  vorbereitet  seien,  dals  die  Zahlen 
Y)  ^7  ^}  ^}  9>}  t  ganze  Zahlen  sind,  und  dafs  der  Exponent  n  eine 
beliebige  Zahl  ist.     Zuweilen  giebt  die   unmittelbare  Auflösung  für 

diese  Koefficienten  mit  dem  Bruche  y  behaftete  Zahlen,   auch  kann 

es  vorkommen,  dafs  der  Exponent  n  von  bestimmter  gerader  oder 
ungerader  Form  ist.  Jedoch  ist  es  in  allen  Fällen  leicht,  die  For- 
meln auf  die  vorausgesetzte  Form  zurückzuführen,  in  welcher  alle 
Zahlen  ganz  und  der  Exponent  n  beliebig  ist.  Ferner  mufs  man  sich 
erinnern,  dafs  stets 

q)^  —  i>\b^  —  4ac)^l 
ist. 

Dies  vorausgeschickt,  handelt  es  sich  darum,  allgemein  einen 
Wert  von  n  zu  finden,  dafs  die  Gröfsen: 

yF+öG  +  a         ^^    sF+tG  +  ß 

ganze  Zahlen  werden.     Nun  hat  man: 

F=q)-+  -^r^  g>^-'^t\b^—iac)  -\ 

Q  =  ntf-'f  +  ♦»(>'-t)(>t-2)  _«_»^»(j,s  _  4„c)  .j 

1   •    fi    •   O 

Setzt  man  daher  diese  Werte  von  F  und  G  ein,  so  sieht  man,  dafs 
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die    Aufgabe   sich  darauf  reduciert,  n   so   zu   bestimmen,   dafs 
die  Grofsen: 

6*  —  4ac  '  &*  — 4ac 

ganze  Zahlen  werden.    Zu  diesem  Zwecke  unterscheiden  wir 
zwei  Fälle,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

1)  Ist  n«^2fn,  so  giebt  die  Gleichung  9*  —  ^(6*  —  4ac)««l, 
wenn  man  die  Vielfachen  von6*— 4ac  wegläfst,  q>*^  =  l.  Man  kann 
daher  ag)'"*  und  ßq>^'^  an  die  Stelle  von  a  und  ß  setzen,  und  wenn 
man  dann  den  Faktor  qp*"»— *,  welcher  mit  6*  —  4ac  keinen  Faktor 
gemeinschaftlich  haben  kann,  unterdrückt,  so  findet  man,  dafs  die 
Bestimmung  Yon  m  nur  noch  von  den  Gleichungen  ersten  Grades 

abhängt     Dieselben  mQssen  mit  einander  im  Einklang  stehen,  wenn 
die  gegebene  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  ]osbar  sein  soll. 

2)  Ist  na>  2fn  -j-  I9  so  hat  man  ebenfalls,  wenn  nmn  die  Viel- 
fachen von  6*  —  4ac  wegläfst,  a  =  atp*^  und  ß  =  ß^^"*y  und  die 
Bestimmung  von  m  hängt  von  den  Gleichungen  ersten  Grades 

y<p  +  a  +  (2m  +  l)Sflf    «9  +  p  + (2m  +  1)S^    ^ 


fe*  —  4ac  '  b^  —  4ac 

ab,  welche  ebenfalls  mit  einander  im  Einklang  stehen  müssen. 

In  allen  Fällen  findet  man  also  die  passenden  Werte  des  Expo- 
nenten n  durch  die  einfache  Auflosung  einer  unbestimmten  Gleichung 
ersten  Grades,  und  da  der  aus  dieser  Lösung  sich  ergebende  Wert 
von  n  allgemein  von  der  Form  v  +  (6*  —  4ac)k  ist,  wo  k  eine  un- 
bestimmte Zahl  bedeutet,  so  folgt  daraus,  dafs  es  unendlich  viele 
Werte  von  n  giebt,  die  der  Aufgabe  genügen,  so  dafs  man  auch 
unendlich  viele  ganzzahlige  Losungen  der  gegebenen  Gleichung  erhält. 
Man  mufs  femer  beachten,  dafs  jede  der  Zahlen  F  und  G  mit  belie- 
bigem Vorzeichen  genommen  werden  kann.  Dies  giebt  vier  besonders 
zu  untersuchende  Kombinationen,  aus  denen  verschiedene  Lösungen 
sich  ergeben  können. 

441. 

Zur  Vervollständigung  dieser  Theorie  stellen  wir  uns  jetzt  die 
folgende  Aufgabe: 

Wenn  die  Zahlen  F  und  G  durch  die  Formel 

{g>  +  i;VÄy=F+GVÄ, 
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in  welcher  der  Exponent  n  unbestimmt  und  qp*  —  ^y^=l 
ist,  gegeben  sind,  so  sollen  alle  Werte  von  n  von  der  Be- 
schaffenheit gefunden  werden,  dafs  die  Gröfse  XF-^-itGr-^-v 
durch  eine  Primzahl  (d,  die  nicht  in  Äflf  aufgeht,  teilbar  seL 

Ein  Verfahren,  welches  von  Lagrange  (Abh.  der  Berliner  Ak. 
1767)  fQr  die  Auflösung  dieser  Aufgabe  angegeben  worden  ist,  be- 
steht in  Folgendem: 

Wir  nehmen  zunächst  an,  dafs  man  einen  Wert  des  Exponenten 
n  kenne,  welcher  der  Aufgabe  genügt.     Ist  dieser  Wert  p,  so  mufs^ 

wenn  man  {(p  +  tl^VÄy^f+gVÄ  setzt,  die  Grofse    ^^^^J'^^ 
eine  ganze  Zahl  sein.     Wir  suchen  sodann  einen  Exponenten  g,  so 

dafs,  wenn  man  (qp  +  ^  V^^  =  /^  +  i^'  V^  setzt,  die  Zahl  g'  durch 
G)  teilbar  ist.  Ein  solcher  Exponent  existiert  sicher,  da  man  stets 
der  Gleichung  x^  —  ÄG}*y^  =  1  genügen  kann.  Ist  dieser  Exponent 
gefunden,  so  kann  man  gleichzeitig  annehmen,  dafs  f —  1  durch  o 
teilbar  ist.  «Wäre  dieses  nicht  der  Fall,  so  konnte  man  den  Expo- 
nenten q  verdoppeln  und  würde,  wenn  man 

setzte,  erhalten 

f"^r-\-Äg'  =  l  +  2Ag*    und    g"==2rg', 

SO  dafs  f"  —  1  und  g"  zu  gleicher  Zeit  durch  o  teilbar  wären.  Führt 
man  also  die  passenden  Vorbereitungen  aus,  so  findet  man  stets  eineu 

Exponenten  q  von  der  Art,  dafs,  wenn  man  (9?  +  ^  }/-4  Y  =^f  •\-  g  ^ A 
setzt,  die  Zahlen  f  —  1  und  g'  beide  durch  ci  teilbar  sind. 

Wir  behaupten  jetzt,  dafs,  wenn  man  n  =  qx-\'p  setzt,  die 
gegebene  Grösse  A2^-f- ftG -|- v  durch  o  teilbar  ist,  welches  auch 
die  ganze  Zahl  x  sein  möge.     Denn  ist: 

\f'  +  g'YÄr^F  +  0'YÄ, 
so  erhält  mau: 

F+  GyÄ==if+g  va)  {f' + G'  y2) 

und  hieraus  folgt: 

F  =  fr  +  gAG ,    G  =  f&+gr 
und 

XF+iLG  +  v  =  {lf+  (tg)F'  +  (IgÄ  +  iißO'  +  .'• 

Da  jedoch  die  entwickelten  Werte  Ton  F"  und  G'  sind: 
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r  =  f'  +  ^7 '1  r^- V  A+  •  •  • 

6r'  =  xf'-^g  +  •  ■  •, 

so  erhält  man,  wenn  man  die  Vielfachen  von  o  wegläfst: 

G'  =  0,     und    r  =  f'=\. 

Nach  Weglassung  derselben  Vielfachen  reduciert  sich  also  die  Gröfse 
AF+  f*Cr  +  V  auf  A/'+  figr  +  v,  sie  ist  daher  teilbar  durch  cd. 

Da  alle  in  der  Formel  w  =  ja;  +  p  enthaltenen  Werte  von  n 
der  Aufgabe  genügen,  so  giebt  es  stets  einen  unter  diesen  Werten, 
welcher  kleiner  als  q  ist,  so  dafs  man  immer  p<.q  annehmen  kann. 
Um   also  den  Exponenten  p  zu  erhalten,  welcher  die  erste  Lösung 

giebt,  mufs  man  g)  +  ^  |/3^  der  Reihe  nach  auf  die  Potenzen  vom 
Grade  0,  1,  2,  3, ...  g  —  1  erheben  und  versuchen,  für  jede  durch 

f'\-g  YA  dargestellte  Potenz,  ob  sich  die  Gröfse  A/'+  ft^r  -f-  v  durch 
o  teilen  läfst.  Man  kann  auch  die  Reihe  der  Gröfsen  Xf  -f*  f^jl^  direkt 
bilden,  wenn  man  beachtet^  dafs  diese  Reihe  rekurrent  und  ihre  Be- 
ziehungsskala 2q>,  —  1  ist,  woraus  sich  ergiebt,  dafs  man  mit  Hülfe 
der  beiden  ersten  bekannten  Glieder  A,  Aqp  -|-  ft^  leicht  alle  andern 
bilden  kann.  Diese  Rechnungen  sind  um  so  leichter,  als  man  die 
Vielfachen  von  cd,  so  oft;  sie  vorkommen,  weglassen  kann.  Wenn 
die  Aufgabe  möglich  ist,  so  mufs  man  unter  den  q  ersten  Gliedern 
der  in  Rede  stehenden  Reihe  eins  oder  mehrere  finden,  für  welche 
A/*  +  fijf  -f"  ^  "  0  ist. 

442. 

Eenut  man  den  kleinsten  Exponenten  p,  für  welchen  A/'-f-  f*</  +  ^ 
durch  eine  Primzahl  teilbar  ist,  so  kann  man  folgendes  Verfahren 
einschlagen,  um  a  priori  einen  Wert  von  n  zu  bestimmen,  für  wel- 
chen Al^-j-/i6r+v  durch  eine  gegebene  Potenz  von  cd  teilbar  wird. 

Wir  bemerken  zunächst,  dafs  man  allgemein  die  Gleichung 

L  +  Mx  +  N(o  +  P(o*  +  gco»  H _ 

CO"»  ' 

in  welcher  L  und  M  gegebene  Zahlen   und  N,  P,  Q, . . .  beliebige 
ganze  Funktionen  von  x  sind,  aufzulösen  im  Stande  ist.    Dazu  mufs 

man  x  so  bestimmen,  dafs  — eine  ganze  Zahl  ist.     Hat  man 

x=l  -{-  mx'  gefunden  und  setzt  man  diesen  Wert  in  die  gegebene 
Gleichung  ein,  so  wird  dieselbe  von  der  Form: 
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also  eine  Gleichung  von  ähnlicher  Art  wie  die  gegebene,  in  welcher 
jeder  der  Nenner  von  einem  um  eine  Einheit  niedrigeren  Grade  ist 
Durch  eine  Reihe  von  ähnlichen  Rechnungen  erhält  man  also: 

ZI  ff  i/      1  tt  ff  Vi  '" 

+  oa; ,  a;  ==  t  +  (ox  ,«8=4+  mx  , . . . 

und  hieraus  folgt: 

x  =  i  +  rm  +  r^o"  +  r  ö»  h — 

bis  zu  einem  Gliede  von  der  Form  m^x^^^j  in  welchem  x^^^  eine 
neue  unbestimmte  vorstellt. 

Will  man  z.  B.  den  Wert  von  n  so  bestimmen,  dafs  die  Grofse 
XF+  (lG-^-v  durch  o^  teilbar  ist,  so  setze  man  wie  oben  n  =  g2r  -t-|). 
Setzt  man  ferner,  während  alles  ebenso  bleibt  wie  vorher, 

so  erhält  man: 

lF+iiG  +  v~  k'r  +  II  G'  +  V. 

In  diese  Grofse,  welche  bereits,  für  beliebige  Werte  von  Xy  durch  o 
teilbar  ist,  mufs  man  für  JF"  und  G'  ihre  entwickelten  Werte  ein- 
setzen, indem  man  die  dritte  und  die  höheren  Potenzen  von  g  weg- 
läfst.     Diese  Werte  sind: 

Wir  unterscheiden  nun  zwei  Fälle,  je  nachdem  x  gerade 
oder  ungerade  ist 

X 

1)  Ist  X  gerade,  so  kann  man  v(/*'*  — 9*^)^  an  Stelle  von  v 
setzen  und  diese  Grofse  entwickeln,  indem  man  die  Glieder,  welche 
g'^  oder  eine  höhere  Potenz  von  g'  enthalten,  wegläfsi  Durch  diese 
Substitutionen  geht  die  gegebene  Gleichung 

VF'  +  fi'G'  +  p 

L-fl ! —s  ß 

OB* 

über  in: 

-, =fc 

Da  nun  f  nicht  durch  o  teilbar  ist,  weil  f  —  1  es  ist,  so  kano 
man  den  gemeinsamen  Faktor  f*—^  im  Zähler  unterdrücken^  wo- 
durch die  Veränderliche  aus  den  Exponenten  verschwindet.  Setzt 
man  ferner: 

(/'  =  ©  A' ,      A'  +  1/  «=  CD  L, 
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€0*  ~"^' 


und  da  diese  Gleichung  nach  der  vorhergehenden  Methode  behandelt 
werden  kann,  so  erhält  man  das  Resultat  von  der  Form 

a;  =  Z  +  Toi  +  cd^aj", 
wo  die  unbestimmte  x"  derart  zu  wählen  ist,  dafs  x  gerade  wird. 


«— 1 


2)  Ist  X  ungerade,  so  mufs  man  v{f^  —  9*^)  *  ^^  ^i® 
Stelle  von  v  setzen;  im  Übrigen  ist  die  Rechnung  vollständig  analog 
derjenigen  im  ersten  Falle. 

Man  erkennt  jetzt  auch  den  Weg,  den  man  einzuschlagen  hat, 
wenn  man  bewirken  will,  dafs  eine  Gröfse  von  der  Form  AF+  ftG  +  ^ 
durch  eine  beliebige  Zahl  P  teilbar  werde.  Wenn  man  P  in  seine 
Primfaktoren  zerlegt  hat  und  o'"  einer  dieser  Faktoren  ist^  so  suche 
man  die  Werte  von  n  von  der  BeschafiPenheit,  dafs  die  gegebene  Gröfse 
durch  d  teilbar  ist,  und  ebenso  der  Reihe  nach  in  Bezug  auf  jeden 
der  anderen  Faktoren.  Man  erhält  dadurch  verschiedene  besondere 
Werte  von  n,  die  man  mit  einander  verbinden  mufs,  um  einen  all- 
gemeinen Wert  zu  erhalten,  welcher  allen  Bedingungen  genügt.  Die 
Aufgabe  wird  nur  dann  lösbar  sein,  wenn  alle  diese  Bedingungen 
erfQllt  werden  können. 

443. 

Wir  bemerken  noch,  dafs  der  Wert  von  q,  dessen  man  bei  der 
vorhergehenden  Lösung  bedarf  (No.  441)  direkt  nach  dem  fol- 
genden Satze  angegeben  werden  kann: 

Ist  q>^  —  J.^  =  1  und  sucht  man  einen  Exponenten  q  von 

der  Art,  dafs  (9  +  ^y^)* — 1  durch  eine  Primzahl  o,  welche 
nicht  in  Äiff  aufgeht,  teilbar   ist,   so    kann    man  q  =  m  —  1 

setzen,  falls  y — )  ==  -f-  1,  und  2  =  0  +  1,  falls  ( — )  =  —  ist 

Man  findet  nämlich  wie  in  No.  129,  dais  die  Gröfse 

(()P  +  *}/z)"-(<ip  +  t/;yz) 

durch  m  geteilt  denselben  Rest  läfst,   wie  eine  Gröfse  derselben  Art 

in  welcher  k  eine   beliebige   ganze  Zahl  ist.     Ist  k  =  q>,   so   erhält 
man  also,  wenn  man  die  Vielfachen  von  cd  wegläfst: 
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(ip  +  i,  yi)"  -{ip  +  i,  VA)  -  ii^VÄ)'-'  -  «yj, 

und  die  rechte  Seite  geht  wegen  ^*"==^  über  in: 

^1/Z(^~»~  — 1)    oder      *l/^t(4)-l]- 
Ist  erstens  (   —  j  =  1,  so  erhält  man: 

(9  +  ^  >/Z) "  -  ( 9>  +  *  l/I)  =  0. 

Mithin  ist  (9)  +  ^V^)'*'"'*—  1  durch  cd  teilbar;  man  kann  so- 
mit g  =•  CD  —  1  setzen. 

Ist   zweitens  ( — )  «»  —  1,  so  erhält  man: 

mithin: 

{tp  +  tVA)""^'  =  9,«  -  At^  =  1. 
Somit  kann  man  q  =  cj  -{-  l  setzen. 

§  13. 
Über  die  Gleichung  x^  +  «y'  =  ^^"• 

444. 

Nehmen  wir  an,  dafs  eine  Lösung  dieser  Gleichung  durch  die 
Werte  x=^  fj  y  '^  g,  z  ^=h  gegeben  werde,  und  setzen  wir,  während 
wir  den  Wert  jEf  =  A  beibehalten,  0;«=/'+©,  y  =  </  —  wid,  so  erhalten 
wir,  nachdem  wir  eingesetzt  haben: 

0  =  S/'*  +  3/'aj  +  CD« 
—  an(3(7*  —  3(/n<o  +  n*©*). 

Ist  p  —  a^^n  =  0  oder  n  =  -^,  so  giebt  die  übrigbleibende 
Gleichung: 


mithin: 


an'  —  1  /"■  —  a<^'  ' 


Somit  genügt  man  der  gegebenen  Gleichung  durch  die  neuen  Werte 


tt 


If 
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Diese   zweite  Losung  liefert  eine   dritte,  welche  durch  die  Formeln 
ausgedrückt  ist: 

x^       f\  r  +  2ag')  =  r 

y  =  -g{2r+    ag'^)=^g' 

u.  s.  f.  ins  Unendliche. 

Werden  die  Zahlen  /)  g^  h,  welche  die  erste  Lösung  geben,  als 
von  der  ersten  Ordnung  betrachtet,  so  sind  die  Zahlen  f,  g\  K,  welche 
die  zweite  Losung  geben,  yon  der  vierten  Ordnung,  die  Zahlen 
/'".  g"y  Ä",  welche  die  dritte  Lösung  geben,  von  der  sechzehnten  Ord- 
nung, mit  andern  Worten:  Die  Anzahl  der  Ziffern  einer  Lösung  ist 
ungeföhr  das  Vierfache  der  Anzahl  der  Ziffern  der  vorhergehenden 
Losung. 

Geht  man  von  einer  solchen  Lösung,  z.  B.  der  dritten  aus,  so 
kann  man  aus  ihr  in  aufsteigender  Richtung  die  vierte,  fünfte,  sechste 
u.  s.  w.  Lösung  erhalten,  und  zwar  geschieht  dies  mit  Hülfe  der 
vorstehenden  Formeln.  Man  kann  aber  auch  in  absteigender  Rich- 
tung die  zweite  und  darauf  die  erste  Lösung  erhalten.  Dazu  bedarf 
es  aber  neuer  Formeln,  die  wir  suchen  wollen. 

445. 

Es  handelt  sich  also  allgemein  darum,  die  Werte  von  x,  y,  z 
aus  den  gegebenen  Gröfsen  x',  y ,  d  mittelst  der  Gleichungen: 

X  =*       x{  x^  +  2af) 

0  =      e(  x^  —    ay^) 
abzuleiten. 

Setzt  man  zu  dem  Zwecke  y=fnx,  0'  =  nx',  sodann  y^^px, 
z=^qXy  so  erhält  man: 

a;' =      ic*(l  +  2ap^)  •«  =  _  ^(^  +  ''^') 

/  =      ^q{\  —  ajp»)  ^  —  1  +  2o|)^ 

Es  wird  demnach  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  p: 

ap*  4"  2amp^  '\'2p  -{•  m  =  0, 


a 
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eine   Gleichung,  welche  sich  sehr  einfach  losen   läfsi.    Bringt  man 
dieselbe  nämlich  auf  die  Form: 

(jp*  +  mp  +  ^y  -(*»!>  +  v)*  -  0 . 
80  erhält  man  zur  Bestimmung  von  l,  (i,  v  die  Gleichungen: 

ml  —  fit/  «=  — 


a 


und  hieraus  folgt: 


■  a 


^*  =  2A  +  m* 
V«  =  X*-- 

a 


,s_    l  +  ain" 


Die  letzte  giebt: 

^*  ~       2a«      ' 
und  somit: 

r         2a*  Y    2a* 

Ist  A  bekannt,  so  erhält  man  unmittelbar: 


^=]/2A  -f  w« 


Sodann    hat   mau    zur  Bestimmung   von  p   die   beiden   Gleichungen 
zweiten  Grades: 

|)*  -|-  (w  +  f*)p  -f"  ^  +  V  ~  0 

!>'  +  (m  —  f*)i)  +  A  —  1/  =  0, 
aus  denen  sich  die  folgenden  vier  Werte  ei^eben: 


Ist  p  bekannt,  so  erhält  man  q  durch  die  Gleichung: 

n(l  +  2op')  ^  np 

^  *"       1  —  ap*  p  4"  ***  ' 

und  sodann  a;  durch  die  Gleichung: 


§13.    Über  die  Gleicbnng  .r^  +  ay8  —  5if».  113 

^ ^ a?\l>  +  2w) . 

^   ~   l  +  2ap»  Sp         ' 

und  vermittelst  dieses  Wertes  findet  man  y  =  pXj  z  =  g^r. 

Übrigens  braucht  man  nicht  erst  den  Wert  von  a?,  welcher 
irrational  oder  selbst  imaginär  sein  konnte,  zu  kennen;  denn  offenbar 
kann  man  an  Stelle  der  drei  Werte  x,  px,  qx  einfach,  als  ob  a;  ==  1 
wäre^  die  Werte  1,  p,  q  nehmen.  Somit  reduciert  sich  alles  darauf, 
den  Wert  von  p  durch  die  Gleichung 

ap*  +  2awjp*  +  2|)  +  ♦»  =  0 

zn  bestimmen,  und  zwar  wird  dieser  Wert  nur  dann  eine  Lösung 
geben,  wenn  er  rational  ist. 

446. 

Wir  nehmen  an,  dafs  man  dieser  Gleichung  durch  den  Wert 
p  :=^  h  genüge,  aus  welchem 

1_    ^k  +  m 

^""  "~  ^    k  +  2m 

folgt.  Die  vorstehenden  Gleichungen  zwischen  A,  ft,  v  müssen  mit 
der  Gleichung  1>^  +  (♦»  +  ii)p  +  ^  +  ^  •=  0  verbunden  werden.  Da 
dieselbe  durch  den  Wert  p^=1c  befriedigt  wird,  so  ergiebt  sich  aus  ihr: 

A  -f  V  =  _  Ä?  —  (W  +  fA)Ä. 

Es  ist  aber: 

21  =  11^  —  m^, 
mithin: 

2i;  =  m«  —  2mh  —  2*«  —  2(ik  —  (i\ 

Multipliciert  man  mit  ft  und  setzt  sodann  für  (iv  seinen  Wert 
ml oder  -z^fn(ii^  —  m^) ,  so  erhält  man: 

m(ii^—  m»)  —  -|  =  —  ft»  -  2*ft«  +  (w«  -  2fnk  —  2i«)p 
oder: 

^8  +  (2Jfc  +  m)(i^  +  (2]s^  +  2mh  —  m^)(i—  w»  -  -|  =  0. 

Diese  Gleichung  bestimmt  unmittelbar  den  Wert  von  ft.  Dieselbe 
wird   homogen  in  Bezug  auf  fi,  m  und  Je,  wenn  man  für  —  seinen 

Wert  —  2Ji^  -^,7t  ^  einsetzt.   Man  kann  sie  nämlich  folgendermafsen 

schreiben: 

0  =  (2t  +  m)ii*  +  (2k  +  m)V*  +  (2ifc  +  m)(2k*  +  2km  —  m')(i 

+  2Är>(Ä  +  2m)  -  m\2k  +  m). 

Legendre,  Zahlentheorie  IL  8 
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Diese  Gleichung  ist  sehr  bemerkenswert^  insofern  man  ihr  durch 
den  Wert 


genügt,  während  l  durch  die  Formel 


m  —  2m* 


+  8A:m  +  2m* 

bestimmt  wird.  Man  findet  leicht,  daüs  die  Gleichung  in  ft  eine  reelle 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln  hat.     Man  sieht  also,  dals  die   reelle 

Wurzel  durch  die  Formel  "/m*  +  2il  gegeben  ist,  d.  h.  durch  eine 
Quadratwurzel  aus  einer  Grofse,  welche  aus  dem  rationalen  Teile  m* 
und  dem  eine  Kubikwurzel  darstellenden  Teile  2X  besteht.  Diese 
Form  der  Wurzel  einer  Gleichung  dritten  Grades  ist  nicht 
dieselbe  wie  die,  welche  die  Gardanische  Formel  giebt,  da 
letztere  aus  einem  rationalen  Teile  verbundeu  mit  zwei  Eubiki^nrzeln 

aus  Gröfsen  von  der  Form  -4.+  V^,    ä—YB  besteht. 

447- 

Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  dritten  Grades,  lerelche 
sich  ebenso  lösen  lassen,  wie  die  Gleichung  in  ft,  a  priori 
zu  bestimmen  suchen. 

Betrachten  wir  zu  dem  Zwecke  die  Gleichung: 

und  setzen  wir  o?*  =  Jlf  +  y,  so  ergiebt  sich: 

x(y  +  M+B)  =  —  Ay  —  AM—  C, 
und  wenn  wir  beide  Seiten  ins  Quadrat  erheben: 
(y  +  M){y'+  2[M+  B]y  +  [M+B]')  -  (Ay  +  AM  +  C)^  =  0, 
oder  entwickelt: 

y»  +  2(Jlf  +  B)y*  +  {M+Bfy  +  MiM+Bf 

+  My*  +  2M(M-[-B)y—{AM-\-Cf\  =  0. 

-  A^y^  —  2A(AM+C)y 

Sollen  nun  in  dieser  Gleichung  die  mit  j^^  und  y  behafteten 
Glieder  verschwinden,  so  mufs  man  den  beiden  Bedingungsgleichnngen 
genügen: 

4»  =  3M +  25 
2AC=-B*-  'dM\ 
Eliminirt  man  also  M,  so  ist  die  Bedingungsgleichung: 

SB*  —  GAC  =  (A*  —  2Bf 
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oder: 

^*  -  4A'n  +  B^  +  6AC  =  0. 

Sodann  erhält  man: 

M  =  I  (A*  -  2B), 

und   die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  y  wird: 

y*  =  (^M+  C)*  —  3IiM  +  Bf=C*-M'=C*--^  (A^  -  2 Bf. 

Substituiert  man  an  Stelle  von  C  seinen  Wert -^r-i ,  so 

GA  ' 

folgt: 

97  ,,3  _   (^»  +  B)'(3g-A') 


y  = ^a — 


und   somit: 


y  4A*        , 


X 


=  |/  — 3 — + — s—y—iZ^ — 


Diese  Auflösungsformel  ist  weit  einfacher  als  die, 
welche  die  gewohnliche  Cardanische  Formel  geben  würde. 
Indessen  liegt  der  Gedanke  nahe,  dafs  sie  beide  nicht  wesent- 
lich von  einander  verschieden  sein  dürfen,  und  dafs  sich  somit 
die  zusammengesetztere  auf  die  einfachere  zurückführen  lasse.  Dies 
^'oUen  wir  im  Folgenden  zeigen. 

448. 

Wenn  man  in  der  gegebenen  Gleichung 

x^  +  Ax'^  +  Bx  +  C^^O 

setzt  -c  =  — - — ,  so  erhält  man  die  transformierte  Gleichung: 

o 

in  w^elcher 

3  =  2^»  — 9AB  +  27C 

ist.      Setzt  man  an  Stelle  von  C  seinen  Wert,  ausgedrQckt  durch  A 
und  B,  so  wird: 

2 23 ' 

und   hieraus  folgt: 

1     2   I   J_    3        9A'^  —  SQA'^B—1BA*B^+10BA^B^  +  BIB* 

8* 
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P^   4  2    -1-    27  ^  iÄ 

Ist  daher: 

\/2A(A*  -  SB)  =<, 


SO  erhalt  man: 

und  somit: 

Ist  £:  bekannt,  so  wird: 
also: 

oder  endlich: 


und  dies  stimmt  mit  der  zuerst  erhaltenen  Formel,  welche^  wie  man 
sieht,  der  einfachste  Ausdruck  von  x  ist,  überein. 

449. 

Um   eine    Anwendung    der    vorhergehenden   Formeln    zu 
geben,  betrachten  wir  die  Gleichung: 

welcher  man  genügt,  indem  man  den  Unbestimmten  x,  y^  £  bezüg- 
lich die  Werte  2,-1,  1  beilegt  Hieraus  leitet  man  die  zweit4t> 
Losung  12,  15,  9  oder  einfacher,  indem  man  den  gemeinsamen  ^Faktor 
unterdrückt,  4,  5,  3  her.  Diese  liefert  in  ähnlicher  Weise  eine  dritte 
1265,  —  1256,  183,  und  so  fort  in  aufsteigender  Linie  ins  Unendliche. 
Um  dieselbe  Reihe  in  entgegengesetzter  Richtung  fortzosetzen, 
betrachten  wir  die  Lösung  5,  4,  3  als  gegeben.  Wollen  wir  daraus 
nach  der  Methode  des  Artikel  445  die  erste  Losung  ableiten,  so  haben 

4  3 

wir  a;'  =  5,  y'  =  4,  /  =  3.    Dies  giebt  w  =  --  =  0,8,  »  =  —  =  0,6 
und  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  p  ist: 
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l>*+6l>'  +  2p  +  -*-  =  <'- 
Hieraus  folgt: 

Man  erhält  daher  unmittelbar  die  Lösung  1,  p^  q  oder  1;  —  2,  —  1 
oder  2j  —  \y  1,  und  dies  ist  in  der  That  die  erste  Lösung,  von  der 
wir  ausgegangen  waren. 

Dasselbe  Resultat  würde  man,  jedoch  weniger  leicht,  aus  den 
allgemeinen  Formeln  ableiten,  bei  denen  man  von  den  Hülfsgröfsen 
il,  fft,  1/  Gebrauch  macht,  um  den  Wert  von  p  zu  bestimmen.  Man 
erhielte  alsdann: 


'--^(i'-i). 


oder  näherungsweise: 


k  =  0,9109768 
ft  =  1,5690611 
t 0,1728540. 

Sodann  werden  die  beiden  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  pi 

jp«  +  2,36906111)  +  0,7381228  =  0 
:^  —  0,76906111)  +  1,0838308  =  0. 

Die  zweite  Gleichung  hat  zwei  imaginäre  Wurzeln;  die  erste  giebt 
die  beiden  reellen  Wurzebi  p  =  —  2,000000,  p  =  —  0,3690611, 
jedoch  ist  der  Wert  i)  «=  —  2,  der,  wie  wir  wissen,  richtig  ist,  der 
allein  brauchbare.  Man  kann  dies  auch  ohne  Hülfe  der  Decimal- 
brüche  finden,  wenn  man  beachtet,  dals  man  im  gegenwärtigen  Falle, 

wo  m  =  -r-  ist,  erhält:  f^^Tr  +  y^  —  "ä?"^*'   ^^^  femer 

Dieser  Wert  giebt,  in  die  Formel 

JP  —  —  Y  (w  +  fi)  +  ]/|-  {m  +  ^iy—k  —  v 
eingesetzt,  die  beiden  Wurzeln: 

p 2     und    i)  =  |-^  =  A-|a  +  -^A^. 
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450. 


Man  kauu  bemerken,  dafs  die  Formeln  des  Artikel  444,  auf  die 

Gleichung 

a?  +  y^  =^  A 

angewandt,  das  Hülfsmittel  an  die  Hand  geben  zur  Auffindung  yod 
unendlich  vielen  Lösungen  dieser  Gleichung,  sobald  man  eine  einzige 
solche  kennt,  so  dafs  also  die  Summe  zweier  gegebenen  Kuben 
/^-f-^  auf  unendlich  viele  Arten  in  die  Summe  zweier  an- 
dern Kuben  transformiert  werden  könnte.    Denn  setzt  man: 

^  _  ßr+jg'i     n'  —  —  9(^r+9') 

SO  folgt  aus  diesen  Formeln  die  Gleichung: 

Mittelst  analoger  Formeln  erhält  man: 

u.  8.  f.  ins  Unendliche.  Hätte  man  also  /"'  +  //^  =  A^  so  wfirde  diese 
Lösung  der  Gleichung  ar*  +  y*  +  jß?*  «=  0  unendlich  viele  andere  liefern. 
Wir  wissen  jedoch,  dafs  eine  solche  erste  Lösung  nicht  existiert. 

451. 

Wir  beschliefsen  diesen  Paragraphen  mit  einem  Satze,  der  bei 
verschiedenen  Untersuchungen  aus  der  unbestimmten  Analysis  von 
Vorteil  sein  kann. 

Satz.  Hat  die  Gleichung  a;^ —|>a:^  +  go?  —  r  =  0  drei  ra- 
tionale Wurzeln,  so  niufs  die  Gröfse 

A  =  p^q^  -  4g8  +  ISpqr  —  4p^r  —  27 r* 

ein  vollständiges  Quadrat  sein. 

Sind  nämlich  a,  ß^  y  die  drei  rationalen  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung,  und  sucht  man  die  Werte  der  Gröfsen  y  und  0,  welche 
auf  folgende  Weise  gebildet  sind: 

y  =  a'ß  +  ß'y  +  y'a 
Z  =  a^y  +  ß'a  +  fß, 

so  müssen  diese  Gröfsen  ebenfalls  rational  sein.  Nun  findet  man  aber 
nach  bekannten  Formeln: 

y  +  ff=pq  —  3r 

y^  =  js  4.  jpV  —  6pqr  +  gr^, 
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mithin: 

(y  -  ey  =  pY  —  4ä»  +  ISpqr  -  Vr  -  27  r^. 

Es   mufs  somit  die  rechte  Seiter  ein  vollständiges  Quadrat  sein. 
Nennen  wir  diese  rechte  Seite  Q*,  so  ist 

Q  =  ±{y  -  ^)  =  ±{a  -  ß)  iß  -  y)  (y  ^  «), 

vmd   die  vorstehende  Gleichung  läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 

i(y  -  3g)3  =  (2j)3  -  9i?2  +  21rf  +  27  Q\ 

Nimmt  man  also  an^  dafs  die  Zahlen  j),  g,  r  ganze  Zahlen  seien^  und 
bringt  man  jp*  —  3g  auf  die  Form  2'*(2m  -j-  1)>  so  mufs  n  gerade 
und  zugleich  2m  +  1  von  der  Form  p  +  S^f*  sein;  denn  wenn  eine 
von  diesen  beiden  Bedingungen  nicht  stattfände,  so  konnte  man  die 
linke  Seite  der  Gleichung  nicht  auf  die  Form  P*  +  27(2^  welches 
die   der  rechten  Seite  ist,  bringen. 

^Endlich  folgt  aus  eben  diesem  Satze,  dafs,  wenn  die  Gleichung 

a?  —  pa?  +  ga;  —  r  =  0 

drei  rationale  Wurzeln  hat,  der  Ausdruck  einer  von  diesen  Wurzeln, 
^welcher  durch  die  Cardanische  Formel  dargestellt  wird,  immer 
von   der  Form  ist: 

wobei  A  und  B  und  ebenso  auch  1/ J.^ -|-  Y^^  rational  sind. 

Stellt  man  durch 

V^—pV^  +  qV—r  =  0 

die  Gleichung  dar,  deren,  positiv  oder  negativ  genommene,  Wurzeln 

jc,  y,  z  der  Gleichung 

X*  +  y*  +  je?»  =  0 

genügen  sollen,  wo  n  eine  Primzahl  ist,  so  kann  man  die  linke  Seite 
durch  eine  Funktion  von  p,  g,  r  ausdrücken,  welche,  gleich  Null 
gesetzt,  die  erste  Gleichung  des  Problems  ist     Aufserdem  mufs  die 

Funktion 

4(p^  -  3^)^  —  (2j>»  —  9pq  +  21  rf, 

welche  fOr  alle  Werte  von  n  dieselbe  ist,  von  der  Form  27^  sein. 

Diese  beiden  Gleichungen  können,  wenigstens  in  specielleu 
Fällen,  die  Auflosung  der  Gleichung  ic*  +  y"  +  ^"  =  0  erheb- 
lich erleichtern  oder  zum  Beweis  der  Unmöglichkeit  der- 
selben führen.     Man  kann  ferner  noch  Folgendes  bemerken: 

1)  Der  KoefGcient  p,  welcher  gleich  der  Summe  a;  +  y  +  ^  ^st. 
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ist^  wie  weiter  unten  (im  sechsten  Hauptteil)  gezeigt  werden  wird, 
stets  eine  gerade  durch  v?  teilbare  Zahl. 

2)  Der  Eoefficient  q^  welcher  gleich  a;y  +  9^  +  ^^  ^^i  ^^  ^^^^^ 
eine  ungerade ,  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  wie  p  behaftete 
Zahl,  welche  weder  mit  p  noch  mit  r  einen  gemeinsamen  Teiler  haL 

3)  r  ist  eine  gerade  Zahl  von  entgegengesetztem  Vorzeichen  wie 
p  und  teilbar  durch  n^. 

Man  kann  in  allen  Fällen  p  «=  1  setzen  und  sodann  q  und  r  als 
rationale  Grofsen  betrachten,  die  man  durch  diese  beiden  Gleichongen 
bestimmen  mufs. 

§  14. 

Methode  zur  Auflösung  der  Gleichung  y^  =  a  +  &^  +  ca;^  +  dj^  +  ex* 

in  rationalen  Zahlen. 

452. 

Nachdem  wir  dazu  geführt  worden  sind,  die  Auflosung  der  an- 
bestimmten Gleichungen  zweiten  Grades  ausfuhrlich  zu  behandeln, 
müssen  wir  einer  Methode  Erwähnung  thun,  welche  von 
Fermat  für  die  rationale  Auflosung  der  Gleichung 

y»  =  a  +  6a;  +  ca?*  +  da?  +  ^^i 
deren  rechte  Seite  ein  rationales,  den  vierten  Grad  nicht  übersteigen- 
des Polynom  ist,  angegeben  worden  ist.     Die  hauptsächlichsten 
Fälle,  in  denen  die  Auflösung  möglich  ist,  sind  folgende. 

1)  Wenn  die  Zahl  a  gleich  einer  positiven  Quadratzahl  f^  ist,  so 
geben  die  Werte  a;  =  0,  y  ="  f  unmittelbar  eine  Lösung  der  ge- 
gebenen Gleichung.    Um  eine  andere  Lösung  zu  erhalten,  setzen  wir: 

a  +  6a;  +  ^^*  +  ^^  +  ß^*  *=*  (/^  +  ?^  +  hx^^. 
Dies  giebt,  wenn  wir  entwickeln  und  ordnen: 

0  =      f^  +  2fgx  +  2fhx'  +  2ghx^  -\-  AV 
—  a  —      hx  ^      CO?  —       dx^  —    eaf" 

+    9^x\ 

Nun  ist  bereits  *v^^  =  a.    Setzt  man,  um  die  beiden  folgenden  Glieder 
verschwinden  zu  lassen, 

2/p  -  6  =  0,      2A  -  c  +  ^  =  0, 

80  erhält  man  die  Werte  der  Eoefficienten  g  und  A,  nämlich: 
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Da  hierdurch  die  Gleichung  auf  die  beiden  einzigen  Glieder^  welche 
r^  und  ^  enthalten,  reduciert  ist,  so  folgt  daraus  ein  rationaler  Wert 
von  Xy  nämlich: 

Dieser  Wert  giebt  somit  eine  neue  Lösung  der  gegebenen  Gleichung 
in  rationalen  Zahlen,  wofern  nicht  2gh  e»  d  oder  e  =»  h^  ist. 

Bezeichnet  man  die  zweite  Lösung  durch  x  =^fn,  und  setzt  man 
allgemein  x^^m-^x',  so  geht  die  rechte  Seite,  nach  Einsetzung 
dieses  Wertes  in  die  gegebene  Gleichung;  über  in 

a'  +  Vx  +  cx^  +  d'x^  +  ex\ 

in  welcher  a  ebenfalls  ein  positives  Quadrat  ist.  Man  kann  also  in 
derselben  Weise  verfahren,  um  einen  neuen  Wert  von  x'  zu  erhalten, 
and  so  fort  ins  Unendliche.  Hieraus  sieht  man,  dafs  ein  erster  be- 
kannter Wert  von  x  genügt,  um  unendlich  viele  andere  zu  finden, 
abgesehen  von  einigen  besonderen  Fällen,  die  fast  nur  eintreten 
können,  wenn  es  absolut  unmöglich  ist,  der  gegebenen  Gleichung 
anders  als  durch  die  zuerst  gegebenen  Werte  zu  genügen. 

2)  Ist  der  Eoefficient  e  des  Gliedes  ea^  gleich  einer  positiven 
Quadratzahl  h?,  so  setze  man: 

a  +  6a;  +  ^^  +  doi^  +  <?a^  =  (/*  +  S'^  +  hx^y. 
Dies  giebt,  wenn  man  entwickelt  und  vereinfacht: 

0  =     p  +  2fgx  +  2fhx^  +  2gh:x? 
—  a  —      hx  "       cx^  —      dx^ 

+    ^V. 

Jetzt  kann  man  die  Glieder  mit  a?  und  oi?  zum  Verschwinden  bringen, 

wenn  man  setzt: 

d         ^ c  —  g* 

Alsdann  reduciert  sich  die  Gleichung  auf  eine  Gleichung  ersten  Grades 
und  diese  giebt: 

Diese  Lösung  liefert  sodann,  wie  im  vorhergehenden  Falle,  unendlich 
viele  Lösungen;  jedoch  darf  2fg  —  b  nicht  gleich  Null  sein. 

3)  Ist  die  gegebene  Gleichung  von  der  Form: 

y^^f^^bx  +  ex"  +  dx^  +  h^x\ 
so  dafs   sie  zu  gleicher  Zeit  zu  den  beiden  vorhergehenden  Fällen 
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gehört^  so  kann  man  von  jedem  der  beiden  angegebenen  HülfiBonittel 
Gebrauch  machen.    Man  kann  auch  sogleich 

setzen,  und  dies  giebt,  wenn  man  einsetzt,  entwickelt  und  die  mög- 
lichen Vereinfachungen  yomimmt: 

0  =  2fgx  +  2fhx^  +  2ghx^ 
—  bx  —      cx^  —      dx^ 
+    g^xK 
Dieser  Gleichung  kann  man  aber  auf  zwei  verschiedene  Arten   ge- 
nügen, einmal,  indem  man  ^  =  "öT  setzt,  wodurch  sich 

•^~     ±2gh  —  d 

ergiebt,  das  andere  Mal,  indem  man  £f  =^  +  öt^  setzt,  wodarch  man 

_       g/'p  — & 
^  —  c  -  flf»  +  2/-Ä 
erhält. 

4)  Hat  man  eine  durch  x  *=^  m  bezeichnete  Losung,  so  setze  man 
ä:  =  m  +  ^';  dadurch  wird  die  Gleichung  auf  den  ersten  Fall  zurück- 
geführt. 

Wir  könnten  eine  grofse  Zahl  von  Anwendungen  dieser  Methode 
hinzufügen,  die  sich  aus  Problemen  der  unbestimmten  Analysis  er- 
geben, deren  Losung  von  Euler  in  mehreren  von  seinen  Abhand- 
lungen und  im  zweiten  Bande  seiner  Algebra  angegeben  worden  ist 
Wir  beschränken  uns  jedoch  auf  ein  oder  zwei  Beispiele  dieser  Art, 
um  eine  Vorstellung  von  diesem  Zweige  der  Analysis  zu  geben.  Der- 
selbe erfordert  grofsen  Scharfsinn  bei  der  Wahl  der  zur  Losung 
führenden  Hülfsmittel,  steht  jedoch  als  zu  speciell  nur  in  einer  ent- 
fernten Beziehung  zu  unserm  Gegenstande. 

453. 

Wir   stellen  uns  die  Aufgabe,   drei  Zahlen  Xy  y,   z   von 
der  Beschaffenheit  zu  finden,  dafs  die  drei  Formeln 
x*  +  y2  +  2z^,      a^^  +  0«  +  2t/«,      y*  +  ^«  +  2x^ 

Quadratzahlen  darstellen. 

Da  man  voraussetzen  kann,  dafs  diese  Zahlen  keinen  gemein- 
schaftlichen  Teiler  haben,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  sie  alle  drei 
ungerade  sein  müssen.     Man  kann  daher 
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setzen  und  erhält: 

j^  +  i/  +  2z^  =  Ax^  +  4(p  +  2q)x  +  Aii?  +  2^2). 
Hetzen  wir  diese  Gröfse  gleich  4(a;  +  fTj  so  folgt  daraus: 

2/"  — p  — 2g 

Die  zweite  Formel  giebt  analog: 

und  um  diese  beiden  Werte  in  Übereinstimmung  zu  bringen,  setzen  wir: 

p^  +  2q^-  /^  =  2«  +  2jp«  —   ^« 
2f^    i>  ~22  =  2fif-    g   _2i). 

Hieraus  erhalten  wir  rationale  Werte  von  /*  und  g^  nämlich: 

und  vermöge  dieser  geht  der  Wert  von  x  über  in: 

8(i>  +  3) 
Dieser  Wert  genügt  bereits  den  beiden  ersten  Bedingungen.     Ferner 
erhält  man  die  entsprechenden  Werte  von  y  und  z  durch  die  Formeln: 

y  =  x  +  2p,      js  =  x  +  2q, 

HO  daTs  man,  nach  Unterdrückung  des  gemeinsamen  Nenners,  setzen 

kann: 

X  =    Ip^  -  SOpq  +    72* 

y  =  23jp»  —  14i)?  +    72* 

^  =    7i?*  -  14jpg  +  23gl 
Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Formel  y*  +  ^  +  2x^  und  setzt 
man    -  =  1  -{'  d,  so  hat  man  noch  der  Bedingung  zu  genügen: 

1  +  2^  +  2^«  +  -ö-»  +  4^^*  =  einer  Quadratzahl. 

Nun  findet  man  ohne  weiteres  '9'  =  0,  oder  '&•=  —  1,  oder  d  =  —  2; 
jedoch  ergiebt  sich  hieraus  keine  Lösung.  Ist  also,  der  vorstehenden 
Methode  gemäfs^ 

1  +  2*  +  2»*  +  ^  +  4^**  =  (!  +  «»  +  ^^»)*, 

und  entwickelt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man,  wenn  man 
ß  =  —  setzt,  d  =  208,  demnach  p  =  209,  2=1;  ^^^  hierdurch 
ergiebt  sich  die  folgende  Lösung: 

w  =  18  719,      y  =  62  609,      ^  =  18  929. 
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Es  würde  leicht  sein,  aas  diesen  noch  mehrere  andere  %n  finden, 
jedoch  würden  dieselben  wahrscheinlich  komplicierter  sein,  obwohl 
die  von  uns  angewandte  Methode  nicht  besagt,  dats  die  gefandeneii 
Zahlen  die  kleinsten  seien,  welche  der  Aufgabe  genügen. 

454. 

Es  sei  ferner  die  Aufgabe  gestellt,  drei  ungleiche  Qna- 
dratzahlen  a^,  y*,  ^  vou  der  Beschaffenheit  zu  finden,  dafs 
die  drei  Formeln 

a?*  +  y*  —  ^,      ^*  +  ^*  ~  y*i      y*  +  ^  —  a;* 
Quadratzahlen  darstellen. 

Man  findet  leicht,  dafs  die  ersten  beiden  Bedingungen  erfüllt 
werden,  wenn  man  setzt: 

je;  =  r*  —  rs  —  s*. 

Man  hat  also  nur  noch  die  dritte  Bedingung  zu  befriedigen,  und 
diese  geht  durch  die  Substitution  dieser  Werte  über  in: 

r*  —  4r*s*  -f-  s*  =8  einer  Qaadratzahl. 

Ist  r  =  ^Sj  so  reduciert  sich  die  Aufgabe  darauf,  zu  bewirken,  dafs 

^4  -  4^*  +  1 

eine  Quadratzahl  werde.  Man  könnte  d  e=s  0  oder  '&>«=*  2  setzen, 
jedoch  würde  sich  hieraus  keine  passende  Losung  ergeben.  Um  andere 
Werte  zu  erhalten,  sei  «O*  =  2  -j-  9;  dadurch  erhält  man: 

1  +  169)  +  209>*  +  89)»  +  9>*  =  einer  QuadratzabL 

Setzen  wir  diese  Grofse  gleich   (1  +  89  +  «9*)*  und  nehmen   wir 

sodann  a=l,  so  finden  wir  9  = j-,  mithin  -©"^ —^   t=^\1\ 

s  =s  4,  und  hieraus  folgt  die  nachstehende  Lösung: 

a;  =  241 ,      y  =  269,      z  =  149. 

Dies  sind  wahrscheinlich  die  kleinsten  Werte,  welche  der  Aufgabe 
genügen.    Man  hätte  auch  a  «»  —  22  setzen  können,  wodnrcli  man 

9>  ==  -T^}  ^  =  -jßT;  oder  r  =  442,  s«=  161  erhalten  hätte.    Hieraus 

aber  würden  sich  Werte  ergeben,  die  weit  beträchtlicher  sind,  als 
die  vorhergehenden. 
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Man  kann  auch  einen  andern  Weg  einschlagen,  um  zu  bewirken, 
daTs  die  Gröfse  1  +  IGtp  +  20^*  +  8q>^  +  9*  gleich  einer  Quadrat- 
zahl werde.  Stellen  wir  dieses  Quadrat  durch  (1  -}~  ^9>  "f"  ^9^)'  dar,, 
so  erhalten  wir,  wenn  wir  diese  Grofsen  gleichsetzen  und  entwickeln: 

0  =»     2fnq>  +  2nq>^  +  2mnq>^  +  n*^* 
—  I69  -  209>*  —       89)'  —     9* 

Setzt  man: 

16  — 2  w 8  — 2fnn 

9^  "  2n  +  wi*  —  20  ~     n*— 1    ' 

so  erhält  man  zwischen  m  und  n  die  Gleichung: 

(8  +  m) w«  +  (w»  —  20w  -  8)n  —  4m*  +  m  +  72  —  0. 
Um  nun  einen  rationalen  Wert  von  n  zu  erhalten,  setzen  wir 
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m  =  —  8;  dadurch  ergiebt  sich  w  = r^-,  9  «=  ^^r-,  und  dies  ist 

die    zweite   der   beiden,    mittelst   der  andern   Methode   gefundenen, 
Losungen. 

§  15. 

Entwicklung  des  ins  unendliche  fortgesetzten  Produkts: 

(1  -  rc)  (1  -  ic*)  (1  -  ar»)  . . . . 

455. 

Wir  betrachten,  allgemeiner  das  Produkt: 

(1  +  xz)(\  +  a^ß)(l  +  a^e){l  +  a?*ißr)  . . . 

und   nehmen   an,   dats   dieses  Produkt,   nach  Potenzen   von  e   ent- 
wickelt, die  Reihe  ergebe: 

1  +  Pxf  +  ^^*  +  B^  H 

Setzt  man  xe  an  die  Stelle  von  e,  so  erhält  man: 

(1  +  x*g)(l  +a^0)(l'\'a^d)'"  =  l  +  Pxg  +  Qx'e^  ^ , 

und  somit: 

1  +  Pg  +  Q0^  +  Rs^  -{ =  (1  +  a?^)  (1  +  Pxz  +  Qx^e^  H ). 

Entwickelt  man  die  rechte  Seite,  und  setzt  darauf  die  Koefficienten 
gleicher  Potenzen  von  e  einander  gleich,  so  ergiebt  sich: 


l  —  x 


^         1  —  X«  (1  —  a:)  (1  —  x*) 
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S  = 


l—x^         (1  —  j«)  (1    -  a;*)  (1  —  x«) 
lix*  X  »ö 


1  —X*  (1  — ar)(l  — x^)(l  -  a:^)(l— a;*) 

U.    8.    W. 

Ist  0  =  —  1,  80  wird  das  gegebene  Produkt 

(1  '-x){\  -o^){l  -a?)..,, 
welches  wir  X  nennen  wollen,  ausgedrückt  durch  die  Reihe: 


(^)  1  -  T^-.  + 


rr         .  rc*  x^ 


l  —  x     *     (1  —  x)  (1  —  Ä»)  (1  -  a;)(l  — a;»){l  -  ar«) 

+ 


x^"* 


(1  —  a;)  (1  —  a:*}  (1  —  x')  (1  —  «*)  ' 

und  zwar  sieht  man,  dafs  die  Zähler  die  Trigonalzahlen  1,  3,  6,  10, 
15^  ...  zu  Exponenten  haben.  Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie 
man  aus  den  Nennern  der  Reihe  nach  die  Faktoren  1  — x, 
1  —  ic*,  1  —  a?*,  ...  wegschaffen  kann. 

456. 

Hierzu    verwandeln   wir  jedes  Glied   der  Reihe  in   zwei   andere. 
nämlich: 


~ m  a;  +  -  — 

1  —  X  *     1  — 


X 


/y»3  >>**  1*^ 


j"    T-     -,  +  V 


(I  —  «)  (1  —  as«)  1— a;     '     (1  -  x)  U  —  ajO 

0"fl  7«^  ^^ 


in  -rr—^^7^—:^  + 


(1  — x)(l— a;*)(l— x»)  (1  -  a;)(l— a;*)     *     (1  —  j-)  (1  —  x*)  (1       j  j 

u.  s.  w. 

Hierdurch  geht  die  Reihe  (J.),  wenn  man  das  erste  Glied  1  bei  Seite 
läfsty  über  in: 


—  X  — 


05*  .  X^  X^ 


1— a;  '*"  (1  — a;)(l  — x'O  (1  -  a?)  (1  —  a;*)  (1  —  «•)    *^  *  * 


a;^  x«  .  a:^° 


"^    l—x         "(1  —  a;)  (1  —  a;')     '     (1  —  a;)  (1  —  a:")  (1  —  ac») 

oder,  wenn  man  reduciert: 

+ 


ä" 


(1— a;*)(l— a;^(l— a;*) 
Da  es  wesentlich  ist,  das  Gesetz  zu  bemerken,  welches  die  Ex- 
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ponenten  2,  5,  9,  14,  . . .  befolgen,  werfen  wir  einen  Blick  auf  das 
unten  folgende  Schema,  in  welchem  dasselbe  klar  hervortritt. 

Die  erste  Horizontalreihe  ist  diß  der  natürlichen  Zahlen,  die 
zweite  ist  die  Reihe  der  Trigonalzahlen  oder  der  Exponenten  der 
Zahler  in  der  ersten  Reihe  (Ä).  Addiert  man  zu  jeder  Trigonalzahl 
die  darüberstehende  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe,  so  erhält  man 
die  Reihe  2,  5,  9,  14,  20,  . . .,  also  die  Reihe  der  Exponenten  von  x 
in  der  Reihe  (J5),  wenn  man  davon  das  erste  Glied  —  x  ausnimmt, 
dessen  Exponent  1  in  der  Tafel  unmittelbar  über  2,  anstatt  neben  2 
wie  in  der  Reihe  (B)  steht. 

Nachdem  dies  vorausgeschickt  ist,  sehen  wir,  dafs  der  Faktor 
1  —  X  aus  den  verschiedenen  Nennern  verschwunden  ist.  Entfernen 
wir  ebenso  den  Faktor  1  —  a?*,  so  geschieht  dies,  indem  wir  setzen: 


(1 


«•  ^*       j» *" 

—  x*)  (1  —  «»)  ~  1  — «*   *  (i^^")Tr^^^T 


(1  -  X*)  (1  —  x»)  (1  —  jj*)  (i—x*){l  —  x^     »     (1  —  x*)  (l  —  x»)  (1  —  .r*) 

u.  s.  w. 

Hierdurch  geht  die  Reihe  (J?),  wenn  man  den  ganzen  Teil  —  x  —  x^ 
wegläfst,  über  in: 


"*     1  — x»  "^    (1  -  «•)  (1  —  x^Y    '     (1  —  Ä«)  (1  — «»)  (l  —  x*)   ~~ 

•4/  I  aV  M/  I 

1— X«'     *      (1  —  X*)  (1  —  X»)  (1  —  X*)  (1  —  x^  (1  —  x^     ' 

oder,  wenn  mau  vereinfacht, 

X*'  x" 

(r)  ajs  +  a;  _  _____  +  ____.__^^^_ 


x" 


r  + 


(1  —  X»)  (1  —  X*)  (1  —  x/) 

Die  Exponenten  5,  7,  12,  18,  25,  ...,  welche  mit  Ausnahme  des 
ersten  5  die  Reihe  (C)  der  Tafel  bilden,  ergeben  sich  aus  den  vor- 
hergehenden 5,  9,  14,  20,  . . . ,  indem  man  zu  letzteren  die  senkrecht 
darüberstehenden  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  addiert.  Was 
den  Exponenten  5  der  Reihe  C  anlangt,  so  steht  derselbe  in  der 
Tafel  unmittelbar  über  7,  gleich  als  ob  er  zur  vorhergehenden  Reihe 
{B)  gehörte. 

Trennen   wir  den  ganzen  Teil  x^  +  ^'  ^^^  ^^^  Reihe  (C)  ab, 
und  geben  wir  dem  übrigbleibenden  Teile  die  Form: 
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-a;"  — 


X 


10 


1  — X' 


+ 


X 


IS 


X 


so 


(1  —  X^)  (1  —  X*)  (1  -  X^)  (1  —  X*)  (1  —  X*) 

"*"    1— .T«  (1  —  a;»)'(l  — «♦)   "1"    (1  —  Ä»)  (1  —  a:*)  (1  —  ar*) 

SO  erhalten  wir,  wenn  wir  vereinfachen,  die  vierte  Reihe: 


+ 


c^) 


X 


so 


(1 — «*)  (1  -  «*) 


+ 


rc 


so 


(1  —  «*)  (1  -  Ä»)  (1  —  «•)  ' 

bei  welcher  der  Faktor  1  —  rc*  nicht  mehr  in  den  Nennern  vorkommt. 
Es  treten  darin  die  Exponenten  12,  15,  30,  39,  ...  auf,  welche  mit 
Ausnahme  des  ersten  die  Reihe  (D)  in  der  Tafel  bilden.  Man  eriiilt 
dieselben  aus  den  vorhergehenden  12,  18,  25,  33,  . . .  wenn  man  za 
jedem  der  letzteren  die  darüberstehende  Zahl  aus  der  natürlichen 
Zahlenreihe  addiert. 

Man  sieht,  dafs  es  unnötig  ist,  diese  Rechnung  noch  weiter 
fortzusetzeu,  dafs  man  sich  vielmehr  darauf  beschränken  kann,  die 
Tafel  weiter  zu  berechnen,  indem  man  in  jeder  Yertikalreihe  zu  jeder 
Zahl  die  an  der  Spitze  der  Yertikalreihe  stehende  Zahl  aus  der  natür- 
lichen Zahlenreihe  addiert.  Alsdann  sind  die  letzten  beiden  Glieder 
jeder  Vertikalreihe  die  Exponenten  von  x  in  der  vereinfachten  Reihe 
oder  in  dem  gesuchten  Produkt.  Was  die  Vorzeichen  dieser  beiden 
Glieder  anlangt,  so  geht  aus  unserer  Rechnung  deutlich  hervor,  dafs 
sie  positiv  sind  bei  den  Vertikalreihen  von  gerader  Ordnung  und 
negativ  bei  denen  von  ungerader  Ordnung. 


Natürliche  Zahlen: 

1,   2,     3, 

4, 

5, 

6,     7, 

8, 

9,... 

{A).... 

1,    3,     6, 

10, 

15, 

21,   28, 

36, 

45,  . . . 

(B).... 

2,    5,     9, 

14, 

20, 

27,   35, 

44, 

54,  ... 

(C)....' 

'        7,    12, 

18, 

25, 

33,   42, 

52, 

63,  ... 

(D)  .  .  .  . 

15, 

22, 

30, 

39,   49, 

60, 

72,... 

(E)  .... 

26, 

35, 

45,   56, 

68, 

81,  ... 

(F).... 

40, 

61,   63, 

76, 

90,  ... 

(G).... 

57,    70, 

84, 

99,  . . . 

Mithin  ist  das  gesuchte  Produkt: 

X  =  1  _  a;  _  x*  +  «J*  +  x'  -  a;"  —  ««  +  «*»  +  «*«  —  jc«  —  «^ 

+  «»  +  «:»' 
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457. 

Was  das  Gesetz  der  Exponenten  dieses  Produkts  angeht, 
80  ist  dasselbe  leicht  zu  finden.  Denn  da  alle  Vertikalkolonnen  arith- 
metische Progressionen  sind,  so  erhält  man,  wenn  man  mit  h  die 
Zahl  ans  der  natürlichen  Zahlenreihe,  welche  die  Ordnung  einer 
Kolonne   angiebt,   bezeichnet,   für   das   letzte  Glied  dieser  Kolonne 

^jt^jt-L.  i)+Ä;*    oder    4-(3**  +  *),    und    für    das    vorletzte   Glied 

i  i-  (A-  4-  1)  ^_  fc  (fc  —  1)  oder  -J"  (3**  —  *)•  Mithin  besitzt  die  Reihe 
der  Exponenten   2,   1,   15,  26,  40,  57,  ...   das    allgemeine   Glied 

-  (3P  -f-  *)  und  die  Reihe  der  Exponenten  1,  5,  12,  22,  35,  51,  ... 

das  allgemeine  Glied  y  (3X^  —  2;);  folglich  kann  das  gesuchte  Pro- 
dukt X   nur  solche  Potenzen   von  x  enthalten,   welche   sich  durch 

x^  '  ,  wo  i  eine  ganze  Zahl  ist,  darstellen  lassen.  Diese  Potenzen 
haben  den  Eoefficienten  -\-  1 ,  wenn  Tc  gerade  ist,  und  —  1 ,  wenn  h 
ungerade  ist 

Die  Reihe  1,  5, 12,  22,  35, . . .,  deren  allgemeines  Glied  —(3^:*  —  A:) 

lautet,  ist  eigentlich  die  der  Pentagonalzahlen  (siehe  oben  No.  156); 
jedoch  gehört  die  andere  Reihe  2,  7,  15,  26,  40,  ...  ebenfalls  zu 
denselben  Zahlen.    Man  erhält  sie  nämlich,  wenn  man  h  die  Werte 

—  1,  —  2,  —  3,  ...  beilegt,  d.  h.  das  Zeichen  von  h  ändert  In  der 
That  bilden  die  beiden  Reihen  nur  eine  einzige,  welche  aus  dem- 
selben allgemeinen  Gliede  vC^^'  '~  ^)  abgeleitet  wird,  wie  man  im 
Folgenden  sieht: 

* —  4,  —  3,  —  2,  ~  1,  0,  1,  2,     3,     4,  . . . 

Pentagonalzahlen:      26,      15,        7,        2,  0,  1,  5,  12,  22,  ••. 

Ist  Naf^  ein  beliebiges  Glied,  welches  in  der  Entwicklung  des 
Produkts  mehrerer  Faktoren  1  —  7f*^  1  —  rc^,  1  —  0;^,  . . .,  die  in 
endlicher  oder  unendlicher  Anzahl  vorhanden  sein  können,  vorkommt, 
30  stellt  der  Eoefficient  N  allgemein  die  Differenz  zwischen  der  Zahl 
dar,  welche  angiebt,  wie  oft  sich  die  Zahl  n  durch  Addition  einer 
geraden  Anzahl  der  Exponenten,  a,  ^,  y,  .  .  bilden  läfst,  und  der 
Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft  die  Zahl  n  durch  Addition  einer  un- 
geraden Anzahl  dieser  Exponenten  entstehen  kann. 

I««g«ndre,  Zahleniheorie  II.  9 
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458. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Gesetze  ergeben  sich  somit  für  die 
Entwicklung  des  ins  Unendliche  fortgesetzten  Produkts 

(1  -  ^)  (1  -  a;^  (1  —  ar»)  . . . 

die  folgenden  Sätze: 

1)  Jede  Zahl;  welche  nicht  Pentagonalzahl   d.  h.  nicht 

unter    der   Form   y(3F  +  A)    enthalten    ist,    läfst    sich  auf 

ebeuso  viele  Arten  durch  Addition  einer  geraden  Anzahl 
der  natürlichen  Zahlen  1,  2,  3,  4,  ...  bilden,  wie  durch  Ad- 
dition einer  ungeraden  Anzß.hl  derselben  Zahlen. 

2)  Jede  gerade,  oder  einem  geraden  Werte  von  i  ent- 
sprechende Pentagonalzahl,  läfst  sich  einmal  mehr  durch 
Addition  einer  geraden  Anzahl  der  natürlichen  Zahlen,  ah 
durch  Addition  einer  ungeraden  Anzahl  derselben  Zahlen 
bilden. 

3)  Das  Umgekehrte  findet  statt  bei  jeder  nngeradeo 
Pentagonalzahl. 

Dieselbe  Entwicklung  bietet  noch  andere  weit  bemerkenswertere 
Eigenschaften  dar,  welche  man  in  dem  Kapitel  de  Partitione  Nume- 
rorum von  Euler's  Introd.  in  Anal.  inf.  und  im  I.  Teile  des  III.  Bandes 
der  Nova  Acta  Petrop.  findet. 

§  16. 

Über  ähnliche  Funktionen,  welche,  mit  einander  mnltipliciert,  Prodokta 

von  derselben  Form  geben. 

459. 

Wie  wir  bereits  in  §  4  gesehen  haben,  besitzen  die  verschiedenen 
quadratischen  Teiler  einer  und  derselben  Formel  t^  -|-  ^^'  ^^  Eigen- 
schaft, dafs,  wenn  man  zwei  oder  mehrere,  gleiche  oder  verschiedene 
Teiler  mit  einander  multipliciert,  das  Produkt  stets  durch  einen  der 
quadratischen  Teiler  derselben  Formel  sich  darstellen  läfst  Eine 
analoge  Eigenschaft  zeigt  sich  bei  gewissen  homogenen 
Funktionen  aller  Grade,  nämlich  bei  den  Polynomen  dritten  Gra- 
des mit  drei  Veränderlichen,  bei  den  Polynomen  vierten  Grades  mit 
vier  Veränderlichen,  u.  s.  w.  Wir  wollen  dies  darlegen,  indem  wir  mit 
den  Polynomen  zweiten  Grades  mit  zwei  Veränderlichen  b^nnen^ 
wodurch  wir  auf  die  bekannten  Formeln  wieder  zurückkommen. 
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Sind  a  und  ß  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  zweiten 

Grades: 

p^  —  ap  +  b  =  Oy 

so  kann  man  die  Formel  zweiten  Grades 

rc*  +  axy  +  by^ 

als  das  Produkt  der  beiden  Faktoren 

{x  +  ay)  (x  +  ßy) 

betrachten,  da  man  a-^- ß==ay  aß^=^h  hat.    Ebenso  stellt  die  Formel 

x^^  +  ö^i^i  +  &yi*, 

welche  in  ähnlicher  Weise  aus  zwei  andern  Veränderlichen  rr^,  y^ 
gebildet  ist,  das  Produkt  der  beiden  einfachen  Faktoren 

dar. 

Will  man  jetzt  diese  beiden  Formeln  mit  einander  multiplicieren, 
so  nehme  man  zunächst  das  Produkt  der  beiden  Faktoren 

(^  +  ay)  (^1  +  «yO- 

Dasselbe  ist: 

xx^  +  a{xyy^  +  yx^)  +  a^yy^, 

oder,  wenn  man  aa  —  h  an  Stelle  von  o?  setzt: 

^^  —  ^yvx  +  « ip^Vi  +  y^i  +  «yyi)- 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

Z  =  rra?!  —  hyy^ 

80  erhält  man: 

{x  +  ay)  (iTi  +  ay^)  =  Z  +  a  F. 

Aus  demselben  Grunde  bat  man,  wenn  man  ^  fär  a  setzt: 

{x  +  ßy){x,  +  ßy,)  =  X  +  ßY. 

Moltipliciert  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander,  so  ist  die 
liuke  Seite  das  Produkt  der  beiden  gegebenen  Polynome  und  die 
rechte  verwandelt  sich  in  X*  +  aX!F+  6F*.  Hieraus  erkennt  man, 
dafs  das  Produkt  der  beiden  ähnlichen  Funktionen 

a?  +  axy  +  6y*,      x^^  +  ax^y^  +  6y,* 

dargestellt  wird  durch  eine  Funktion  derselben  Art,  nämlich: 

X^  +  aXY+hY^. 

Man  kann  jedoch  das  Produkt  der  beiden  gegebenen  Polynome 

noch  auf  eine  zweite  Art  bilden. 

9* 
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460. 

Multipliciert  man  nämlich  zuerst  x  -^  ay  mit  x^  -f-  /}y,,  so  wird 
das  Produkt  gleich  xXi  +  ayXi  +  ß^Vi  +  ^ßWi)  oder,  wenn  man 
die  Werte  ^  =  a  —  «,  aß  '=h  einsetzt: 

xx^  +  axy^  +  hyy^  +  a(ya;i  —  iry,). 

Somit  kann  man  X  und  Y  die  Werte  geben: 

X  =  rraJi  +  axy^  +  fcyy, 

und  das  gesuchte  Produkt  wird  ebenfalls  dargestellt  durch: 

X^  +  aXY+hY^. 

Daraus,  dafs  das  Produkt  zweier  Faktoren  von  der  Form 

auf  zwei  verschiedene  Arten  auf  die  gleiche  Form 

X*  +  aXF+&r» 

gebracht  werden  kann,  folgt,  dafs  das  Produkt  dreier  Faktoren  wie 

x^  +  axy  +  fcy*,    x^^  +  ax^y^  +  fty^*,    V  +  aa:^^,  +  fey^* 

sich   auf  vier  verschiedene  Arten  auf  diese  Form  bringen  läTst,  dafs 
das  Produkt  von  vier  Faktoren  achtmal  von  derselben  Form  lat  u.  s.  w. 

Hat  man  allgemein  n  Faktoren  von  der  Form 

a?  +  axy  +  6y*, 
so  ist  ihr  Produkt  2**""^-mal  von  derselben  Form. 


461. 

Wenn  die  in   Rede  stehenden   n  Faktoren   einander   gleich 
sind,  so  erhält  man  auf  ebenso  viele  Arten: 

{p(?  +  axy  +  hy^Y  =  X»  +  aX  r+  6  F«. 

Aber  diese  Gleichung  hat  nur  eine  Losung,  wenn  man  will,  dafs 
die  unbestimmten  Gröfsen  X  und  Y  keinen  gemeinschaftlichen  Faktor 
haben. 

Um  diese  Losung  direkt  zu  finden,  kann  man  sich  der  Gleichung 

X  +  «r=(a;  + «y)« 
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oder 

bedienen.    Aus  dieser  erhält  man: 

/      ,     1       \»-i       ,     n(n— l)(n  — 2)/      ,     1       \»-»,/a»      ,\   , 

Auf  diese  Weise  kennt  man  allgemein  die  beiden  Funktionen  X  und  Y 
Tür  jeden  Wert  von  w. 

462. 

Nehmen    wir  jetzt   an,   dafs  a,  ß^  y   die   drei  Wurzeln  der 
Gleichung 

p^  —  op*  +  6jp  —  c  SF=  0 

seien,  und  entwickeln  wir  das  Produkt  der  drei  Faktoren: 
{x  +  ay  +  a^z)  (x  +  ßy  +  ß^z)  {x  +  yy  +  y^z), 

so  finden  wir  den  folgenden  Ausdruck: 

x^  +  («  +  ^  +  y)x'y  +  (««  +  /3*  +  y')^^  +  («^  +  «y  +  /Sy)^»' 
+  (a^ß  +  /SV  +  /«  +  «'y  +  /»*«  +  fß)  xyz 
+  (a*^  +  ß'y'  +  fa^xz^  +  aßyy^  +  (a«/3y  +  ^V«  +  Y^^ß)  f^ 

In  diesem  Ausdrucke  sind  sämtliche  Koefficienten  symmetrische  Funk- 
tionen der  Wurzeln  a^  ß,  y\  sie  können  somit  durch  die  Koefficienten 
der  Gleichung  in  p  ausgedrückt  werden.  Das  in  Rede  stehende  Pro- 
dukt reduciert  sich  also  auf  eine  vollkommen  rationale  Funktion, 
nämlich: 

j^  +  ax^y  +  (a*  -  26)  a^z  +  bxy^  +  (ab  —  3c)  xyz  +  (fc*  -  2ac)  xz^ 

+  cy^  +  acy^z  +  bcyz*  +  c^z^^ 

und  diese  Funktion,  welche  wir  mit  0{x^y^z)  bezeichnen, 
besitzt  die  Eigenschaft,  dafs,  wenn  man  mehrere  solche 
Funktionen,  in  denen  die  Gröfsen  a,  by  c  dieselben  bleiben, 
mit  einander  multipliciert,  das  Produkt  stets  eine  Funktion 
von  derselben  Form  ist. 
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463. 

Nehmen  wir  uämlich  an^  dafs  man  die  vorige  Funktion  4>(a;,y,^) 
mit  einer  ähnlichen  Funktion  ^{sCuffiyiSi),  in  welcher  die  Konstanten 
a,  h,  c  dieselben  sind,  multiplicieren  solle,  so  reduciert  sich  diese 
Aufgabe  darauf,  das  Produkt  der  sechs  Faktoren  zu  bilden: 

X  +  ay  +  a^g  ,      x  +  ßy  +  ß^e  ,      x  +  yy  +  y^g 

^1  +  a^i  +  «'^i;      ^i  +  ßVi  +  ß^^i^      ^1  +  y»i  +  f^v 
Multipliciert  man  nun  zunächst  a;  +  ay  +  «^^  ^^^  ^i  +  ^Vi  +  «^*i 
und  setzt  dann  in  dem  Produkte  an  Stelle  von  a'  und  a*  ihre  Werte: 

«3  =  aa^  —  6a  +  c,       a*  =  (a*  —  6)  a*  —  {ah  —  c)  a  -|-  ac, 

so    wird   dieses  Produkt   ausgedrückt  durch  X-^  aY  -}'  tx^Z,  wenn 
man  setzt: 

X  =  xxi  +  c{y0i  +  zy^)  +  aczz^ 
Y=-xy^+  yx^  —  6  {yz^  +  ^yO  —  («&  —  c)  ^^i 
Z  =  xs^  +  zxi  +  yyi  +  a(y^i  +  ^yj  +  (a*  —  6)^^i. 
Man  sieht  also,  dafs  das  Produkt  der  beiden  gegebenen  Fonktionen 
^{x,y,z),  ^{x^yi,  Zj)  gleich  ist  dem  Produkte  der  drei  Faktoreu: 

(X  +  «r+  a'Z)  {^  +  ßY+ß'Z)  (X  +  y r+  y«Z) 
und  somit  gleich  der  durch  0(X,  Y,  Z)  bezeichneten  Funktion,  welche 
lautet: 

'  X'  +  aX^Y+  (a«  ~  2b)X^Z+bXY'  +  {ab  -  3c)XYZ 

+  (6*  -  2ac)XZ»  +  cF»  +  acY*Z+  bcYZ*  +  ^Z\ 

464. 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  dieses  Produkt  mit  einer  dritteD,  den 
beiden  andern  ähnlichen  Funktion  ^{x^yy^^z^  multipliciert  werden 
solle,  so  mufs  man  offenbar  setzen: 

Xi  =  Xx^  +  c{Yz^  +  Zy^  +  aoZz^ 

Yi  «  Xy^  +  Ya;,  -  b{Yz^  +  Zy,)  -  {ab  -  c)Z5, 

Zi  =  Xz^  +  Za;^  +  Ty,  +  a{Yz^  +  Zy,)  +  (a*  -  6)Zj5„ 

und  das  Produkt  der  Funktionen,  um  die  es  sich  handelt,  wird  aus- 
gedrückt durch  die  ähnliche  Funktion  0(Xi,  Yj,  Zj). 

Ebenso  verhält  es  sich  bei  einer  beliebigen  Anzahl  von  Funk- 
tionen und  somit  bei  einer  beliebigen  Potenz  derselben  Funktion.  In 
diesem  letzteren  Falle  kann  man  zum  Resultate  jedoch  durch  ein 
einfacheres  Verfahren,  als  das  der  successiven  Multiplikation  ist^  ge- 
langen. 
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Man   kann   nämlich  mittelst  verschiedener  bekannter  Methoden 
direkt  die  Grofsen  X,  F,  Z  derart  bestimmen^  dafs  man  hat: 

(a-  +  ay  +  a^£)n  _  X  +  «7+  a^Z. 

Dazu  hat  man  nur  die  linke  Seite  nach  Potenzen  von  a  zu  entwickeln 
and  an  Stelle  der  Potenzen ,  welche  höher  sind  als  c?^  ihre  vermittelst 
der  Gleichung  a^  ^^ao? —  6a  +  ^  reducierten  Werte  zu  substituieren. 
Hierdurch  wird  die  Gröfse  <t>*(a;,  y,  z)y  welche  die  n*®  Potenz  der 
Funktion  4>(x^  y,  0)  bezeichnet^  ausgedrückt  durch  0(X;  F,  Z). 

465. 

Im  Falle  n  »=  2  findet  man  unmittelbar  mit  Hülfe  der  Formeln 
des  Artikel  463,  wenn  man  darin  x^  =*  iP,  yi  =  y,  ^i  ==  ^  setzt: 

X  =  a;*  +  2cyz  +  acz^ 
r  =  2xy  —  2lyß  —  {ab  —  c)z^ 
Z=2x0  +  y^  +  2ayz  +  (a^  —  h)z\ 
Diese  Werte  genügen  der  Gleichung 

0«(x,  y,  z)  -  0(X,  r,  Z), 

welches  auch  die  drei  Unbestimmten  x,  y,  z  sein  mögen. 

Stellt  man  zwischen  diesen  drei  Unbestimmten  die  Beziehung 

0  =  2xz  +  f  +  2ayz  +  (a^  —  ^z" 
fest,  wodurch  sich  JZ  =  0  ergiebt,  so  reduciert  sich  <1>(X,  F,  Z)  auf 

X»  +  aX«r+6Xr*  +  c]P,    * 
woraus  folgt,  dafs  die  Gleichung 

X«  +  aX«r+6Xr«  +  cY'==  V^ 

sich  allgemein  auflösen  läfsi  Denn  nimmt  man  die  Unbe- 
stimmten derart  an,  dafs  die  Bedingungsgleichung  Z  =  0  erfüllt  ist, 
so  sind  die  für  X  und  Y  sich  ergebenden  Werte  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dafs  man  gleichzeitig  V ^^  ^{x^y^z)  hat 

Setzt  man  zu  dem  Zwecke  y  ="  (u  —  d)Zy  wodurch  sich 

2a;  2a;(u  —  g) 

ergiebt,  so  erhält  man  die  Lösung: 

^=-  -(frZHöT  («'  —  o«*  +  6«  -  c) 

«»       ( —  M«  +  2oM»  -  56u*  +  20cH»  +  (56»  —  20oc)m») 
+  (8a*c  -  2ah*  -  46c)«  +  6»  -  4o6c  +  8c* 


(6  —  u«)» 
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Will  mau,  dafs  die  Funktionen  X  und  Y  keinen  gemeinsehafUichen 

Teiler  haben,  so  kann  man  w  =  — ,  a?  =  (u*  —  6)  jBf*  setzen,  und  ge- 
nügt sodann  der  Gleichung 

X^  +  aX^Y  +  bXY^  +  cY^  =  V 
durch  die  Werte: 

X  =  y*  -  2b  fz"  +  8cy^  +  (b^  —  4ac)  j^ 
Y=  —  Aziy^  —  ay^z  +  ^V^^  ""  <^^) 
F=  yß  -  2ay*j?  +  bby^z^  -  20cy^;5»  -  (56*  —  2Qae)f^ 
—  (8a«c  —  2a6«  —  46c)y;8?5  -  (6»  -  4a6c  +  8c*)£*. 

Dies  sind  die  Formeln,  welche  sich  aus  der  Annahme  Z=0  ergeben. 
Die  Annahmen  X  =  0,  Y  ^=0  würden  zu  ähnlichen  Formeln  fuhren, 
vermittelst  deren  die  Gleichungen 

cY^  +  acY^Z  +  bcYZ^  +  c'Z^  =  F« 

X»  +  (a^  -  26)  X^Z  +  (5«  -  2ac)  XZ*  +  c«Z'  =  F* 

allgemein  gelöst  würden. 

466. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Gleichung  vierten  Grades 

p^  ~  ap^  +  bp^  —  cjp  +  rf  =  0, 

deren  Wurzeln  a,  ßj  y,  d  seien,  und  bilden  wir  mit  Hülfe  dieser 
Wurzeln  die  vier  Polynome: 

^  +  «y  +  «^^  +  «*** 
ÄJ  +  /Jy  +  /^'-s?  +  /3^u 

«  +  yy  +  y^^  +  y'** 

x  +  dy  +  ö^z^  d»w, 

so  ist  das  Produkt  dieser  vier  Polynome  eine  symmetrische  Funktion 
der  Wurzeln  er,  ßj  y^  d]  denn  es  bleibt  dieses  Produkt  offenbar  un- 
geändert,  wenn  man  diese  Wurzeln  irgendwie  mit  einander  yertauschi 
Diese  Funktion  ist  somit  ein  in  Bezug  auf  ^,  y,  z,  u  homogenes 
Polynom  vierten  Grades,  dessen  Koefficienten  sich  durch  die  gegebenen 
Gröfsen  a,  b,  c,  d  ausdrücken  lassen,  wenn  man  die  bekannten  For- 
meln zur  Bestimmung  einer  symmetrischen  Funktion  der  Wurzeln 
einer  gegebenen  Gleichung  anwendet 

Da  jedoch  die  grofse  Menge  der  Glieder,  aus  denen  ein  solches 
Produkt  besteht,  einige  Schwierigkeiten  bei  der  Bestimmung  der 
Koefficienten   bereiten   könnte,    so   kann   man   annehmen,    dafs   der 
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Faktor  j;  +  ay  +  a^u  +  c?Si  und  die  drei  andern  diesem  ähnlichen  die 
Wurzeln  der  Gleichung  vierten  Grades  sind: 

p4  _  ^p8  +  jB^a  _  cfp  +  D  —  0, 
welche  man  erhält,  indem  man  p  aus  den  beiden  Gleichungen 

Q  =  x+py+p^z+  jp»tt 

0  =jp*  —  ap^  +  hp^  —  cjp  +  J 

eliminiert  Mit  Hülfe  dieser  Elimination  erhält  man  die  Koefficienten 
A,  Bf  Cj  D  als  Funktionen  von  x,  y,  z,  u,  a,  h,  c,  d,  und  da  D  das 
Produkt  der  vier  Werte  von  q  ist,  so  ist  offenbar  D  die  gesuchte 
Punktion,  welche  sich  aus  dem  Produkte  unserer  vier  Polynome  ergiebt 

467. 

Wird  diese  Funktion  durch  ^(x,  y,  sSy  u)  dargestellt,  und  soll 
dieselbe  mit  einer  ähnlichen  Funktion  4>(^i,  y^  e^,  Mi),  in  welcher  die 
Grofsen  a,  6,  c,  d  dieselben  sind,  multipliciert  werden,  so  braucht 
man  nur  das  Produkt  der  beiden  Polynome  zu  betrachten: 

^  '\'  ^y  '\'  «*^  +  «'w 

Ist  dieses  Produkt  gleich  X  +  aF^-  «*^+  «'?/,  so  findet  man: 

X  =  xx^  —  d{uyy^  +  ^^1  +  y^h)  —  (id{uz^  +  jEfw,)  —  (a*  —  h)duu^ 

^  =  y^i  +  «tfi  +  c(wyi  +  ^^1  +  ywi )  +  (ac  —  d){nz^  +  ßu^) 

+  (  a^c  —  6c  —  ad)uu^ 

Z=zx^  +yy,  +  xz^  —  K'^Vi  +  ^^i  +y^'i)  —  («'>  —  c)(w£?i  +  js^Mi) 

—  (a*6  —  6*  —  ac  +  d)  tiUi 

[/'=  ux,  +  ^yi  +  y^i  +  x%i^+a{uy^  +  ^^,  +  yw,)  +  (a*—  6)(u2:i  +  zu^) 

und  das  Produkt  der  beiden  gegebenen  Funktionen  ist  0(X,  F,  Z^  U). 
Ebenso  verhält  es  sich  bei  dem  Produkt  von  drei  oder  einer  grolseren 
Zahl  von  Funktionen.  Wir  glauben  jedoch  diese  Art  von  Unter- 
suchungen, welche  auf  alle  Grade  anwendbar  sind,  aber  zu  immer 
verwickeiteren  Resultaten  führen,  nicht  weiter  ausdehnen  zu  brauchen. 
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§   17. 

Über  einige  Aufgaben,  welche  sich  mehr  oder  weniger  direkt  auf  die 

unbestimmte  Analysis  beziehen. 

468. 

Unter  den  zahlreichen  Aufgaben  aus  der  unbestimmten  Analysis, 
deren  Lösung  wir  Euler  yerdanken^  wählen  wir  die  beiden  folgen- 
den aus,  welche  sich  in  seiner  Korrespondenz  mit  Lagrange*)  finden. 

Aufgabe  1.  Fünf  Zahlen  x,  y,  z,  u,  v  von  der  Beschaffen- 
heit zu  finden,  dafs  die  um  eine  Einheit  vermehrten  Pro- 
dukte von  je  zweien  dieser  Zahlen  eine  Quadratzahl  ergeben. 

Um  zunächst  die  drei  ersten  Zahlen  x^  y,  S5  so  zu  bestimmen^ 
dafs  die  drei  Grofsen  xy  •-\'  1,  yz  -{'  \^  zx  -{'  \  Quadratzahlen  sind, 
nehme  man  das  Quadrat  l^  beliebig  an  und  zerlege  l^  —  1  in  zwei 
Faktoren  m  und  n,  so  dafs  man  hat  V —  1  ^=^mn.  Alsdann  sind 
die  gesuchten  drei  Zahlen:  m,  ti,  m  -|-  n  -{-  2^;  nnd  diese  kann  man 
bezüglich  für  ;r,  y,  je;  nehmen.  Man  erhält  nämlich  mittelst  dieser 
Werte: 

.      xy  +  \  =  V 

^a;  +  1  =  m{m  +  n  +  2Z)  +  1  =  (m  +  Z)'. 

Sucht  man  sodann  eine  vierte  Zahl  u  von  der  Art,  dafs,  wenn  man 
sie  mit  den  drei  ersten  Zahlen  x^  y,  z  verbindet;  drei  neue  GroCsen 
ux  -\'  \j  wy  +  1,  %(,z  -\'  1  entstehen,  welche  gleich  Quadraten  sind, 
so  wird  diese  Bedingung  erfüllt,  wenn  man  setzt: 

n  — 4J(i  +  w)(i-f  n). 

In  der  That  erhält  man  mittelst  dieser  Werte: 

ua;  +  1  =  4im(i -f  w)(i  +  n) -f  (P  —  mn)«  =  (P  +  2Zm -f  ww)» 
wy  +  l  =  4in(Z  +  w)(Z  +  n)  +  (?  — Mn)*  =  (P  +  2Zn  +  mn)« 
uz  +  l  =  U{l  +  m){l-\'n)(m  +  n  +  2t)  +  {p  —  mnf 

—  (3P  +  2Z[w  +  »]+mfl)^ 

Sucht  man  endlich  eine  fünfte  Zahl  t;,  welche,  mit  den  andern  Tier 
verbunden,  jede  der  Grofsen  vx  -{-  \,  vy  +  1>  ^^  +  1>  vt«  +  1  ^^ 
einem  Quadrate  macht,  so  bezeichne  man  zunächst  durch 


*)  Siehe  die  in  der  Bibliothek  des  Instituts  niedergelegten  Mannskripte  tod 
Lagrange.  Anm.  d.  Verf. 
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die  Gleichung  yierten  Grades,  deren  Wurzeln  x^  y^  z,  u  sind;  alsdann 
bestimmt  sich  die  gesuchte  Zahl  v  rational  durch  die  Formel: 


V 


(«-!)« 


469. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  nach  Euler  angegebenen  Lösung 
darzuthun,  mufs  man  zeigen,  dafs  die  Grofse  |t;  -J-  1,  ohne  dafs  | 
specialisiert  würde,  ein  Quadrat  und  somit  die  Gröüse 

4r|  +  2i»(s  +  l)S  +  (s-l)* 
ebenfalls  ein  Quadrat  ist.    Nun  giebt  aber  die  Gleichung  für  $: 

4r|  =  41*  -  4pi^  +  Aqi'  +  45; 

mithin  reduciert  sich  Alles  darauf,  zu  beweisen,  dafs  die  Grofse 
41*  ^  4jp5»  +  4gg»  +  2p(s  +  l)g  +  {s  +  1)« 

für  jeden  Wert  yon  |  ein  Quadrat  ist. 

Nun  sieht  man,  dafs  diese  Grofse  wirklich  das  Quadrat  von 
25"  — jpl  —  s  —  1  darstellt,  sobald  die  Bedingung 

j  +  s+I-Ip» 

erfällt  ist.  Nachdem  die  Aufgabe  bis  auf  diesen  Punkt  reduciert  ist^ 
bilden  wir  die  Gleichungen: 

q  =  mn  +  (w  +  n){0  +  «*)  +  ^^ 
|)2  —  4gr  =  (m  +  n  —  z  —  uY  —  4mn  —  4£fu 

=  (21  +  *0*  -  4(P  —  1)  -  4zu 
4(s  +  1)  =  4mnuis  +  4  =  Azu(P  —  1)  +  4, 
mithin : 

^«  _  42  ~  4(s  +  1)  =  u(u  +41-  4Pz). 

Andrerseits  sieht  man  leicht,  dafs  u^^4Pß  —  41  ist  und  dals  somit, 
da  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  yerschwindet,  die  in  Frage 
kommende  Bedingimg  erfüllt  ist. 

Jetzt  hat  man  nur  noch  die  vier  Werte  von  $  in  die  allgemeine 
Formel 

ZU  substituieren,  wodurch  man  die  vier  folgenden  Resultate  erhält: 
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VX 


+ 1  =  ( f-r — } 

vy+l  =  { i^-^ ) 

,    .         (iz*  —  pg—»—\  \» 

,    ,         /2u«— p«  — «— 1  V 

+ 1  =•  \ — j— i — ;  • 


vu 


A 
E 
J 

N 

B 

C 

I) 

F 

G 

H 

K 

0 

L 
P 

M 

Q 

Ist  z.  B,  w  =  1,  n  =  3,  Z  =  2,  so  erhält  man  x=l,  y  =  3,  jf==8, 

777480 

M  =  120,  t;  ==  ,  ,  ., ,  und  diese  fünf  Zahlen  x,  y,  sf,  u,  v  sind  so  be- 
schaffen, dafs  das  um  eine  Einheit  vermehrte  Produkt  von  je  zweien 
derselben  ein  Quadrat  ist 

470. 

Aufgabe  2.  In  ein  wie  in  der  nebenstehen- 
den Figur  in  16  Felder  geteiltes  Quadrat  soll 
man  16  Zahlen  A^  B,  C,...  Q  einschreiben, 
welche  folgenden  Bedingungen  genügen: 

1)  dafs  die  Summe  der  Quadrate  der  Zahlen  in  jeder 
der  vier  Horizontalreihen,  ferner  auch  in  jeder  der  vier 
Vertikalreihen  und  in  beiden  Diagonalen  dieselbe  ist 
Dies  giebt  10  Bedingungen. 

2)  dafs,  wenn  man  in  zwei  beliebigen  Horizontalreihen 
die  über  einander  stehenden  Zahlen  multipliciert  und  die 
Produkte  addiert,  diese  Summe,  z.  B.  ÄE  +  BF+CG  +  DH, 
stets  gleich  Null  ist,  und  dafs  dasselbe  gelten  soll  bei  zwei 
beliebigen  Vertikalreihen.     Dies  giebt  12  Bedingungen. 

Man  hätte  also  im  Ganzen  22  Bedingungen  zu  erfüllen  und  nur 
16  Unbekannte.  Indessen  bemerkt  Euler,  dafs  es  unendlich  viele 
Arten  giebt,  dieser  Aufgabe  zu  genügen.  Er  war  im  Besitz  der 
allgemeinen  Lösung  derselben  und  gab  als  Beispiel  das  folgende 
Quadrat: 

68,  —  29,        41,  -  37 

-  17,        31,        79,        32 
59,        28,  —23,        61 

—  11,-77,     .    8,        49. 

Die  Auflösung  dieses  Problems  ist  nicht  veröffentlicht  worden, 
und  es  wäre   sehr  zu   wünschen,  dafs  dies  geschehe,  wenn  man  sie 
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unter  den  noch  nicht  gedruckten  Mannskripten  des  Verfassers  finden 
konnte;  denn  wie  man  sieht^  würde  es  sehr  schwierig  sein^  sie  wieder- 
herzustellen 

471. 

In  der  Einleitung,  Artikel  X,  haben  wir  gesehen,  dafs,  wenn  eine 
gegebene  Zahl  N  die  Form  2*"a/Jy«"*  besitzt,  wo  a,  /3,  y, . . .  un- 
gleiche Primzahlen  sind,  die  Summe  der  Teiler  der  Zahl  N  gegeben 
ist  durch  die  Formel: 

(2«+i-l)(i  +  «)(i  +  /J)(i+y)  •• 

Hätte  man  an  Stelle  des  einfachen  Faktors  a  den  doppelten  Faktor 
a',  so  würde  dieser  Faktor  in  der  Formel  anstatt  durch  1  -J-  a  durch 

«*  —  1 
1  +  a  +  «*  oder —  vertreten  sein,  ebenso  würde  bei  dem  Faktor 

ff'  die  Formel  den  Faktor  1  -|-  a  +  a*  +  a*  oder  — ^^-j-   enthalten, 

u.  s.  w.  Dasselbe  findet  Anwendung  auf  die  andern  Faktoren,  die 
auch  nicht  einfach  zu  sein  brauchen.  Wir  geben  im  Folgenden 
einige  Anwendungen  dieser  Formel. 

I.  Hat  man  n  so  gewählt,  daXs  2"  —  1  eine  Primzahl  ist,  und 

setzt  man: 

JV^  =  2— 1(2»— 1), 

so  ist  die  Summe  der  Teiler  der  Zahl  N  der  vorher  angegebenen 

Formel  zufolge  gleich 

2"(2"—  1); 

mithin  ist  die  Summe  doppelt  so  grofs  als  die  Zahl  N,  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  die  Zahl  N  ist  gleich  der  Summe  ihrer  aliquoten 
Teile.  Die  einfachsten  derartigen  Zahlen,  denen  man  den  Namen 
^vollkommene  Zahlen'^  beigelegt  hat,  sind: 

2^(2»  —  1)  =  28,      2*(2'^  —  1)  =  496,      2«(2'  -  1)  =  8128, 

2"(2*»  -  1)  =  212.8191  =  33550336  u.  s.  w. 

II.  Will  man  eine  Zahl  N  von  der  Beschaffenheit  haben,  dafs 
die  Summe  ihrer  Teiler,  JV  mit  einbegriffen,  dreimal  so  grofs  alsJV 
sei,  und  setzt  man  N ^^2* »aßy  »..^  wo  a,  ß,  y,.  ungleiche  Prim- 
zahlen sind,  so  mufs  man  der  Gleichung 

(2-+1— l)(l  +  a)(l  +  /S)(l+y)...  =  3.2".a/Jy... 

oder  der  Gleichung 


l+a       1+fl       1+y 

^— — ^—   .  -  •  ■  •  •  •  *  sss 


32 


n 


a  ß  y  2*"^*  —  1 

Genüge  leisten. 
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12 

Ist  n  Bss  2,  so  wird  die  rechte  Seite  gleich  -=-•    Setzt  man  also 

a  =  7,  so  erhält  man  — ^  •  — ^^  " '  "^  ~8~  '^  "ä" '  ^^^^  GleichuDg, 
die  unmöglich  ist,  weil  die  Nenner  ß,  y,"*  ungerade  sind. 

Ist  n  »=  S,  so  erhält  man  — i^  — ^tx. . . .  -^  -_--  =»  — -.  Daraus 

'  a  p  16  5 

1  -4-  ß  ft  4 

ergiebt  sich  a  =  5  und  — i^-  —  '^  T  '^  T»  mithin  ist  /J  =  3,  und 
eine  der  gesuchten  Zahlen  ist  2^-3 -5  =  120. 

Die  Annahme  n  =  4  führt  zu  etwas  Unmöglichem.     Ist  daher 

R  .,     l+al  +  jj  96  32txi  oür 

n  =  5,  80  wird  — ^^ ß'"  '^Ih'^TT'  Ist  also  a=3,/J=i, 

1  +  y  32 

SO  erhält  man    — ^  '-...  =  —-  =  l.    Mithin  sind  keine  andern  Prim- 

y  4-8 

zahlen  weiter  anzuwenden  als  3  und  7,  und  es  ist  die  zweite  der 
gesuchten  Zahlen  gleich  2^-3-7  —  672. 

Da  die  Fälle  n  >»  6  und  n  «»  7  zu  keinem  Resultate  führen,  so 
sei  »=3  0.     Dann  ist  — ' ^ . . .  =  -=-;rr-«     Setzt  man  c  =  <, 

tt  p  7 «70 

ß^lS,  80  Wird  l±^..»-+l...«.-'^-  =  i?-.    I8ty=37,«=19, 

1  -4-  fi  6 

SO  ergiebt  sich  - "^  T'    Hieraus  folgt  schliefslich  f  =  5,  uud 

die  gesuchte  Zahl  ist  iV^  =  2^  •  5  •  7  •  19  •  37  •  73.  Dieses  ResnlUt  be- 
stätigt man  unmittelbar  durch  die  allgemeine  Formel,  ans  welcher 
sich  die  Summe  der  Teiler  gleich 

(2»- 1)6. 8. 20-38. 74  =  2».  3. 5. 7. 19. 37- 73  =  32V 

ergiebt. 

in.  Um  eine  Zahl  N  von  der  Beschaffenheit  zu  erhalten,  dals 
die  Summe  ihrer  Teiler,  N  mit  einbegriffen,  viermal  so  grofs  als 
n  ist,  muTs  man  die  Gleichung  auflösen: 


l+a       1+ß 

-^-^ .  •    •  .     SSSS 


4*2 


ß  2»+^-l 

Ist  n  =  3,  so  ist  die  rechte  Seite  gleich  tt"  =  y  *  "9- "      Man 

16 

erhält  daher  zunächst  a  =  5.  Wegen  des  Faktors  —  aber  erkennt 
man,  dafs,  wenn  man  ß=^3  setzt,  der  Faktor  ß^  an  die  Stelle  von  ß 
tritt.    Man  mufs  also         ^^      =»  —  an  Stelle  von  — ?—  nehmen  und 

.  16  13       16         T  X  j  ^o  X  16  14      8 

setzen  "ö"  "^  "ö"  *  "Tö"     Is*  dann  y«*  13,  so  setze  man  "«y  "^UT" 
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Dies  giebt  schlielslich  d  «»  7  und  die  gesuchte  Zahl  ist: 

2V— 28.3'*. 5. 7. 13  =  32760. 

Setzt  man  n  ==»  5,  so  findet  man  in  ähnlicher  Weise 

JV^— 2*. 3». 5. 7  =  30240, 

eine  Zahl,  die  noch  einfacher  ist  als  die  vorhergehende. 

IV.  Will  man  eine  Zahl  N  von  der  Beschaffenheit  finden,  dais 
die  Summe  ihrer  Teiler,  ^ mit  einbegriffen,  fünfmal  so  grofs  als  JV 
sei,  so  mufs,  wenn  man  die  höchste  in  N  aufgehende  Potenz  von  2 

mit  2*  bezeichnet,  der  allgemeinen  Formel  zufolge     ^  .  ^ gleich 

dem  Produkte   mehrerer  Faktoren  sein,   von  denen  jeder  bei  einem 
einfachen  in  N  aufgehenden  Faktor  a  die  Form  -— ^- — ,    bei    jedem 

doppelten  Faktor  «*  die  Form  —       ,  u.  s.  w.  besitzt. 

Ist  n  s»  7,  so  erhält  man: 

640 128  1  +  17     64      64         l+3  +  8'  +  3»    64     64         S^ 1+b     A^ 

256  ~3.17^      17      '27'88"  3»  *~4Ö' 40  **  6  6      '3* 

Der  Faktor  —  zeigt  an,  dafs  die  gesuchte  Zahl  durch  3^  teilbar  ist; 
mithin  mufs  man  die  Rechnung  von  Neuem  anfangen  und  setzen: 

^__?'?i    1  +  3  +  3^  +  3'  +  »*   3-64 
27      ~S^     ^^  3*  ~       '  11«  ' 

sodann: 

192  _  1  +  11  + 11«  192    192  ^   20   ^ 

11«        11«     *  133^'   183    y  '  19^  '  5  ' 

1  -4-  a 

Da  alle  diese  Faktoren  von  der  Form  sind,  so  ist  die  Rech- 

nung  beendet  und  die  gesuchte  Zahl  ist: 

JV^=-2^.3*.1P.5.7.17.19. 
In  gleicher  Weise  würde  man  finden: 

2V— 2^. 3^.7«. 5. 13. 17.19, 
eine  Zahl,  die  ein  wenig  einfacher  ist  als  die  vorhergehende. 

472. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  zwei  Zahlen  A  und 
B  von  der  Beschaffenheit  zu  finden,  dafs  eine  jede  von 
ihnen  gleich  der  Summe  der  Teiler  der  andern,  diese  nicht 
mit  einbegriffen,  ist.  Wir  nehmen,  um  die  Auflosung  zu  erleich- 
tern, au,  dafs  diese  beiden  Zahlen  dargestellt  seien  durch  ^6=2^.7/, 
^=*2"-«/J,  wo  a,  /J,  y  Primzahlen   sind.     Da   die   Bedingung   der 
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Aufgabe  erfordert,  daCs  die  Summe  der  Teiler  von  Ä  sowohl  wie  die 
Summe   der  Teiler  von  B  gleich  ^  -|-  2?  sei,    so  erhalten   wir  die 
doppelte  Gleichung: 
(2»+!  _  1)(1  +  y)  =  (2'»+i  -  l)(l  +  a)(l  +  ßy=  2^{aß  +  7). 

Hieraus  folgt  zuerst: 

1  +  y  =•  (1  +  «)(i  +  ß), 

oder: 

y  =  «  +  /'  +  «/'; 

femer: 

a/J  — (2»»—  1)(«  +  /J)=:  B-^+i  — 1. 

Diese  läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 

(a  -  2»»  +  1)0S  —  2»»  +  1)  =  2«"». 

Hiernach  scheint  es,  als  ob  jede  Art,  2*"»  in  ungleiche  Faktoren  zu 
zerlegen,  eine  Lösung  geben  mflfste. 

Die  erste  Art  der  Zerlegung,  welche  sich  darbietet^  besteht  darin, 
dafs  man  setzt: 

a- 2"»+ 1  =  2'?-M    ,.        ,,       («  =  3.2"«-*—  1 

^-2'»+ 1  =  2»«-i-4  ^"^  ^^'^*M/J  =  3.2'"  -  1 

und  hieraus  folgt:  y  =»  9  •  2'^"'""*  —  1. 

Damit  jedoch  diese  Losung  zulässig  sei,  müssen  die  auf  diese  Weise 
bestimmten  Zahlen  a,  /3,  y  Primzahlen  sein.  Giebt  man  m  der  Reihe 
nach  die  Werte  2,  3,  4, . . .,  so  erhält  man  die  in  der  nachstehenden 
Tafel  enthaltenen  Werte: 


m 

a 

? 

y 

A 

B 

2 

5 

11 

71 

284 

220 

3 

11 

23 

287 

4 

23 

47 

1151 

18416 

17296 

5 

47 

95 

4607 

6 

95 

191 

18431 

7 

191 

383 

73727 

9437056 

9363584 

8 

383 

767 

294911 

9 

767 

1535 

1179647 

■ 

10 

1535 

3071 

4718591 

11 

3071 

6143 

12 

6143 

12287 

13 

12287 

24575 

14 

24575 

49151 

15 

49151 

98303 
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Wie  man  sieht,  sind  die  Zahlen  2,  4,  7,  für  m  gesetzt,  von  der 
Art,  dafs  die  daraas  entstehenden  Werte  von  a,  ß,  y  Primzahlen 
sind.  Dies  giebt  die  drei  Lösungen,  welche  in  der  Kolonne  A  und 
in  der  Kolonne  B  enthalten  sind.  Jedoch  giebt  diese  Tafel,  bis  zu 
m  »  15  fortgesetzt,  keine  Lösung  weiter. 

Um  eine  andere  Auflösungsformel  zu  erhalten,  kehren  wir  zu  der 
Gleichung 

(a-'2'^+  l)(ß  —  2"»  +  1)  -.  2««» 

zurück.    Dieselbe  läfst  sich  allgemein  in  zwei  andere  zerlegen  wie  folgt: 

«  —  2"»  +  1  =  2"'-f 
/3  —  2"»  +  1  =  2"»+'*, 

und  aus  diesen  ergiebt  sich: 

a  =  (2/"  +  1)2"»-^  —  1 

ß  =  (2f'+  1)2»«  -  1 

y  =  (2/*  +  1)«2>"— ^-  1. 

Die  Zahl  ^,  welche  in  diesen  Formeln  willkürlich  bleibt,  mufs 
ungerade  sein,  denn  wäre  sie  gerade,  so  würde  der  Wert  von  y  all- 
gemein von  der  Form  p*  —  1  und  somit  keine  Primzahl  sein. 

Wir  hatten  den  Fall  ft  =  1  bereits  gehabt  Wir  dürfen  aber 
nicht  fft  e»  3  setzen,  weil  alsdann  2^  -f~  ^  "^  3  wäre,  und  es  somit 
unter  den  Werten  von  a  und  ß  stets  einen  gäbe,  welcher  in  der 
Form  f^  —  1,  die  nur  einer  zusammengesetzten  Zahl  zukommen  kann, 
enthalten  wäre. 

Es  sei  also  fi  <=  5.     Dann  erhält  man  die  Formeln: 

«  =  33-2"»-»— 1 

/3=:33.2'»—  1 

y  =  (33y.2«'»-5_i. 

Setzt  man  m  —  S,  so  ergiebt  sich  «  =  263,  /J««8447,  y  =  2230271; 
jedoch  folgt  hieraus  keine  Lösung,  weil  y  durch  463  teilbar  ist. 
Einige  weitere  Versuche  in  Bezug  auf  den  Wert  von  m  sind  ebenso- 
wenig von  Erfolg. 

Setzt  man  endlich  f^a:  7,  so  erhält  man  die  neuen  Formeln: 

«  =  129.2«-'^-  1 

/3  =  129-2'»  — 1 

y  =  (129)*-2«'»~'— 1. 

Ist  w  «»  8,  MO  wird  a  =  257,   ß  =  33023,   y  =  8520191.     Hieraus 

Ltg«ndre,  Zahlfntheorie  II.  10 
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ergiebt  sieb,  da  die  beiden  ersten  Zahlen  Primzahlen  sind,  eine 
Losung,  falls  auch  y  eine  Primzahl  ist.  Diese  Losung  würde  sein 
^  =  2».y,  JB  =  2«.a/J. 

Die  Aufgaben,  die  wir  soeben  behandelt  haben,  gehören  zu  den- 
jenigen, mit  welchen  sich  die  Mathematiker  zur  Zeit  Fermat's  dA 
gegen  die  Mitte  des  l?^''  Jahrhunderts  beschäftigten.  Wir  haben 
dieselben  hier  angeführt,  weil  die  Methode,  welche  zu  ihrer  Auflösung 
führt,  nicht  allgemein  bekannt  ist.  Man  vergleiche  Ober  diesen  (regen- 
stand  den  dritten  Band  der  Briefe  vonDescartes  und  die  ,^Influence 
de  Fermat  sur  son  si^cle^  betitelte  Schrift  von  Genty. 


§  18. 

Über  eine  andere  Anfjg;abe,  welche  durch  die  Art,  wie  man  zu  ihrer 

Auflösung  gelangt,  bemerkenswert  ist 

473. 

Die  Liebhaber  des  Schachspiels  wissen,  dafs  man  den  Springer 
von  einem  gegebenen  Felde  aus  die  64  Felder  des  Schachbrettes 
durchlaufen  lassen  kann,  ohne  dafs  derselbe  zweimal  über  das  nämliche 
Feld  hinwegginge.  Einige  Mathematiker  haben  sich  mit  dieser  Auf- 
gäbe  beschäftigt  und  dieselbe  analytisch  behandeln  wollen;  jedoch  ist 
Euler  der  einzige,  dem  es  gelungen  ist,  in  systematischer  Weise 
eine  grofse  Anzahl  Yon  Losungen  derselben  zu  finden  (Abh.  der  Ak. 
d.  W.  zu  Berlin.  1759).  Das  Verfahren  dieses  berOhmten  Gelehrten 
ist  ebenso  sicher  wie  geistreich;  es  besteht  darin,  dafs  man  die 
Lösung  mittelst  eines  wirklichen  Ganges  des  Springers  zunächst 
probeweise  versucht.  Es  gelingt  leicht,  diesen  Gang  soweit  fort- 
zusetzen, dafs  nur  noch  eine  kleine  Anzahl  von  Feldern  zu  durch- 
laufen bleibt  Die  durchlaufenen  Felder  werden  auf  dem  Papier  (wo 
man  sich  ein  Schachbrett  von  geringer  Ausdehnung  zeichnet)  der 
Reihe  nach  mit  den  Ziffern  1,  2,  3  bis  58  bezeichnet,  &lls  58  das 
Feld  ist,  bei  welchem  man  anhalten  mufs.  Die  Qbrig  bleibenden 
Felder  werden  durch  die  Buchstaben  a,  6,  c, . .  •  bezeichnet. 

Es  handelt  sich  sodann  darum,  die  übrigbleibenden  Felder  unter 
diejenigen  einzureihen,  welche  einen  Umlauf  bilden  und  durch  Zifiern 
markiert  sind.  Dies  läfst  sich  ausführen  mit  Hülfe  mehrerer  allge- 
meiner Regeln,  welche  von  Euler  angegeben  sind,  und  die  wir  dar- 
legen wollen  an  einem  Beispiele,  bei  welchem  sie  fast  alle  Anwen- 
dung finden. 
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474. 

Wir  nehmen  an,  dafs  man  den  Springer  vom  Felde  1  aus  die 

Felder  2,  3,  4^ . . .  bis  zum  Felde  60,  bei  welchem  man  anzuhalten 
gezwungen  ist,  habe  durchlaufen  lassen,  so  dafs  also  noch  vier  leere 

Felder  übrigbleiben,  die  wir  mit  den  Buchstaben  a,  b,  c,  d  bezeichnen, 

wie  aus  folgendem  Schema  ersichtlich  ist: 


(I) 


55. 

58. 

29. 

40. 

27. 

44. 

19. 

22 

60. 

39. 

56. 

43. 

30. 

21. 

26. 

45 

57. 

54. 

59. 

28. 

41. 

18. 

23. 

20 

38. 

51. 

42. 

31. 

8. 

25. 

46. 

17 

53. 

32. 

37. 

a. 

47. 

16. 

9. 

24 

50. 

3. 

52. 

33. 

36. 

• 

7. 

12. 

15 

1. 

35. 

5. 

48. 

6. 

14. 

c 

10 

4. 

49. 

2. 

35. 

6. 

11. 

d. 

13. 

Ich  bemerke  zunächst,  dafs  der  Springer  von  dem  Felde  1  auf  die 
Felder  32,  52,  2,  von  dem  Felde  60  auf  die  drei  Felder  29,  59,  51 
und  von  dem  Felde  a  auf  die  acht  Felder  3,  51,  59,  41,  25,  7,  &,  5 
übergehen  kann,  was  ich  folgendermafsen  darstelle: 

^  1  {  32,  52,  2...^ 

60  {  29,  59,  51, ...  2? 
a  {    3,  51,  59,  41,  25,  7,  6,  5. 

• 

Jedesmal  nun,  weun  eine  der  Zahlen  Ay  welche  zu  dem  Felde  1 
gehor^i,  derart  ist,  dafs  sich  A  —  1  unter  den  zum  Felde  60  ge- 
hörenden Zahlen  B  vorfindet  (wie  es  bei  diesem  Falle  zutri£Ft,  wo 
man  A=^b2  und  JB  »a  51  nehmen  kann),  kehrt  der  Umlauf  1,  2, 
3, .  •  •  60,  welcher  nicht  in  sich  zurückkehrt,  weil  man  von  dem 
Felde  60  nicht  zum  Felde  1  übergehen  kann,  wieder  in  sich  zurück, 
wenn  man  ihn  aus  den  beiden  Teilen: 

60,  59,.    .  ^  :  1,  2,  3...  -B, 

welche  in  nnserm  Beispiel  lauten: 

60,  59,...  52  :  1,  2,  3...  51, 

zusammensetzt.  Um  diese  Vertauschung  auszudrücken,  ist  es  besser, 
ein  neues  Schema  anzufertigen,  welches  aus  dem  vorhergehenden 
entsteht,  wenn  man  alle  Zahlen  des  Teiles  1,  2,  3  ...  51  an  ihrem 
Platze  läfst,  dagegen  die  Reihe  60,  59,...  52  durch  die  umgekehrte 

10* 
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Reihe  52,  53,...  60  eraetzt,  d.h.  wenn  man  von  112  jede  der  Zahlen 
Ton  52  his  60  abzieht.  Das  neae  aus  dieser  Operation  sich  ergebende 
Schema  ist  folgendes: 

57.  54.  29.  40.  27.  44.  19.  22 

52.  39.  56.  43.  30.  21.  26.  45 

55.  58.  53.  28.  41.  18.  23.  20 

38.  51.  42.  31.  8.  25.  46.  17 

^^^)                59.  32.  37.  a.  47.  16.  9.  24 


0. 

3. 

60.    33. 

36. 

7. 

12. 

15 

1. 

34. 

5.    48. 

6. 

14. 

e. 

70 

4. 

49. 

2.    35. 

6. 

11. 

.  d. 

13 

Das  Schema  (I)  bot  einen  Umlauf  von  60  Feldern  dar,  welcher 
nicht  in  sich  zurückkehrte.  Dieses  zweite  Schema  giebt  einen  in 
sich  zurückkehrenden  Umlauf,  da  man  von  dem  Felde  60  auf  das 
Feld  1  übergehen  kann  und  umgekehrt.  ^  Ein  solcher  Umlauf  hat 
aber  den  Vorteil,  dafs  man  in  denselben  irgend  eins  der  fehlenden 
Felder  a,  &,  c,  d  einreihen  kann.  Wir  wählen  das  Feld  a,  weil  man 
von  dem  Felde  a  nach  einander  zu  den  Feldern  b  und  d  gelangen 
kann,  so  dafs  die  drei  Felder  a,  6,  d  auf  einmal  in  den  Umlaii 
eintreten. 

475. 

Da  es  acht  Felder  giebt,  von  welchen  aus  der  Springer  nach 
dem  Felde  a  gelangen  kann,  nämlich  öl,  53,  41,  25,  7,  b,  5,  3, 
so  erhält  man  (da  b  nicht  gerechnet  werden  darf)  7  Arten,  die 
Operation  auszuführen.  Dieselben  würden  alle  in  gleicher  Weise  zum 
Ziele  führen. 

Wählt  man  das  Feld  51,  so  kann  man  den  neuen,  aus  63  Fel- 
dern bestehenden  Umlauf  folgendermafsen  festsetzen: 

52,  53, ...  60  I  1,  2,  3, . . .  51,  a,  6,  d. 

Man  mufs  daKer  ein  drittes  Schema  bilden,  welches  aus  dem  Schema  (IP 
entsteht,  indem  man  1,  2,  3,..  9  an  die  Stelle  der  Reihe  52,  53,..  6<) 
setzt,  d.  h.  indem  man  51  von  jeder  dieser  Zahlen  abzieht^  sodann  9 
zu  jeder  Zahl  der  Reihe  1,  2,  3, . . .  51  addiert  und  schliefslich  61, 
62,  63  an  die  Stelle  von  a,  &,  d  setzi     Das  Resultat  ist  folgendes: 
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(III) 


6. 

3. 

38. 

49. 

36. 

53. 

28. 

31 

1. 

48. 

5. 

52. 

39. 

30. 

35. 

54 

4. 

7. 

2. 

37. 

50. 

27. 

32. 

29 

47. 

60. 

51. 

40. 

17. 

34. 

55. 

26 

8. 

41. 

46. 

61. 

56. 

25. 

18. 

33 

59. 

12. 

9. 

42. 

45. 

16. 

21. 

24 

10. 

43. 

14. 

57. 

62. 

23. 

c 

19 

13. 

58. 

11. 

44. 

15. 

20. 

63. 

22. 

Es  ist  daher  nur  noch  das  64^  Feld  c  in  den  Umlauf  einzu- 
reihen. Zu  dem  Zwecke  bemerken  wir,  dals  man  von  dem  Felde  25 
zum  Felde  c,  ebenso  wie  vom  Felde  24  zum  Felde  63  gelangt^  so 
dals  man  den  vollständigen  Umlauf  bilden  kann: 

1,  2,  3  . .  •  24  I  63,  62, . . .  25,  c. 

Um  denselben  in  einem  vierten  Schema  darzustellen,  hat  man  in  dem 
Schema  (III)  an  den  Zahlen  1,  2,  3,  •  •  •  24  nichts  zu  ändern,  ferner 
25  an  die  Stelle  von  63,  26  an  die  Stelle  von  62  u.  s.  w.  zu  setzen, 
d.  h.  von  88  alle  Zahlen  von  25  bis  63  abzuziehen,  und  endlich  64  an 
die  Stelle  von  c  zu  setzen.  Das  Resultat  dieser  Operation  ist  folgendes: 

6.      3.    50.    39.    52.    35.    60.    57 


(IV) 


1. 

40. 

5. 

36. 

49. 

58. 

53. 

34 

4. 

7. 

2. 

51. 

38. 

61. 

56. 

59 

41. 

28. 

37. 

48. 

17. 

54. 

33. 

62 

8. 

47. 

42. 

27. 

32. 

63. 

18. 

55 

29. 

12. 

9. 

46. 

43. 

16. 

21. 

24 

10. 

45. 

14. 

31. 

26. 

23. 

64. 

19 

13. 

30. 

11. 

44. 

15. 

20. 

25. 

22. 

Da  in  diesem  neuen  Schema  alle  Felder  ausgefüllt  sind,  so  ist  das 
Problem  gelost,  d.  h.  der  Springer  wird,  wenn  er  vom  Felde  1  aus 
auf  die  durch  2,  3,  •  •  •  bezeichneten  Felder  übergeht,  alle  Felder  des 
Schachbrettes  durchlaufen,  ohne  auf  dasselbe  Feld  zweimal  zu  gelangen. 
Jedoch  kehrt  der  Gang,  den  wir  soeben  skizziert  haben,  nicht  in  sich 
zurück,  da  man  vom  Felde  64  nicht  zum  Felde  1  übergehen  kann.  Mithin 
haben  wir  die  allgemeine  Aufga'be  noch  nicht  gelöst,  da  diese 
voraussetzt,  dafs  der  Springer  von  einem  beliebigen  Felde  ausgehe. 

476. 

Um  der  Aufgabe  allgemein  zu  genügen,  müssen  wir  ein 
Mittel  finden,  um  den  nicht  in  sich  zurückkehrenden  Umlauf,  welchen 
das  Schema  (lY)  an  die  Hand  giebt,  in  einen  in  sich  zurückkehrenden 
in  verwandeln. 
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Bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  des  Schemas  (IV)  sind  die 
äuTsersten  Felder  1  und  64  zu  weit  Yon  einander  entfernt,  als  dab 
man  durch  eine  einzige  Operation  einen  in  sich  zurückkehrenden 
Umlauf  erhalten  konnte.  Man  kann  nur  die  Endfelder  einander 
wieder  nähern,  wenn  man  an  Stelle  des  Umlaufs  des  Schemas  den 
folgenden  Umlauf  setzt: 

64,  63, ...  28  I  1,  2,  3  .  • .  27. 

Um  denselben  darzustellen,  hat  man  in  dem  Schema  (IV)  an  den 
Zahlen  64  bis  28  nichts  zu  ändern,  dagegen  für  jede  der  Zahlen  yon 
1  bis  27  die  Ergänzung  derselben  zu  28  zu  nehmen,  wodurch  man 
das  folgende  Schema  erhält: 


(V) 


22. 

25. 

50. 

39. 

52. 

35. 

60. 

57 

27. 

40. 

23. 

36. 

49. 

58. 

53. 

34 

24. 

21. 

26. 

51. 

38. 

61. 

56. 

59 

41. 

28. 

37. 

48. 

11. 

54. 

33. 

62 

20. 

47. 

42. 

1. 

32. 

63. 

10. 

55 

29. 

16. 

19. 

46. 

43. 

12. 

7. 

4 

18. 

45. 

14. 

31. 

2. 

5. 

64. 

9 

15. 

30. 

17. 

44. 

13. 

8. 

3. 

6. 

Nun  sind  die  den  beiden  Endfeldern  benachbarten  Felder  die  folgenden: 

1  {  26,  38,  54,  12,  2,  14,  16,  28 

64  {  13,  43,  63,  55, 

und  da  die  Zahl  14  der  ersten  Zeile  die  Zahl  13  der  zweiten  Zeile 
um  eine  Einheit  übersteigt,  so  kann  man  einen  in  sich  zurückkehren- 
den Umlauf  bilden  mit  Hülfe  der  beiden  Reihen: 

64,  63,.-.  14  I  1,  2,  3,. -.13, 

und  zwar  erhält  man  das  neue,  diesen  Umlauf  darstellende  Schema 
aus  dem  vorhergehenden,  indem  man  an  Stelle  der  Zahlen  1,  2,  •  •  ■  13 
ihre  Ergänzung  zu  14  setzt.     Dies  giebt  das  sechste  Schema: 

22.  25.  50.  39.  52.  35.  60.  57 

27.  40.  23.  36.  49.  58.  53.  34 

24.  21.  26.  51.  38.  61.  56.  59 

41.  28.  37.  48.  3.  54.  33.  62 

20.  47.  42.  13.  32.  63.  4.  55 


(VI) 


29. 

16. 

19. 

46. 

43. 

2. 

7. 

10 

18. 

45. 

14. 

31. 

12. 

9. 

64. 

5 

15. 

30. 

17. 

44. 

1. 

6. 

11. 

8. 
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Wir  haben  behauptet^  dafs  bei  einem  solchen  in  sich  zurück- 
kehrenden Gange  y  wie  wir  ihn  soeben  in  diesem  letzten  Schema 
erhalten  haben,  der  Springer  von  einem  beliebig  gegebenen  Felde 
aas  alle  Felder  des  Schachbrettes  durchlaufen  kann,  und  zwar  kann 
dies  auf  zweierlei  Weise  geschehen. 

Will  man  nämlich  z.  B.  vom  Felde  38  ausgehen,  so  kann  man 
zwischen  den  beiden  folgenden  Gängen,  von  denen  der  eine  die  Um- 
kehmng  des  andern  ist^  wählen: 

38,  39,. -.,63,  64,    1,    2,  ...37 
38,  37,..-,    2,     1,  64,  63,  •  •  •  39. 

Demnach  ist  die  Aufgabe  durch  das  Schema  (VI)  in  ihrer  ganzen 
Allgemeinheit  gelost  Wir  werden  aber  sogleich  zeigen,  dafs  man 
aus  einer  bekannten  Lösung  unmittelbar  eine  grofse  An- 
zahl anderer  erhält.  Zunächst  jedoch  wollen  wir  noch  ein  zweites 
Beispiel  für  die  Art  und  Weise  geben,  wie  man  einen  nicht  in  sich 
zurückkehrenden  Umlauf  zu  einem  in  sich  zurückkehrenden  machi 


477. 

• 

Zu  diesem  Zwecke 

sei  das  folgende 

t  Schema 

gegeben: 

54. 

41. 

12. 

25. 

60. 

57. 

14. 

23 

11. 

26. 

55. 

40. 

13. 

24. 

49. 

58 

42. 

53. 

10. 

61. 

56. 

59. 

22. 

15 

9. 

62. 

27. 

52. 

39. 

48. 

31. 

50 

28. 

43. 

8. 

47. 

30. 

51. 

16. 

21 

63. 

46. 

29. 

38. 

5. 

20. 

35. 

32 

44. 

■7. 

2. 

19. 

34. 

37. 

4. 

17 

1. 

64. 

45. 

6. 

3. 

18. 

33. 

26. 

Weil  die  den  beiden  Endfeldem  1  und  63  benachbarten  Felder 
die  folgenden  sind: 

1  {  2,    46 

64  {  19,  29,  63, 

kann  man  den  Gang  des  Sdiemas  in  drei  andere  umwandeln,  nämlich 

64,  63, •••46  1  1,  2,  3, --^S 
1,  2,  3,  •  •  •  19  I  64,  63,  •  •  •  20 
1,  2,  3, . .  •  29    I    64,     63, . . .  30. 

Indessen  gewähren  diese  drei  Kombinationen  wenig  Vorteil,  weil  die 
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Felder  1  und  64  nur  den  Übergang  zu  zwei  oder  drei  andern  Feldern 
gestatten.  Nach  einigen  Versuchen  findet  man^  dafs  der  folgende, 
aus  drei  Teilen  bestehende  Umlauf 

30,  31, ...  46   I   1,  2,  3, ...  29   |   64,  63,  - .  •  47 

den  Vorzug  verdient,  weil  die  Endfelder  30  und  47  in  die  Mitte  des 
Schemas  kommen,  und  daher  mehr  Aussicht  yorhanden  ist^  da&  man 
durch  sie  zu  einem  in  sich  zurückkehrenden  Umlauf  gelange. 

Um  diesen  neuen  Gang  darzustellen,  mufs  man  in  dem  gegebenen 
Schema  29  yon  den  Zahlen  von  30  bis  46  abziehen,  ferner  17  zu 
den  Zahlen  der  zweiten  Reihe  1,  2,...  29  addieren  und  schlie&lich 
alle  Glieder  der  dritten  Reihe  64,  63, . . .  47  Yon  111  subtrahieren. 
Man  erhält  so  das  folgende  Schema: 

57.  12.  29.  42.  51.  54.  3L  40 

28.  43.  56.  11.  30.  41.  62.  53 

13.  58.  27.  50.  55.  52.  39.  32 

26.  49.  44.  59.  10.  63.  2.  61 

45.  14.  '25.  64.  1.  60.  33.  38 

48.  17.  46.  9.  22.  37.  6.  3 

15.  24.  19.  36.  5.  8.  21.  34 

18.  47.  16.  23.  20.  35.  4.  7. 

Bei  diesem  Gange  kann  man  yon  jedem  der  beiden  Endfelder 
1  und  64  zu  acht  andern  Feldern  übergehen,  nämlich: 

1  {    2,    6,  8,  36,  46,  44,  50,  52 ...  a 
64  {  63,  37,  5,  19,  17,  49,  27,  55 ...  6. 

Ist  jetzt  a  eine  Zahl  der  ersten  Reihe,  und  findet  man  unter  den 
Gliedern  b  der  zweiten  Reihe  die  Zahl  a  —  1,  so  kann  man  einen 
in  sich  zurückkehrenden  Gang  aus  den  folgenden  beiden  Teilen 
bilden: 

1,    2,  ..•  a—  1    I   64,  63,...  a. 

Dies  trifft  nun  zu,  wenn  man  a  =  6  und  a «» 50  setzt,  weil 
sich  5  und  49  unter  den  Zahlen  b  yorfinden.  Man  erhält  somit  die 
beiden  folgenden  in  sich  zurückkehrenden  Umläufe: 

1,  2,...    5   I   64,  63,...  6 
1,  2,...  49   I   64,  63,...  50. 
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Hieraus  ergeben  sich  die  beiden  Sdiemata: 

13.    58.    41.    28.     19.     16.  39.  30 

42.    27.     14.    59.    40.     29.  8.  17 

57.    12.    43,    20,     15.     18.  31.  38 

44.    21.    26.    11.    60.      7.  2.  9 

25.    56.    45.      6.      1.    10.  37.  32 

22.    53.    24.    61.    48.    33.  64.  3 

55.    46.     51.    34.      5.    62.  49.  36 

52.    23.    54.    47.    50.    35.  4.  63. 

57.     12.    29.    42.    63.    60.  31.  40 

28.    43.     58.     11.    30.    41.  52.  61 


(ilf) 


(N) 


13.  56.  27.  64.  59.  62.  39.  32 

26.  49.  44.  55.  10.  51.  2.  53 

45.  14.  25.  50.  1.  54.  33.  38 

48.  17.  46.  9.  22.  37.*  6.  3 

15.  24.  19.  36.  5.      8.  21.  34 

18.  47.  16.  23.  20.  35.  4.  7. 

Wir  kennen  nun  bereits  drei  in  sich  zurückkehrende  Gange, 
deren  jeder,  wenn  man  von  einem  gegebenen  Felde  ausgeht,  zwei 
Auflösungen  des  gegebenen  Problems  giebt.  Wir  werden  überdies 
zeigen,  dafs  jedes  solches  Schema  wie  M  drei  andere  liefert,  welche 
gleichfalls  die  Aufgabe  löseii. 

478. 

Um  jedoch  die  verschiedenen  in  sich  zurückkehrenden  Gänge,  die 
man  finden  kann,  und  deren  Anzahl  ohne  Zweifel  sehr  grofs  ist, 
leichter  mit  einander  vergleichen  zu  können,  bemerken  wir  zunächst^ 
dafs  es  sich  empfiehlt  festzusetzen,  dafs  beständig  das  erste  Feld  auf 
der  linken  Seite  der  letzten  Zeile  als  das  Feld  1  genommen  werden 
solle.  Dies  geschieht  bei  dem  Schema  M,  indem  man  von  allen 
Zahlen,  welche  grofser  als  51  sind,  51  abzieht  und  zu  allen  andern 
13  addiert,  und  diese  Operation  wird  in  analoger  Weise  bei  jedem 
andern  Schema  ausgefährt.  Die  neue  Form,  welche  die  beiden 
Schemata  M  und  N  annehmen,  ist  demnach: 
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26.  7.  54.  41.  32.  29.  52.  43 

55.  40.  27.  8.  53.  42.  21.  30 

6.  25.  56.  33.  28.  31.  44.  51 

(M)              57.  34.  39.  24.  9.  20.  15.  22 

38.  5.  58.  19.  14.  23.  50.  45 

35.  2.  37.  10.  61.  46.  13.  16 

4.  59.  64.  47.  18.  11.  62.  49 

1.  36.  3.  60.  63.  48.  17.  12. 

40.  59.  12.  25.  46.  43.  14.  23 

11.  26.  41.  58.  13.  24.  35.  44 

60.  39.  10.  47.  42.  45.  22.  15 

(N)                9.  32.  27.  38.  57.  34.  49.  36 

28.  61.  8.  33.  48.  37.  16.  21 

31.  64.  29.  56.  5.  20.  53.  50 

62.  7.  2.  19.  52,  55.  4.  17 

1.  30.  63.  6.  3.  18.  51.  54. 

Ist  z.  B.  das  Schema  {M)  gegeben,  so  kann  man  dasselbe  um 
die  durch  das  Feld  1  gehende  Diagonale  sich  drehen  lassen,  so  dafs 
die  Horizontalreihe  1,36,- ••12  die  Stelle  der  Vertikalreihe  l,4,---26 
einnimmt  und  umgekehrt  Da  jedoch  dabei  die  relative  Lage  der 
Felder  gegen  einander  dieselbe  bleibt,  so  werdeQ  wir  diese  beiden 
Formen  nur  als  eine  einzige  betrachten. 

Man  kann  auch,  indem  man  die  Zahl  1  auf  dem  ersten  Felde 
beibehalt,  die  Zahlen  der  andern  Felder  ändern,  indem  man  an  Stelle 
jeder  Zahl  die  Ergänzung  derselben  zu  66  setzt.  Auf  diese  Weise 
würde  das  Schema  (M)  ein  zweites  liefern,  nämlich: 

40.  59.  12.  25.  34,  37.  14.  23 
11.  26.  39.  58.  13.  24.  45.  36 
60.    41.    10,    33,    38.    35.    22.    15 


(m) 


9.  32,  27.  42.  57.  46.  51.  44 

28.  61.  8,  47.  52.  43.  16.  21 

31.  64  29.  56.  5,  20,  53.  50 

62.  7.  2.  19.  48.  55.  4.  17 

1.  30.  63.  6.  3.  18.  49.  54 
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Aber  dieses  zweite  Schema,  welches  man  als  die  Umkehrung 
oder  das  Reciproke  des  ersten  betrachten  kann,  giebt  in  Wirklichkeit 
keine  neue  Losung  des  Problems.  .Denn  das  Feld  des  Schachbretts, 
welches  im  Schema  {M)  mit  20  bezeichnet  ist,  ist  im  Schema  (m) 
mit  66  —  20  oder  46  bezeichnet  und  die  beiden  Gänge,  welche  im 
Schema  {M)  die  Aufgabe  lösen,  unterscheiden  sich  von  den  beiden 
Gängen,  welche  im  Schema  (m)  die  Lösung  geben,  nur  insofern,  als 
sie  durch  verschiedene  Zahlen  bezeichnet  sind.  So  geht  z.  B.  der 
durch  20,  21 ,  22,  •  -  64,  1,  2,  -  •  19  im  Schema  (M)  angedeutete 
Umlauf  nach  und  nach  über  dieselben  Felder  des  Schachbretts,  als 
im  Schema  (tn)  der  durch  46,  45, 44,  •  •  •  2, 1, 64,  •  •  •  47  angedeutete  Gang. 

479. 

Um  jetzt  wirkliche  Änderungen  im  Schema  (M)  herbeizuführen, 
mufs  man  annehmen,  dafs  dieses  Schema,  welches  die  Horizontal- 
reihe 1.  36.  3-*- 12  zur  Grundlinie  hat,  nach  und  nach  jede  der  drei 
andern  Seiten  das  Schachbretts  als  Grundlinie  erhält 

Nimmt  man  die  Seite  12.  49.  16" -43  zur  Grundlinie,  so  muij 
man   11  von  allen  Zahlen  abziehen,  wodurch  sich  die  Form  ergiebt: 

54.  57.  24.  27.  46.  59.  44.  15 

25.  48.  55.  58.  23.  14.  29.  60 

56.  53.  26,  47.  28.  45.  16.  43 

49.  36.  63.  8.  13.  22.  61.  30 

(^i)               52.  7.  50.  3.  62.  17.  42.  21 

37.  64.  35.  12.  9.  20.  31.  18 

6.  51.      2.    39.      4.    33.     10.    41 

1.    38.      5.    34.    11.    40.    19.    32. 

Die  beiden  andern  Seiten  geben  in  analoger  Weise  die  beiden 
folgenden  Schemata: 

34.  39.  6.  21.  18.  25.  58.  23 

7.  20.  33.  40.  5.  22.  17.  26 

38.  35.  4  19.  32.  59.  24.  57 
(■*^)                3.  8.  45.  36.  41.  16.  27.  60 

44.  37.  42.  31.  46.  61.  56.  15 

9.  2.  53.  50.  55.  14.  47.  28 

52.  43.  64.  11.  30.  49.  62.  13 

1.  10.  51.  54  63.  12.  29.  48. 
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18. 

5. 

26. 

61. 

20. 

55. 

24. 

51 

27. 

60. 

19. 

54. 

25. 

.52. 

37. 

56 

4. 

17. 

6. 

59. 

62. 

21. 

50. 

23 

7. 

28. 

3. 

48. 

53. 

36. 

57. 

38 

16. 

47. 

8. 

63. 

58. 

49. 

22. 

35 

29. 

2. 

31. 

14. 

33. 

12. 

39. 

42 

46. 

15. 

64. 

9, 

44. 

41. 

34. 

11 

1. 

30. 

45. 

32. 

13. 

10. 

43. 

40. 

Somit  liefert  jeder  in  sich  zurückkehrende  Gang,  wie  der,  welcher 
durch  das  Schema  (M)  dargestellt  ist,  drei  andere  durch  die  Schemata 
(Mi)j  (Jtfg);  (M^)  dargestellte  Umläufe,  und  da  jedes  Schema  zwei 
Losungen  des  Problems  giebt,  so  geben  die  vier  Schemata  deren 
acht  Wir  haben  ferner  noch  zwei  andere  Schemata  (VI)  und  (S) 
von  derselben  Art  wie  das  Schema  (M)  gebildet.  Mithin  kennen 
wir  bereits  24  Lösungen  des  allgemeinen  Problems,  und  es  wäre 
leicht,  eine  noch  viel  grofsere  Anzahl  zu  finden. 

480. 

Es  werde  z.  B.  wiederum  das  Schema  (üf)  genommen,  und  es 
werde  vorausgesetzt ,  dafs  man  von  dem  Felde  A  übergehen  könne 
zu  den  Feldern  a,  b,  c.  und  von  dem  Felde  ^-j*  1  übergehen  könne 
zu  den  Feldern  a,  V,  c'...,  was  wir  folgendermafsen  ausdrücken: 

A  [  a,  b,  Cf . . . 

A-{-  l  {  a,  6',  c , . . . 

Findet  sich  unter  den  Zahlen  a ,  V,  c , . . .  die  Zahl  a  -j-  1»  so  kann 
man  aus  dem  durch  das  Schema  gegebenen  in  sich  zurückkehrenden 
Gange  einen  andern,  ebenfalls  in  sich  zurückkehrenden,  ableiten^ 
nämlich: 

a,  a  —  1,  a  —  2,  •  •  •  -4  +  1   |  a  +  1,  a  +  2,  •  •  •  -4. 

Jedoch  ist  der  Fall  a  =  A-{-l  und  der  Fall  A  =  a-\-l,  welche  zu 
keinem  Resultate  führen,  auszunehmen. 

So  kann  man  aus  dem  Schema  {M)  die  folgenden  11  in  sieb 
zurückkehrenden  Gänge  ableiten: 


58,  57, . . 

•  10   1   59,  60, . 

•  •  64,  1,  2,  3, . . 

•    9 

59,  58,  •  • 

•11    1   60,  61,- 

•  •  64,  1,  2,  3,  ■ . 

•  10 

53,  52,  •  • 

•  25   1   54,  55,  • 

•  •  64,  1,  2,  3,  • . 

•24 

37,  36,  • . 

•  25   1   38,  39,  • 

•  •  64,  1,  2,  3, . 

•24 

04,      OOy     •    • 

•  34  1  55,  56,  • 

•  •  64,  1,  2,  3, . 

33. 
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24,  23,  . . 

•  1,  64,  63,  . . • 

62,  61,  .. 

>      •           •                        •  •  • 

24,  23,  .  • 

•  1,  64,  63,  ••• 

33,  32,  •  • 

•  1,  64,  63,  • .  • 

10,    9,  . . . 

1,  64,  63,  •  •  • 

45,  44,  . . 

•  1,  64,  63 

38  I  25,  26,  • . .  37 
46  I  63,  64,  1,  2,  • 

54  I  25,  26,  .  • .  53 

55  I  34,  35,  •••  54 
60  I  11,  12,  •  •  •  59 

46,  47,  .  •  •  62. 


45 


Der  erste  Umlauf  wird  aas  dem  Schema  (Jtf)  gebildet,  indem  man 
von  68  alle  Zahlen  von  10  bis  58  abzieht  und  die  andern  Zahlen 
ungeändert  läfst;  man  erhält  so  das  neue  Schema: 

42,      7.    14.    27.    36.    39.    16.    25 


13. 

28. 

41. 

8. 

15. 

26. 

47. 

38 

6. 

43. 

12. 

35. 

40. 

37. 

24. 

17 

11. 

34. 

29. 

44. 

9. 

48. 

53. 

46 

30. 

5. 

10. 

49. 

54. 

45. 

18. 

23 

33. 

2. 

31. 

58. 

61. 

22. 

55. 

52 

4. 

59. 

64. 

21. 

50. 

57. 

62. 

19 

1. 

32. 

3. 

60.. 

63. 

20. 

51. 

56. 

Bildet  man  ebenso  die  10  andern  Schemata^  welche  sich  aus  den 

■ 

angegebenen  Umläufen  ergeben,  so  erhält  man  12  Haupt- Schemata, 
deren  jedes  vier  Formen  annehmen  kann.  Dies  giebt  im  ganzen 
48  Schemata,  von  denen  jedes  zwei  Lösungen  des  allgemeinen  Pro- 
blems liefert. 

481. 

Um  aus  dem  durch  das  Schema  {M)  dargestellten  Umlauf  elf 
andere  Umläufe  derselben  Art  abzuleiten,  haben  wir  nur  nötig,  den 
ersten  Umlauf  in  zwei  Teile,  welche  sich  in  geeigneter  Weise  ein- 
ander anpassen,  zu  zerlegen.  Man  könnte  aber  auch  denselben  Um- 
lauf iä  drei  oder  mehr  Teile  derart  zerlegen,  dafs  sie  einen  in  sich 
zurückkehrenden  Umlauf  bilden.  Dies  würde  neue  Lösungen  in  fast 
ui  beschränkter  Anzahl  ergeben. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  dafs,  wenn  man  vom  Felde  a  zum  Felde  b 
und  vom  Felde  a  -f-  1  zum  Felde  c  gelangt,  man  zu  gleicher  Zeit 
auch  vom  Felde  6  —  1  auf  das  Feld  c  -\-  l  übergehen  könne,  was 
wir  folgendermafsen  ausdrücken: 

a{6,      a+l{c,      6— l{c+l, 
so   i^rhält  man  folgenden  neuen  aus  drei  Teilen  bestehenden  in  sich 
zurCbkkehrenden  Gang: 
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c+1,  c+2,  .••64,  1,  2,..- a  I  6,  6  +  1,...  c  I  a+1,  a  +  2,  -  -  •  t— l. 

Derselbe  setzt  nur  voraus,  dafs  & >  a  +  2  und  c>b  sei. 

Ein  aus  dem  Schema  (üf)  sich  ergebendes  Beispiel  liefert  folgen- 
den stets  in  sich  zurückkehrenden  Gang: 

54,  55,  • . .  64,  1,  2,  • . .  19  I  34,  35,    •  •  53  |  20,  21,  •  -  -  33. 

Um  das  Schema  zu  bilden,  welches  denselben  darstellt,  muls  man  in 
dem  Schema  (M)  erstens  alle  Zahlen  von  54  bis  64  und  von  1  his  19 
an  ihrem  Platze  lassen,  zweitens  alle  Zahlen  von  34  bis  53  um  14 
vermindern,  drittens  alle  Zahlen  von  20  bis  33  um  20  vermehren. 
Das  Ergebnis  dieser  Operation  ist  folgendes: 


46. 

7. 

54. 

27. 

52. 

49. 

38. 

29 

55. 

26. 

47. 

8. 

39. 

28. 

41. 

50 

6. 

45. 

56. 

53. 

48. 

51. 

30. 

37 

57. 

20. 

25. 

44. 

9. 

40. 

15. 

42 

24. 

5. 

58. 

19. 

14. 

43. 

36. 

31 

21. 

2. 

23. 

10. 

61. 

32. 

13. 

16 

4. 

59, 

64. 

33. 

18. 

11. 

62. 

35 

1. 

22. 

3. 

60. 

63. 

34. 

17. 

12- 

Nach  denselben  Prinzipien  würde  man  noch  viele  andere  in  sich 
zurückkehrende  Gänge  erhalten.  Daraus  ist  ersichtlich,  wie  sehr  die 
Anzahl  der  Losungen  vervielföltigt  werden  kann,  sobald  einmal  ein 
in  sich  zurückkehrender  Gang  bekannt  ist. 

482. 

Man  kann  auch  der  Losung  besondere  Bedingungen  auf- 
erlegen, wodurch  zwar  die  Anzahl  der  Losungen  verringert  werden^ 
aber  doch  noch  sehr  beträchtlich  sein  wird.  Nimmt  man  z.  B.  an, 
dafs  die  Zahlen  1,  2,  3, ...  32  die  vier  unteren  Zeilen  des  Schemas;, 
und  die  32  andern,  die  vier  oberen  Zeilen  ausfüllen  sollen,  so  genOgt 
man  der  ersten  Bedingung  in  folgender  Weise: 

3.  26.  7.  32,  1.  20.  15.  18 

8.  31.  2.  27.  6.  17.  12.  21 

25.  4.  29.  10.  23.  14.  19.  16 

30.  9.  24.  5.  28.  11.  22.  13, 

und  wenn  man  zu  allen  diesen  Zahlen  32  addiert,   so  erhält  man 
vier   andere  Zeilen,  welche   alle  Zahlen  von   33  bis  64   enthalten. 
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Jedoch  läfst  sich  dieser  zweite  Teil  dem  ersten  nicht  derart  anpassen^ 
dals  sie  beide  ein  einziges  Schema  von  1  bis  64  bilden. 

um  diese  zweite  Bedingung  zu  erfüllen,  giebt  Euler  den  ersten 
Teil  in  folgender  Anordnung: 


22. 

7. 

32. 

1. 

24. 

13. 

18. 

15 

31. 

2. 

23. 

6. 

19. 

16. 

27. 

12 

8. 

21. 

4. 

29. 

10. 

25. 

14. 

17 

3. 

30. 

9. 

20. 

5. 

28. 

11. 

26. 

Nach  seiner  Vorschrift  hat  man  sodann  zu  allen  diesen  Zahlen  32 
zu  addieren  und  das  Resultat  in  umgekehrter  Richtung  zu  schreiben, 
indem  man  die  Zahlen  von  links  nach  rechts  nimmt  und  die  letzte 
Zeile  zur  ersten  macht.  Fügt  man  diesen  zweiten  Teil  dem  ersten 
hinzu,  so  ergiebt  sich  das  YoUstäudige  Schema: 


a 


58. 

43. 

60. 

37. 

52. 

41. 

62, 

35 

49. 

46. 

57. 

42. 

61. 

36. 

53. 

40 

44 

59. 

48. 

51. 

38. 

55. 

34. 

63 

47. 

50. 

45. 

56. 

33. 

64. 

39. 

54 

22. 

7. 

32. 

1. 

24. 

13. 

18. 

15 

31. 

2. 

23. 

6. 

19. 

16. 

27. 

12 

8. 

21. 

4. 

29. 

10. 

25, 

14. 

17 

3. 

30. 

9. 

20. 

5. 

28. 

11. 

26. 

Man  sieht  hieraus,  dafs  die  symmetrisch  gegenüberliegenden  Zahlen 
in  den  beiden  durch  die  Linie  ab  getrennten  Hälften  sich  beständig 
von  einander  um  32  unterscheiden.  So  hat  man  58  —  26  «s  32, 
57  —  25  a»  32,  u.  s.  w.  Dieselbe  Eigenschaft  besteht  bei  den  vier 
Formen,  welche  dieses  Schema  annehmen  kann. 

Da  man  vom  Felde  1  auf  das  Feld  16  und  vom  Felde  64  auf 
dis  Feld  15  übergehen  kann,  so  läfst  sich  der  vorstehende  Gang  in 
den  folgenden  1,  2,  ...  15  |  64,  63,  ...  16  verwandeln.  Dies  giebt 
das  neue  Schema: 

58.  43.  60.  37.  52.  41.  62.  35 

49.  46.  57.  42.  61.  36.  53.  40 

44.  59.  48.  51.  38.  55.  34.  63 

.  47.  50.  45.  56.  33.  64.  39.  54  ....  ft 

22.  9.  32.  15.  24.  3.  18.  1 

31.  14.  23.  10.  19.  16.  27.  4 

8.  21.  12.  29.  6.  25.  2.  17 

13.  30;  7.  20.  11.  28.  5.  26 


a  •  . 
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Dieses  Schema,  in  welchem  nur  die  untere  Hälfte  geändert  ist,  be- 
sitzt aber  nicht  mehr  die  auf  die  Differenz  ähnlich  gelegener  Zahlen 
bezügliche  Eigenschaft  des  vorhergehenden.  Um  ihm  dieselbe  zu 
verschaffen,  müTste  man  den  oberen  Teil  des  Schemas  dadurch  bilden^ 
dafa  man  32  zu  den  Zahlen  des  unteren  Teils  hinzufügt  und  diese 
Zahlen  in  umgekehrter  Reihenfolge  schreibt 

483. 

Will  man  wissen,  wieviel  Lösungen  das  gegebene  Problem 
haben  könne,  so  besteht  ein  Hülfsmittel,  dessen  man  sich  bei  dieser 
Untersuchung  von  sehr  schwieriger  Natur  bedienen  konnte,  in  Folgen- 
dem: Wir  haben  mindestens  50  Oänge,  von  denen  jeder  zwei  Lösungen 
liefert,  gefunden.  Auf  diese  50  Gänge  kann  man  das  Kennzeichen 
des  Artikel  478,  durch  welches  sie  von  allen  andern  unterschieden 
werden,  anwenden.  Wir  nehmen  an,  dafs  man  durch  ein  analoges 
Verfahren  weit  mehr  Gänge  als  50,  welche  demselben  Kennzeichen 
unterliegen,  bilde.  Ist  diese  Zahl  gleich  n  und  ist  N  die  Anzahl 
aller  mögliche^  Gänge,  welche  von  einander  verschieden  sind  und 
sämtlich  der  Aufgabe  genügen,  so  wird  es,  wenn  n  hinreichend  grofs 
ist,  notwendigerweise  vorkommen,  dafs  es  unter  den  n  gefundenen 
Gängen  einige  gleiche  giebt,  so  dafs  sich  die  Zahl  n  auf  n  —  a  ver- 
schiedene Gänge  reduciert. 

Nachdem  dies  vorausgeschickt  ist,  findet  man  leicht  die  Gleichung: 

N      ^  ^        \     N'  )  { 
und  hieraus  folgt: 

ein  Wert,  der  um  so  mehr  dem  wahren  Werte  nahekommt,  je 
gröfser  n  ist. 
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Anwendung  der  anbestimmten  Analysis  bei  der  AnflSsnng  der 
Gleiehnng  o;"  —  1  =  0,  in  welcher  n  eine  Primzahl  ist 


§  1. 
Grundlagen  dieser  nenen  Theorie. 

484. 

Sondert  man  von  der  linken  Seite  den  Faktor  x  —  1  ab  und 
setzt  man: 

so  besitzt  bekanntlich  nach  dem  Cotesischen  Satze  das  Polynom  X 
den  allgemeinen  Faktor: 

a;*  —  2x  cos 1-  1 , 

wobei  k  eine  beliebige  durch  n  nicht  teilbare  Zahl  ist,  so  dafs  man, 
wenn  man  Tc  der  Reihe  nach  die  Werte  1,  2,  3,  •  •  •  -x-C**  —  1)  ^^^' 

legt,  alle  Faktoren  erhält,  aus  denen  dieses  Polynom  zusammen- 
gesetzt ist 

Die  Kenntnis  der  Analysten  von  der  Auflosung  der  Gleichung 
x"  —  1  3s  0  beschränkte  sich  nahezu  auf  diesen  einzigen  Satz,  als 
Oauss  sein  ausgezeichnetes  Werk  „Disquisitiones  arithmeticae"  ver- 
öffentlichte. Man  findet  in  diesem  eine  neue  und  sehr  vollständige 
Theorie  der  Auflösung  eben  jener  Gleichung  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskopimt,  der  Teilung  des  Ereisumfanges  in  n  gleiche  Teile. 

Da  diese  Theorie  eine  der  interessantesten  Anwen- 
dungen der  anbestimmten  Analysis  ist  und  dieselbe  zu  sehr 
merkwürdigen  Resultaten  führt,  so  glaubten  wir  unsern 
Lesern  einen  Gefallen  zu  erweisen,  wenn  wir  dieselbe  hier 
mit  nenen  Entwickinngen  darlegen. 

L«g«Bclre,  ZAhtonthMile  IX.  11 
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485. 
Nennt  man  r  irgend  eine  der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichung 

a;»  —  1  =  0, 


d.  h.  setzt  man: 


r  =  cos (-  y  —  1  sin 


WO  Je  irgend  eine  durch  n  nicht  teilbare  Zahl  bedeutet^  so  sind  die  sämt- 
lichen Wurzeln  dieser  Gleichung  dargestellt  durch  r,  r*,  r*, ...  r". 
Sondert  man  von  diesen  die  Wurzel  r**  ==  1  ab,  so  bleiben  für  die 
Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  die  folgenden  Werte: 

Allgemein  stellt  daher  r^  eine  beliebige  Wurzel  der  Gleichung 
X  =  0  dar,  vorausgesetzt,  dafs  a  weder  Null  noch  ein  Vielfaches 
von  n  sei. 

Bei  dieser  Einschränkung  giebt  es  nur  n  —  1  verschiedene  Werte, 
welche  in  dem  Ausdrucke  x=r''  enthalten  sind.  Denn  wäre  a=ni'^-i, 
so  würde  offenbar  r^  =  t*  sein,  da  r*  =  1  ist,  und  aus  demselben 
Grunde  hätte  man:  r""**  =  r*~*"  =  r*"""". 

Ferner  zeigt  man  leicht,  dafs  die  n  —  1  vorstehenden 
Werte  von  einander  verschieden  sind.  Denn  wäre  r^  =  in^j 
wo  a  und  ß  kleiner  als  n  sind,  so  wurde  daraus  folgen:  f*  =  l, 
wobei  f  =  +  (a  —  ß)  und  somit  kleiner  als  n  ist.  Da  aber  n  eine 
Primzahl  ist,  so  können  die  beiden  Gleichungen  r"  =  1  und  r*  =  1 
nicht  zu  gleicher  Zeit  stattfinden,  es  müfste  denn  r  =  1  sein,  was 
gegen  die  Voraussetzung  ist. 

486. 
Hiernach  läfst  sich  das  Polynom  X  auf  die  Form  bringen: 

X  =  {x  —  r)  (x  —  f^)  (o:  —  r^)  •  •  •  (a;  —  r"""^), 
und  da  man  r^  oder  allgemein  r^  für  r  setzen  kann^  so  hat  man  auch: 

X  =  (rr  ~  r^)  {x  -  f^)  (x  -  r^)  - -- (x  -  r«— 2)^ 
und  allgemein: 

X=(x  —  r")  {x  —  r-")  {x  —  r^*") '  "  {x  —  r"''-«) . 

Da  nun  zweite  Glied  des  Polynoms  X  den  Koefficienten  +  ^  l^at,  so 

erhält  man: 

0  =  1  +  r  +  »2  +  r^  H (-  r"-S 

und  allgemein: 

0^1+  r"  +  r2"  +  r3"  +  .  .  .  4-  r"«-«. 
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Diese  Gleichungen  gelten ,  ohne  dafs  man  diejenige  der  Wurzeln  der 
(ileichung  X=0,  welche  man  fQr  r  nimmt;  bestimmt  anzugeben  hätte. 

487. 

Sats.  Ist  fp{rfS,tyUy,,.)  eine  ganze  rationale  Funktion"*^) 
der  Wurzeln  r,  s,  t,  u,  , , .  der  Gleichung  X=0  oder  nur 
einiger  von  ihnen,  und  substituiert  man  in  dieser  Funktion 
für  die  Wurzeln  r,  s,  t,  n,  . . .  der  Reihe  nach  ihre  Quadrate, 
ihre  Kuben  und  schliefslich  ihre  nf^^  Potenzen,  welche  sich 
auf  die  Einheit  reducieren,  so  ist  die  Summe  der  so  gebil- 
deten Funktionen 

9)(r,  s,t,'")  +  9(1-2,  ^2^  ^2^ . . .)  -j f-  9(r»,  .s«,  i%  . . .) 

irleich  einem  Vielfachen  von  n. 

Da  nämlich  jedes  einzelne  Glied  der  Funktion  g)  von  der  Form 
Ai-^s^tT  . . .  ist,  und  die  Wurzeln  s,  ty  u,  ...  bestimmte  Potenzen 
einer  derselben  r  sind,  so  ist  klar,  dafs  dieses  Glied  sich  stets  auf 
die  Form  Ar*  reduciert,  wobei  man  e  <  n  annehmen  kann.  Mithin 
nimmt  die  ganze  Funktion  ip(r,  s,t,u, . . ,)  die  Form  an: 

Ä  +  Ä'r  +  ^"'»-^  ^ [-  ^(")r«-i. 

Setzt  man  darauf  r^  an  die  Stelle  von  r,    wodurch  sich  zugleich  s 
in  s^,  t  in  ^*,  u.  s.  w.  verwandelt,  so  wird  die  Funktion 

q){r\  s^,  t\  «^  . . .) 
dargestellt  sein  durch: 

und  allgemein  die  Funktion  g)(r",  s",  <**,  . . .)  durch: 

Mithin  ist  die  Summe  aller  dieser  Funktionen,  bis  zu  g)(r*,  s**,  /", . . .) 
einschliefslich,  gleich: 

nÄ  +  A'(r  +  r^  +  ,-3  -I [-  ,") 

+  Ä'\r^  4-  r*  +  r''^  H 1-  r^«) 

+ 

Diese  Grofse  reduciert  sich  aber  auf  nÄ  (No.  486)  und  ist  demnach 
ein  Vielfaches  von  n. 


*)  Man  nennt  ganze  rationale  Funktion  der  Gröfsen  r,  s,  f,  u,  .  .  .  jede 

aas  beliebig  vielen  Gliedern  von  der  Form  Ar" sP  t''^  .  .  .  ^  wo  A  eine  ganze  Zahl 
Ut,  bestehende  Funktion.  Anm.  d.  Verf. 

11* 
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Man  beachte  wohl^  dafs  dieser  Satz  gilt;  wie  viele  der  Wur- 
zeln r^  Sy  t,  . . .  auch  in  der  Funktion  tp  vorkommen  mögen. 

488. 
Sats.     Wenn  das  Polynom 

in  welchem  die  Koefficienten  A,  B,  0^  .. .  ganze  Zahlen 
sind;  durch  das  Polynom 

P  B=  a:*  +  (^^"^  +  ba^"^  H , 

dessen  Koefficienten  a^  h,  c,  .  . .  sämtlich  rational  sind, 
teilbar  ist;  so  müssen  diese  letzteren  ebenfalls  ganze 
Zahlen  sein. 

Hat  man  nämlich  alle  Glieder  von  P,  das  erste  x"  ausgenommen^ 
auf  einen  und  denselbeii  Nenner  gebracht,  und  ist  dieser  Nenner 
gleich  a^A;  wo  af*  die  höchste  Potenz  einer  der  in  ihm  aufgehenden 
Primzahlen  bedeutet;  so  kann  man  setzen  (No.  14): 


P"         p 


r*r 


wo  P'y  P";  P'"  Polynome  von  x  sind,  deren  Koefficienten  ganze 
Zahlen  sind,  und  zwar  das  erste  vom  Grade  n  und  somit  mit  dem 
Gliede  x"  beginnend,  die  beiden  andern  höchstens  vom  Grade  it— 1. 
Nennt  man  Q  den  Quotienten,  welcher  sich  bei  der  Division  von  Z 
durch  P  ergiebt;  so  kann  man  in  ähnlicher  Weise  setzen: 

Da  sich  nun  das  Produkt  PQ  in  ein  Polynom  verwandeln  soll^  dessen 
Koefficienten  ganze  Zahlen  sind,  so  mufs  das  Glied       ?f^   von  selbst 

verschwinden,  weil  die  andern  in  ihren  Nennern  nur  Potenzen  von  d 
von  niedrigerem  Grade  besitzen.  Mithin  ist  wenigstens  eine  der 
Gröfsen  P"  und  Q'  gleich  Null.  Dies  kann  aber  nicht  P"  sein,  da 
P  in  seinen  Nennern  a^^  enthält  Folglich  ist  Q"=0,  d.  h.  es  kommt 
a  nicht  in  den  Nennern  von  Q  vor.  Dasselbe  kann  man  von  den 
andern  Primzahlen  behaupten,  welche  als  Neuner  in  den  Koefficienten 
von  P  auftreten.  Folglich  enthält  der  Quotient  Q  keinen  Brach,  und 
er  mufs  somit  eine  ganze  Funktion  sein.  Nachdem  dieses  festgestellt 
ist,  hat  man: 

P"  Q 

Da   aber  Z  eine  ganze  Funktion  ist,   so   mufs  — -p-  ebenfalls  eine 

er 
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P" 

solche    sein.    Nun   wird   einerseits   der   Brach   — --  als  irreduktibel 

ar 

betrachtet,   andrerseits  ist  der  Quotient  Q^  dessen  erstes  Glied  ix^~~^ 

ist;  nicht  teilbar  durch  af*,    Mithiu  kann  das  Polynom  P  unter  seinen 

Koefficienten  keinen  Bruch  enthalten. 


489. 

Sats.  Das  Polynom  X,  bei  welchem  n  stets  als  Prim- 
zahl vorausgesetzt  wird,  läfst  sich  nicht  in  zwei  rationale 
Faktoren  zerlegen. 

Denn  nehmen  wir  an,  dafs  das  Polynom  X  vom  Grade  n  —  1 
das  Polynom  vom  niedrigeren  Grade 

P  =  a;"  +  ax""^  +  hx^"^  -| 1-  Äa:  +  i 

zum  Faktor  habe,  so  müssen  dem  vorigen  Satze  zufolge  alle  Koef- 
ficienten a,  &;  c,  . . .  ganze  Zahlen  sein.  Femer  kann  man  bemerken, 
dafs  V  gerade  und  h  positiv  sein  mufs;  denn  waren  diese  Bedingungen 
nicht  gleichzeitig  erfüllt,  so  würde  die  Gleichung  P  ^a  0  wenigstens 
eine  reelle  Wurzel  haben,  und  diese  würde  auch  eine  Wurzel  der 
Gleichung  X  =  0  sein.  Man  weifs  aber,  dafs  diese  nur  imaginäre 
Wurzeln  besitzt. 

Sind  r,  s,  ^,  w,  . . .  die  Wurzeln  der  Gleichung  P  ™  0,  so  dals 
die  identische  Gleichung  besteht: 

P  =  (a?  —  r)  (a?  —  s)  (a:  —  <)  (a;  —  w)  . . ., 

.wobei  die  Anzahl  der  Faktoren  x  —  r,  a;  —  s,  ...  gleich  v  ist,  so 
kann  man  in  dieser  Gleichung  x  einen  beliebigen  Wert  geben.  Ist 
daher  a;  ^^  1,  und  nennen  wir  p'  das,  was  aus  P  wird,  so  ist: 

j)'=  (1  -  r)  (1  -  5)  (1  —  0  (1  -  w)  •  •  • 

Die  Zahl  p  besitzt  auch  den  Wert  1  +  a  -|-  6  +  c  +  •  •  • ,  sie  ist 
demnach  eine  ganze  Zahl.  Femer  mufs  sie  positiv  sein,  da  alle 
Wurzeln  r^  Sy  ty  , . .  imaginär  sind. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  P  «==  0,  deren  Wurzeln  r,  5,  ^,  ti,  . .  • 
sind,  kann  man  leicht  eine  andere  Gleichung  P'^  »s  0  bilden,  welche 
r**,  s^,  ^,  ...  zu  Wurzeln  hat,  und,  weil  die  Koefficienten  des  Poly- 
noms P  ganze  Zahlen  sind,  und  der  erste  derselben  gleich  1  ist,  so 
sind  die  Koefficienten  des  Polynoms  P  von  demselben  Grade  eben- 
falls ganze  Zahlen,  wie  aus  bekannten  Formeln  sich  ergiebt.  Setzt 
man  also  a;  =  1  in  jedem  der  Polynome  P^^^,  und  sind  die  so  ent- 
stehenden Zahlen  der  Reihe  nach: 
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p'        =  (1  -  r)  (1  -  ö')  Cl  -  ^•)  (1  -  nO  .  .  . 
l/"       =  (l  -  ^)  (l  -  6-')  (1  -  i')  (l  -  n')  •  •  • 

j;(«-J)  =  (i  —  r«-')  (l  —  6-«-i)  (l  —  t'*-^)  (1  —  «»-!).. •, 

so  sind  alle  diese  Zahlen  p\  p\  p"y  ,  . .  p^'*—^^  offenbar  positive  ganz^ 
Zahlen. 

Multiplicicrt  man  jetzt  alle  Gleichungen  mit  einander,  und  be- 
achtet man ,  dafs  zufolge  der  Gleichung  X  =  (a:  —  )*)  ( t'  —  5)  (.c  —  /  ^ 
für  jede  der  Wurzeln  r,  Sy  t,  ...  die  Gleichung  gilt: 

(1  -  r)  (1  -  r^)  (1  -  r»)  ...  (1  —  r«- 1)  =  n 
(1  -  s)  (1  ~  Ö-)  (1  -  6-)  ...  (1  —  5'»-i)  =  n 

U.    8.    W., 

80  wird  das  Produkt: 

j>  jj  jj>    ...  liv*— 1^  =r  n^. 

Da  aber  alle  Gröfsen  p',  p'\  .  . .  j)(»— i)  positive  ganze  Zahlen  sind, 
und  ihre  Anzahl  n—l  gröfser  als  v  ist,  so  müssen,  wenn  ihr  Produkt 
n*  sein  soll,  einige  von  ihnen  gleich  n  oder  einer  Potenz  von  n  uii<l 
die  andern  gleich  der  Einheit  sein.  Die  Anzahl  der  letzteren  kann 
nicht  kleiner  sein  als  n  —  1  —  v.  Nennt  man  dieselbe  ik,  so  ist 
offenbar  die  Summe  ^'+ 1^'+ •" +1^^*"**^  von  der  Form  i  +  J» 
Nun  haben  wir  (No.  487)  bewiesen,  dafs  dieselbe  Summe,  wenn  mau 
pt**),  welches  gleich  Null  ist,  noch  mit  hinzunimmt,  ein  Vielfache> 
von  n  ist.  Es  müfste  somit  k  +  -4n  =  Bn  sein,  eine  Gleichung, 
welche  nicht  stattfinden  kann,  da  Je  <C.v  und  >  n  —  1  —  v  oder 
=  n  —  1  —  V  ist.  Wenn  demnach  P  ein  Teiler  der  Funktion  X  ^t, 
so  können  die  Koefficienten  von  P  keine  ganzen  Zahlen  sein.  MitliiD 
kann  die  Funktion  X  nur  irrationale  Faktoren  haben. 

Bemerkung.  Dieser  Satz  wQrde  nicht  gelten,  wenn  u  eine 
zusammengesetzte  Zahl  wäre.  Denn  ist  n  =^  aß,  wo  a  und  ß  zwti 
ungerade  Zahlen  bedeuten,  welche  Primzahlen  oder  keine  Primzahlen 
sind,  so  kann  man 

a;  —  1  X—  l        a;"  —  1 

setzen.    Nennt  man  daher  P  das  Polynom  a;"""*  +  jf'"'  -\ ,   welches 

gleich      .  ,  und  Q  das  Polynom  ixfi*~''  +  a;"^"^"  +  •  •  •>   welch»^ 

«4/  I. 

gleich  -  — -         ist,  so  erhält  mau:  X=  PQ. 
X   —  1 
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490. 

Da  bewiesen  worden  ist,  dafs  das  Polynom  X  keinen  rationalen 
Faktor  haben  kann,  wenn  n  eine  Primzahl  ist^  so  kann  die  Auf- 
lösung der  Gleichung  X  =  0  nur  so  bewerkstelligt  werden^  dafs  man 
X  in  irrationale  Faktoren  zerlegt.  Die  Theorie ,  die  wir,  Gauss 
folgend;  auseinandersetzen  werden,  hat  nun  den  Beweis  des  folgenden, 
sehr  allgemeinen,  Satzes  zum  Ziele: 

Hat  man  n  —  l  in  Primfaktoren  a,  2»,  (;,...  zerlegt,  so  dafs 

n—l  ^a'^b^cy  •  •• 

ist,  so  läfst  sich  die  Auflösung  der  Gleichung  X  =  0,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  der  Gleichung  a;"  —  1  =  0 
immer  zurückführen  auf  die  Auflösung  mehrerer  Glei- 
chungen von  niedrigerem  Grade,  nämlich  auf  a  Gleichungen 
vom  Grade  a,  auf  ß  Gleichungen  vom  Grade  &,  auf  y  Glei- 
chungen vom  Grade  c  u.  s.  w. 

Ist  z.  B.  w  ==  73,  wodurch  sich  n  —  1  =  2^  •  3*  ergiebt,  so  wird 
die  Auflösung  der  Gleichung  x^^  —  1=0  bewerkstelligt  mit  Hülfe 
dreier  Gleichungen  zweiten  Grades  und  zweier  Gleichungen  dritten 
Grades. 

Ist  n  =  17,  also  w  —  1  =  2*,  so  folgt  die  Auflösung  der  Glei- 
chung x^^  —1  =  0  aus  der  Auflösung  von  vier  Gleichungen  zweiten 
Grades. 

Man  kann  somit  den  Kreisumfang  in  siebzehn  gleiche 
Teile  auf  elementar-geometrischem  Wege  teilen,  eine  That- 
sache,  au  deren  Möglichkeit  man  vor  dem  Bekanntwerden  des  Gauss- 
sehen  Beweises  weit  .entfernt  war  zu  glauben. 

Aligemein  lafst  sich,  wenn  die  Primzahl  w  von  der  Form  2"*  -f-  1 
ist,  die  Auflösung  der  Gleichung  x^  —  1=0  auf  diejenige  von  m 
Gleichungen  zweiten  Grades  zurückführen;  man  hat  sogar  nur  m — 1 
solcher  Gleichungen  nötig,  wenn  es  sich  um  die  Teilung  des  Kreises 
in  n  gleiche  Teile  handelt. 

Wir  bemerken,  dafs  2'^*  +  1  keine  Primzahl  sein  könnte,  wenn 
m  ungerade  wäre  oder  auch  nur  einen  ungeraden  Teiler  hatte.  Denn 
die  Zahl  2"+ 1  +  1  hat  den  Paktor  3  und  2«/*  +  1  hat  den  Faktor 
2"  -|"  1 7  wenn  ß  ungerade  ist.  Mithin  kann  2"*  -{■  ^  ß^r  Primzahl 
sein,  wenn  m  eine  Potenz  von  2  ist;  aber  auch  dann  ist  es  nicht 
immer  Primzahl.     Z.  B.  ist  dies  nicht  der  Fall,   wenn  w  =  2'  =  32. 

Nimmt  man  nach  den  schon  bekannten  Fällen  m  =  1,  2,  4  den 
Fall  »1  =  8,  so  ergiebt  sich  n  ==s  2®  +  1  =^  257,   und  dies  ist  eine 
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Primzahl.  Mithin  kann  man  den  Kreisumfang  auf  elementar-geo- 
metrischem Wege  in  257  gleiche  Teile  teilen^  and  zwar  geschieht  dies 
mit  Hülfe  von  sieben  Gleichungen  des  zweiten  Grades. 

Die  Peripherie  des  Kreises  läfst  sich  auf  geometrischem  Wege 
auch  in  255  und  256  Teile  teilen,  weil  255  =  3 -5- 17  und  256  =  2* 
ist  Demnach  besitzen  die  drei  aufeinanderfolgenden  Zahlen  256,  256^ 
257  die  Eigenschaft,  dafs  für  sie  die  Teilung  des  Kreisumfanges  in 
ebensoriele  gleiche  Teile  auf  elementare  Weise  möglich  ist  Bei  den 
niedrigeren  Zahlen  müfste  man  bis  zu  15,  16,  17  herabgehen,  um 
einer  gleichen  Eigenschaft  zu  begegnen. 

,  Ferner  sieht  man,  weil  2*^  +  1  =  65537  ebenfalls  eine  Primzahl 
ist,  und  wenn  man  beachtet,  dafs 

2"  -  1  —  (2«  -  1)  (2»  +  1)  =  255  .  257 

ist,  dafs  die  drei  aufeinanderfolgenden  Zahlen  65535,  65536,  65537, 
obwohl  sehr  grofs,  ebenfalls  die  nämliche  Eigenschaft  besitzen.  In- 
dessen kann  man  diese  Reihe  nicht  unmittelbar  weiter  fortsetzen, 
weil  2^  +  1  keiue  Primzahl  ist 

491. 

Da  jede  Wurzel  der  Gleichung  X  =  0  durch  r**,  wo  c  weder 
gleich  Null  noch  ein  Vielfaches  von  n  ist,  dargestellt  werden  kann, 
so  werden  wir  diese  Wurzel  durch  den  sbgekünten  Aa8dztiek(a) 
beseiolmen.  Hiemach  sind  zwei  Wurzeln  (a)  und  (/))  dieselben,  wenn 
a  —  ß  durch  n  teilbar  ist,  und  von  einander  yerschieden,  wenn  dies 
nicht  der  Fall  ist    Femer  folgt  aus  der  Erklärung  dieser  Wurzeln: 

(a)  •(/?)  =  («  +  ß),      («)-»  -  (m«), 

Eigenschaften,  welche  denen  der  Logarithmen  analog  sind.  Ferner 
bemerke  man,  dafs 

(0)  —  1,     (n)  =  1,     und  allgemein  (Jen)  •=»  1 

ist,  weil  durch  diese  Ausdrücke  die  Gröfsen  r®,  r*,  r*"  dargestellt 
werden,  und  diese  gleich  der  Einheit  sind. 

Die  samtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  werden  dai^estellt 
durch  die  Reihe: 

(1),  (2),  (3),  ...,  (n-1). 

Da  man  aber  für  r  allgemein  r^  nehmen  kann,  vorausgesetzt^  dafs  a 
nicht  durch  n  teilbar  ist,  so  werden  die  nämlichen  Wurzeln  aach 
dargestellt  durch  die  Reihe: 
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(«),  (2«),  (3a),  ...,([n-l]a), 

welche  sich  von  der  ersten  nar  durch  die  Reihenfolge  ihrer 
Glieder  unterscheidet. 

492. 

Betrachten  wir  jetzt  die  unbestimmte  Gleichung: 

z''-^  —  1  =  aR(n), 

deren  rechte  Seite  ein  beliebiges  Vielfaches  von  n  bedeutet,  so  siud 
die  n  —  1  Wurzeln  dieser  Gleichung ,  welche  wir  positiv  und  kleiner 
als  n  voraussetzen,  bekanntlich  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen 
1,  2,  3,  ...  n —  1.  Ferner  weifs  man,  dafs  es  immer  möglich  ist, 
eine  Zahl  g  zu  finden,  deren  aufeinanderfolgende  Potenzen  sämtliche 
Wurzeln  derselben  Gleichung  geben,  so  dafs  die  Reihe  g,  ^,  g^, 
^,  ...  g^"^  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Reihe  1,  g, 
g^f  ...  flr*""*,  wenn  man  die  Vielfachen  von  n  wegläfst,  dieselben 
Glieder  giebt,  welche  in  der  Reihe  1 ,  2,  3,  ...  n  —  1  enthalten, 
aber  in  einer  verschiedenen  Reihenfolge  geordnet  sind*). 

Diese  Zahl  g,  welche  auf  eine  Primzahl  n  bezogen  mit  dem 
Namen  „primitive  W-arzeV*  bezeichnet  wird,  ist  so  beschaffen,  dafs 
g*~^  =  1  ist,  und  dafs  keine  Potenz  von  g,  deren  Exponent  kleiner 
als  n  —  1  ist,  sich  auf  1  reducieren  kann,  wenn  man  die  Vielfachen 
von  n  wegläfst.     Und  da  n  —  1  eine  gerade  Zahl  ist,   so  erfordert 

dieselbe  Eigenschaft,  dafs  g^  ^=  —  1  sei,  und  daCs  keine  andere 

Potenz  von  g,  deren  Exponent  kleiner  als  —  (n —  1)  ist,  sich  durch 
Weglassung  der  Vielfachen  von  n  auf  —  1  reducieren  könne. 

493. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  kann  man,  wenn  a  eine  beliebige 
durch  n  nicht  teilbare  Zahl  bedeutet,  stets  einen  Exponenten  fi  von 
der   Beschaffenheit  finden,    dafs  ^  ^=^  a   d.  h.  ^  —  a  =  3R(n)   ist. 

*)  Man  kann  hieraus  folgern ,  dafs  nach  Weglassimg  der  Vielfachen  von  n  das 

Produkt  p*  •  ^*  •  ^*  •  •  •  ^*       oder  g *  gleich  dem  Produkte  1  •  2  •  3  •  •  •  (n —  1) 

ist    Weil  man  aber  der  Eigenschaft  der  Zahl  g  zufolge  g  =>  —  i  und 

somit  g  <«  ( —  1)" «»  —  1  haben  mufs,  so  folgt  hieraus,  dafs  das  um  eine 

Einheit  vermehrte  Produkt  1  •  2  •  3  •  •  •  (n  —  1)  durch  n  teilbar  ist.  Dies  ist 
der  Wilson*sche  Satz  (No.  130).  Anm.  d.  Verf. 


170  Ffinftcr  Hauptteil. 

Denn  die  Zahl  «  ist,  nötigenfalls  um  das  in  ihr  möglicherweise  ent- 
haltene Vielfache  von  n  vermindert,  in  der  Reihe  g,  g^,  (/*,  ...f/""* 
enthalten,  welche,  was  die  Reste  der  Division  durch  n  anlangt,  der 
Reihe  1,  2,  3  ...  n  —  1  äquivalent  ist. 

Mittelst  der  primitiven  Wurzel  g  kann   man  daher  alle 
Wurzeln  der  Gleichung  X  «==^  0  durch 

ausdrücken,  wobei  a  irgend  eine  durch  n  nicht  teilbare  Zahl  be- 
deutet.   Denn  setzt  man  a  '==  g^,  so  geht  diese  Reihe  über  m: 

und  da  das  folgende  Glied 

(^  +  «-1)  =^^.  (,,«-!)  =  (^.) 

ist,  so  sieht  man,  dafs  diese  Reihe  cyklisch  oder  in  sich  selb&t 
zurückkehrend  ist,  und  dafs  man  sie  somit  bei  irgend  einem 
Gliede  anfangen  kann.  Dieselbe  ist  demnach  der  Reihe  {g)^  (7*). 
(9^)f  •  •  •  (/7''~0  äquivalent, 

494. 

Eben  diese  Wurzeln  würden  auch,  allerdings  in  venohiedener 
Beihenfolge,  durch  die  Reihe 

(«),(«ö),  («0=0,  •••(«(?-') 

ausgedrückt  werden,  wenn  G  eine  andere  primitive  Wurzel  der  Glei- 
chung jßf"-^  —  1  =  3R(w)  wäre.  Bekanntlich  (No.  341)  ist  aber  für 
eine  und  dieselbe  Primzahl  n  die  Anzahl  der  primitiven  Wurzeln, 
welche  der  Gleichung  S^^^  —  1  =  SR(n)  genügen,  stets  dieselbe  wit* 
die  Anzahl  der  Zahlen,  welche  prira  zu  n  —  l  und  kleiner  als  u— 1 
sind.    So  giebt  es  z.  B.  für  n  =  41  sechszehn  solche  Zahlen,  nämlicb: 

6,  7,  11,  12;  13,  15,  17,  19-,  22,  24,  26,  28,  29,  30,  34,  35. 

Man  erhält  sie  sämtlich  aus  den  Potenzen  einer  von  ihnen,  wenn 
man  diejenigen  Potenzen  wegläfst,  deren  Exponenten  mit  n  —  1  einen 
gemeinschaftlichen  Teiler  haben.  In  unserm  Falle  sind  dies  di^ 
jenigen  Potenzen,  deren  Exponent  eine  ungerade  und  durch  5  nicht 
teilbare  Zahl  ist*). 


*)  Nach  Euler  ist  der  kleinste  Wert  von  g  für  alle  Primzahlen  von  3^i^41: 
n        3,     5,     7,     11,     13,     17,     19,     23,     29,     31,     37,     41 
U   i     2,     2,     3,       2,       2,       3,       2,       5,       2,       3,       2.       6. 

Anm.  d.  Verf. 
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495. 

Es  sei  k  ein  beliebiger  Teiler  von  w  —  1,  welcher  prim  oder 
nicht  prim  sein  kann^  so  dafs  n  —  1  =  mk  ist.  Geht  man  dann  aus 
von  einem  beliebigen  Gliede  (^f^)  der  Reihe  (1),  (y^,  (ff),  . ..  (g*"^), 
welche  alle  Wurzeln  der  Gleichung  X  «»  0  in  sich  enthält  und  bildet 
mau  eine  neue  Reihe: 

W,  (9"+'),  ('/+'').  ■  • .  (9"+""-'), 

SO  kann  diese  aus  m  Gliedern  bestehende  Reihe  oder  Periode  immer 
als  cyklisch  oder  in  sich  selbst  zurückkehrend  angesehen  werden,  da 
das  Glied  (fl'^+'"*),  welches  auf  das  w**  Glied  folgt,  der  Bedingungs- 
gleichung  ^*  =  ^'*~*  =  1  zufolge,  gleich  dem  ersten  Gliede  (g^)  ist. 

Man  kann  k  alle  Werte  von  1  bis  k  geben;  auf  diese 
Weise  erhält  man  k  Perioden,  von  denen  jede  aus  m  Glie- 
dern besteht. 

Nennen  wir  aUgenoiein  (m:g^)  die  Summe  der  m  Wurzeln, 
welche  die  Periode,  deren  erstes  Glied  g^  ist,  bilden,  so  er- 
halten wir  der  Reihe  nach: 

(tn:g)  =  (ff)  +  (<7'+*)  +  (^ +**)  +  •  •  •  +  (i7'+'"*-*) 
Cm  '.ff')  =  (/)  +  (</•+*)  -j-  (</«+»*)  +  •  •  •  +  iff'+'"^-^) 

(m  :  ff")  •=  (ff)  +  (9"+')  +  (<ir»+")  +  •  •  •  +  («7»+'"*-*) 

(t»  :<;*)  =  (</*)  + (i/»*)    H-Cir»*)      +---  +  (r')- 

ÜflTenbar  enthalten  die  k  Perioden,  deren  jede  aus  m  Gliedern 
besteht,  sämtliche  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  in  sich,  da  man 
in  ihnen  alle  Glieder  der  Reihe  (r/),  (r/*),  (g^),  . . .  (//""*)  vorfindet; 
und  eine  ähnliche  Zerlegung  findet  statt  für  alle  andern  Werte  von 
m  und  k,  deren  Produkt  mk  gleich  der  gegebenen  Zahl  n  —  1   ist. 

Es  ist  wesentlich  zu  bemerken,  dafs,  wenn  (a)  und  (ß) 
zwei  Glieder  einer  nnd  derselben  Periode  sind,  diese  Periode 
sowohl  durch  (m  :  a)  als  auch  durch  {ni  :  ß)  bezeichnet  wer- 
den kann.  Denn  da  eine  jede  Periode  in  sich  zurückkehrt,  so  kann 
ein  beliebiges  Glied  derselben  als  erstes  betrachtet  werden.  So  kaiin 
A.  B.  die  in  dem  vorstehenden  System  durch  (m :  g^)  bezeichnete 
Periode  auch  durch  {m :  1)  bezeichnet  werden,  weil  ihr  letztes  Glied 
<;«»*  =  //»—!  aas  1  ist.  Dadurch  würde  man  als  Ausdruck  derselben 
Periode  erhalten: 

(m  :  1)  =  (1)  +  (/)  +  (i,")  +  •  •  •  +  (r*-*)- 
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496. 

Diese  Eigenschaften,  welche  sich  auf  die  primitive  Wurzel  g  be 
ziehen  ^  gelten  in  gleicher  Weise  in  Bezug  auf  jede  andere  primitiYe 
Wurzel  (r.  Jedoch  giebt  uns  dies  sogleich  eine  Aufgabe  su  losen, 
nämlich  die,  zu  entscheiden,  ob,  wenn  dieselben  Faktoren 
m  und  k,  deren  Produkt  n  —  1  ist,  beibehalten  werden,  die 
Je  durch  (m:Gf*)  bezeichneten  Perioden  dieselben  sind,  wie 
die  durch  (niig^)  bezeichneten  k  Perioden.  Dafs  letzteres  in 
der  That  der  Fall  ist,  kann  man  folgendermafsen  beweisen. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  beiden  Perioden: 
(m:^)   ={g^)  +  f  (7^+*)   +  (i7^+")  +  •  •  •  +  (/7'+'»*-*) 

mit  einander  zu  vergleichen. 

Dazu  bemerke  ich  zunächst,  dafs  man  G  >=  g"  setzen  kann,  wo 
a  eine  Zahl  bedeutet,  welche  prim  zu  mk  ist.  Wenn  man  sodann 
6r^  =^+*''  oder  g"f*  =^+*»'  erhalten  würde,  so  braucht  man  nur 
der  Gleichung  Jl  =»  aft  —  kv  zu  genügen,  d.  h.  die  gegebene  Zahl  sfi 
um  das  möglicherweise  in  ihr  enthaltene  Vielfache  von  k  zu  ver- 
mindern;  der  Rest  wird  der  Wert  von  A  sein.  Man  findet  also  anf 
diese  Weise  einen  Wert  für  A  von  der  Art,  dafs  die  gegebene  Wurzel 
(G^)  mit  der  Wurzel  (^+*'')  übereinstimmt  Ebenso  findet  man, 
dafs  jede  andere  Wurzel  (Cf '*"*"**),  welche  in  der  Periode  (m:G") 
enthalten  ist,  mit  einer  der  in  der  Periode  (m:^)  enthaltenen  Wurzeln 
übereinstimmt.  Und  da  jede  dieser  Perioden  aus  einer  gleichen  Anzahl 
von  einander  verschiedener  Glieder  besteht,  so  müssen,  wenn  zu 
jedem  der  einen  ein  diesem  gleiches  in  der  andern  vorkommt,  not- 
wendigerweise  diese  beiden  Perioden  einander  gleich  sein,  gleich  als 
ob  sie  beide  die  Summe  derselben,  nur  in  verschiedener  Reihenfolge 
angeordneten,  Glieder  wären. 

Wendet  man  dieselben  Schlüsse  auf  die  andern  Werte  von  n 
an,  so  folgt  daraus,  dafs  die  k  mittelst  der  primitiven  Wurzel  G 
gebildeten  Perioden  von  m  Gliedern  von  den  k  analogen,  mittelst 
der  primitiven  Wurzel  g  gebildeten  Perioden  nur  insofern  verschieden 
sind,  als  die  Reihenfolge  sowohl  der  Perioden  unter  einander,  ab 
auch  der  Glieder,  aus  denen  eine  jede  Periode  besteht,  eine  andere 
sein  kann. 
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497. 

Jedesmal  wenn  m  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  wenn 
man  also  m=^mh'  setzen  kann,  läfst  sich  jede  solche  Pe- 
riode von  m  Gliedern,  wie  (rnr^r^),  in  ¥  durch  (tnig^')  be- 
zeichnete Perioden  von  m'  Gliedern  zerlegen,  wobei  man  ft 
der  Reihe  nach  alle  Werte  1,  2,  3,...  k'  beilegt  Man  mufs  sich 
hierzu  denken,  dafs  die  m  Glieder,  welche  die  Periode  (m:^)  bilden. 
Dämlich 

(9')  +  (<7^+*)  +  0?'+")  +  •  •  •  +  (9"+""-'), 

ZU  je  zweien  genommen  werden,  falls  k'  <»  2,  zu  je  dreien,  falls 
h'  =  3  ist,  und  so  fort    Dies  ergiebt  die  folgenden  kf  Teilperioden: 

(fn'ig^)  =  ig')  +  ((7^+*'*)  +  ((7^+"'*)  +  •  •  •  +  0/^+-*-*'*) 

Man  sieht  von  selbst^  dafs,  wenn  m  ebenfalls  eine  zusammengesetzte 
Zahl  ist  und  tn'  »=  m'k"  gesetzt  wird,  jede  Periode  von  m  Gliedern 
in  k"  Perioden  von  m'  Gliedern  zerlegt  werden  kann,  und  so  fort, 
bis  das  letzte  Glied  der  abnehmenden  Beihe  m,  tn,  m\  . . .  gleich  1 
ist  Fflr  diese  Grenze  reduciert  sich  die  Periode  auf  ein  einziges 
Glied,  welches  eine  der  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  X^sO  ist 

498. 

Da  übrigens  n —  1  stets  eine  gerade  Zahl  ist,  so  läfst  sich 
die  Bildung  der  Perioden  immer  so  einrichten,  dafs  die 
letzten  Perioden,  welche  zu  bestimmen  sind,  Perioden  von 
swei  Gliedern  sind,  welche  immer  zwei  zu  einander  reciproke 
Wurzeln  enthalten,  so  dafs,  wenn  (2:a)  eine  dieser  Perioden  dar- 
stellt, allgemein 

(2 :  a)  =  r«  +  r*-«  =  r«  -f  r-« 

ist  Man  erlangt  auf  diese  Weise  den  Vorteil,  dafs  man  im 
Laufe  der  Bechnung  nur  Gleiohnngen  aufzulösen  hat,  deren 
Wnnseln  sftmtlioh  reell  sind.  Kennt  man  dann  schliefslich  vermöge 
der  letzten  Gleichung  zum  Beispiel  den  Wert  der  Periode  (2:a), 
welcher  immer  durch  2  cos  /i  dargestellt  werden  kann,  so  erhält  man 
die  Gleichung: 

ya  J^  y-flf  B»  2c08f*, 
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und  hieraus  folgt: 

r«  s=r  cos  ft  +  }/— 1  sin  ft. 

Dieser  Wert  einer  der  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  reicht  hin,  um 
alle  andern  zu  finden,  welche  durch  die  Formel 


X  =  (cos  ft  -|-  ]/—  1   sin  ft)*  =  cos  h^  -{-  Y—  1  sin  A'fi, 

in  welcher  k  ein  beliebiges  Glied  aus  der  Reihe  1,  2,  3, ...  n—  1 
ist,  dargestellt  werden.  Man  weifs  überdies,  dafs  /i  stets  ein  Viel- 
faches von  ist. 

n 

499. 

Die  Reihenfolge  der  soeben  angedeuteten  Operationen  beruht 
darauf,  dafs  in  jeder  Periode  {m:a\  in  wacher  m  eine  gerade  Zahl 
ist,  und  deren  entwickelter  Wert  durch 

(w:«)  =  (a)  +  (ag^)  +  {ag^')  +  ••  •  +  («(/-*-*)*) 
dargestellt  wird,  neben  jedem  Gliede  (a)  stets  noch  das  Glied  {ag  ^     ) 

—  Ulk 

auftritt.  Dieses  letztere  ist  dasselbe  wie  (— «),  da  (^*  )==  — 1  ist, 
d.  h.  man  findet  in  derselben  Periode  gleichzeitig  die  beiden  Glieder 
r"  und  r""",  welche  zu  einander  reciprok  sind.  Was  über  das  Glied 
(a)  gesagt  ist,  gilt  für  jedes  andere  Glied  der  Periode,  da  man  ein 
beliebiges  Glied  als  erstes  nehmen  kann.  Mithin  besteht  jede  Periode 
{m:a)j  in  welcher  m  eine  gerade  Zahl  ist,  aus  zwei  Teilen  von  der 
Beschaffenheit,  dafs  die  Glieder  des  einen  die  Komplemente  oder  die 
Reciproken  zu  den  Gliedern  des  andern  sind. 

500. 

Es  ist  jetzt  noch  zu  zeigen,  wie  man  die  Gleichung, 
welche  zu  Wurzeln  die  "k  verschiedenen  durch  (m:a)  be- 
zeichneten Perioden  hat,  und  ebenso  die  Gleichungen,  welche  zur 
Bestimmung  der  abnehmenden  Perioden  {in'ia)^  {m":a)  u.  s.  w.  dienen, 
bilden  kann.  Es  geschieht  dies  t^eicht  mit  Hülfe  des  folgenden 
Satzes,  welcher  für  diesen  Zweig  der  Analysis  von  aufserordeni- 
lioher  Wiohtigkeit  ist. 

*•)  Diese  Formel,  welche  in  der  des  Artikel  497  enthalten  ist,  kann  jede 
Periode  derselben  darstellen,  die  entweder  direkt  gebildet  oder  aas  anderen 
Perioden  darcb  saccessive  Zerlegungen  abgeleitet  ist;  denn  die  Zahlen  m  nnd  i 
können  sich  auf  mehrere  Arten  ändern,  wofern  sie  nur  der  einen  Bedingaog, 
daCa  ihr  Produkt  iwÄ:  «=  ti  —  1  sei,  gemigen.  Anm.  d.  Verf. 
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Fundamentalsatz. 

Sind  (m:a)f  (m:ß)  zwei  gleichartige  oder  aus  gleichviel 
Gliedern  bestehende  Perioden,  die  im  Übrigen  gleich  oder 
ungleich    sein    können,    so  erhält    man,   wenn  man  das  Pro- 

dukt  dieser  beiden  Perioden  mit  TT  bezeichnet  und  &  = , 

h  =  </*  setzt, 

TT=  (im:«  +  ß)  +  (fniah  +  ß)  +  {fn:a¥  +  ß)-\ \-  (wiraÄ"*-»  +  /3), 

d.  li.  das  Produkt  TT  ist  gleich  der  Summe  der  Perioden  von 
derselben  Art,  welche  die  Glieder  (a  +  /3),  (aA  +  /5)?  («'*^+ Z'),-** 
(a/««-i  +  |S)  enthalten. 

In  der  That  giebt  die  Entwicklung  der  Glieder,  welche  in  den 
beiden  gegebenen  Perioden  enthalten  sind, 

(m:a)  =  («)  +  (cch)  +  (ah*)  H h  (aA»'-i) 

(m:  ß)  =  (P)  +  ißh)  +  (^A'O  +  •  •    +  (^A'-^). 

Das  Produkt  dieser  beiden  Polynome  kann  aber  zufolge  der  Formel 
(") '  iß)  ^  ("  "H  /))  ii^  folgender  Weise  gebildet  und  angeordnet 
werden: 

+  (ah  +  ßh)     +  (a7*2  +  ßh)  +  (o/i»  +  /3/i)  +  •  •  •  +  («Ä"— '  +  ßh) 
+  {ah*  +  ßh")  +  («/»»  +  ßh*)  +  (ah*  +  ßh*)  H H  (aA'»-i  +  /SÄ*) 

+  («Ä»»-!  +  /SÄ"— 1)  +  (aÄ*»  +  /JA»»-')  +  (aA'»+^  +  /JA"»-»)  H 

+  («Ä«»»-!  +  /JA"»-i). 

Nimmt  man  die  Summe  4^^  verschiedenen  Vertikalkolonnen,  von 
denen  jede  eine  und  dieselbe  Periode  bildet,  so  erhält  man  das  ge- 
suchte Produkt: 

n  =  (m:a  +  /3)  +  (m:aÄ  +  /J)  +  (w:aA»  +  /J)H h  (w:aA"»~^  +  /}). 

Die  verschiedenen  Teile,  aus  denen  das  Produkt  TT  besteht,  redn- 
cieren  sich  stets  entweder  auf  die  Periode  (m:0)  oder  (min),  deren 
Wert  m  ist,  da  sie  die  Summe  von  m  Gliedern,  die  gleich  r^  oder  r^ 
sind,  darstellt,  oder  auf  eine  der  Perioden  (w:l),  (mig),  (mig^)-" 
(m:^*— ^),     Mithin  erhält  man  allgemein: 

n  =  Am  +  Ä{m:l)  +  A'\fn:g)  +  A'"{m:g^)  +  •  -  • 

Und  da  die  Anzahl  der  in  dem  Produkte  TT  enthaltenen  Perioden  m 
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beträgt,  so  mute  aacb  die  Summe  der  Eoef^cienten 

sein,  wobei  diese  EoefScienten  ganze  positive  Zahlen  oder  NdU  nnd. 

501. 

Da  sich  daa  Produkt  zweier  GrSläen  von  der  Form  {m:a)  steU 
auf  die  Summe  mehrerer  Gröfsen  derselben  Art  zurflckfShren  läTst, 
so  ist  klar,  dafs  sich  auch  das  Produkt  aus  beliebig  Tielen 
solchen  Gr&fsen  und  somit  auch  ihre  FoteBzeu  und  Pro- 
dukte aus  diesen  Potenzen  immer  auf  einen  solchen  line- 
aren Ausdruck  wie 

Am  +  Aim-A)  +  -4"  {«1:5)  +  ■••, 
in   welchem  die  KoefGcienten  A,  A\  A",..,  positJTe  ganze  Zahlen 
oder  Null  sind,  zurUckfObren  lassen. 

Besteht  demnach  eine  Funktion  F  aus  mehreren  solchen  Glie- 
dern wie  Nt^tif^V...,  worin  N  eine  ganze  Zahl  ist,  und  fi,ui',v',... 
irgendwelche  Potenzen  der  Perioden  t^(m:a),  U'={m:ß),  v=(m:y),... 
bezeichnen,  welche  aus  den  k  die  sämtlichen  Wurzeln  der  Gleichst^ 
X  1=3  0  enthaltenden  Perioden  von  m  Gliedern  nach  Willkür  heraas- 
gegriffen  sind,  so  labt  sich  diese  Funktion  ebenfalls  auf  die  Form 
Am-\-  A'(m:i)  -\-  A"(m:g)  +■■■  bringen,  in  welcher  die  Koefficienton 
A,  Ä,  A'j...  ganze  Zahlen  sind. 

Wenn  man  sodann  an  Stelle  von  t,  u,  v,...  die  Perioden  (ffl:in\ 
{m'.iß),  (tn:iy),...,  in  denen  i  irgend  eine  ganze,  dnrcb  n  nicht  teil- 
bare Zahl  bedeutet,  substituiert,  so  ist  das  Resultat  gleich 

Am  +  A'(t»:i)  +  A"(m:ig)  +  ••• 
Denn  die  in  Bede  stehende  Änderung  wird  ausgeftlhrt,  indem  mao 
einfach  r*  für  r  setzt,  wodurch  jede  durch  (a)  bezeichnete  Wurzel  in 
(ta)  übergeht 

Wir  denken  uns  nun,  dafs  man  t  der  Reihe  nach  olle  Wert« 
(m:tt),  (m:agi),  (m:a^),...  gebe,  welche  die  Reihe  der  k  Perioden 
von  m  Gliedern  bilden,  wenn  man  mit  dem  Gliede  (m:a)  anfangt, 
dafs  ferner  gleichzeitig  u  die  aufeinanderfolgenden  Werte  {m:ß). 
(m:ßg),  (m:ßg'),.,.  und  v  die  Werte  (m:y),  (m:yg),  (mty^,...  ao- 
nehme  u.  a.  w.  Dadurch  ei^ebeu  sich  k  verschiedene  Resultate,  in 
denen  jede  Gröfse  j,  »,  v, . . .  die  A;  verschiedenen  Werte,  welche  die 
Periode  von  m  Gliedern  besitzen  kann,  erhalten  hat.  Die  Somme  der 
k  Werte  der  Funktion  F,  welche  ans  allen  diesen  SubstitntitHien  sich 
ergeben,  ist  alsdann: 
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Ahm  +  ÄZ(m:l)+Ä'J:{m:g)  +  Ä"J:{m:g')  +  ••• 

In   dieser   Formel   stellt  Z(m:l)    die   Summe   der  h  Perioden 

(m:l)  +  (fn:g)  +  (mig*)  -| [-  (w:^*~^),  welche  gleich  —  1  ist,  dar. 

Die  anderen  analogen  Summen  T{fn:g),  I.(m:g^),...,  von  denen  jede 
aas  ebensoviel  Perioden  gebildet  ist,  haben  sämtlich  denselben  Wert. 
Mithin  ist  die  Summe  der  Funktionen  F  allgemein  gleich 

dieselbe  ist  somit  stets  gleich  einer  bestimmten  ganzen  Zahl. 

502. 

Die  Eigenschaft  der  Wurzeln  der  Gleichung  h*^  Grades, 
welche  die  Perioden  (w:l),  (niig),  (m:^*),...  liefert,  ist  somit 
von  folgender  Art:  Ist  eine  ganze  rationale  Funktion  Z  dieser 
Wurzeln  oder  einiger  von  ihnen,  welche  mit  t,  u,  v,...  bezeichnet 
seien,  gegeben,  und  denkt  man  sich,  dafs  die  Grofsen  tj  u,  t;,...,  welche 
zuerst  (m:a),  (fn:ß),  (m:y)^ . . .  sind,  bei  einer  ersten  Substitution  die 
Werte  {miag),  (niißg),  (fn:yg)y . . .,  bei  einer  zweiten  Substitution  die 
Werte  {miag^j  (m:ßg^)y  (miyg^)...  und  so  weiter  annehmen,  so  dafs 
also  nach  i  —  1  Substitutionen  eine  jede  dieser  Grofsen  den  ganzen 
Cyklus  von  Werten,  welche  jede  Periode  von  m  Gliedern  annehmen 
kann,  durchlaufen  hat,  so  ist  die  Summe  aller  Werte  der  Funktion  Z 
gleich  einer  leicht  zu  bestimmenden  ganzen  Zahl. 

503. 

Wenn  die  Funktion  F  der  Wurzeln  i,  «,  r, ...  der  Gleichung 
l^"  Grades  alle  Wurzeln  enthält,  und  wenn  dieselbe  so  be- 
schaffen ist,  dafs  man  darin  zwei  der  Wurzeln  beliebig  mit 
einander  vertauschen  kann,  so  läfst  sich  diese  Funktion, 
welche  man  in  der  Regel  eine  symmetrische  Funktion  (fonction  in- 
variable) nennt,  unmittelbar  bestimmen,  da  man  alsdann,  ohne 
an  der  Funktion  irgend  etwas  zu  ändern,  rg  an  die  Stelle  von  r  setzen 
kann,  und  somit  A'  =^Ä"  =  -4'"=  •  •  •  ist,  da  der  Wert 

Am  +  A\m:l)  +  Ä'(m:g)  -{-  ^"(p^'9^)  +  •  •  • 
derselbe  sein  mufs  wie 

Am  +  Ä{m:g)  +  A"(m:g^)  +  Ä'^mig')  H 

Folglich  reduciert  sich  der  Wert  der  Funktion  F  auf  Am  —  A\ 

Demnach  kann  man  mit  Hülfe  des  Satzes  in  Artikel  500  leicht 
die  Eoefficienten   der  Gleichung  Ä**"   Grades,   welche    die   Perioden 

Legandre    Zahlentheorla  n.  t2 
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(fn:l\  (fn:g\  . . .  {m:g^~^)  zu  Wurzeln  hat,  in  ganzen  Zahlen  aus- 
drücken. Diese  Gleichung  besitzt  die  sehr  beme^enswerte 
Eigenschaft,  dafs,  wenn  eine  ihrer  Wurzeln  bekannt  ist,  alle 
andern  sich  leicht  aus  dieser  ableiten  lassen. 

Bezeichnen  wir  nämlich  durch  p,  p,  p", . . .  |)^*""^>  die  Periodeo 
(fnia),  (m:ag),  (mra^r*), . . .  {miag^"^),  so  erhält  man,  da  die  Summe 
dieser  Grofsen  dieselbe  ist  wie  die  Summe  der  Wurzeln  der  Gleickong 
X  =  0,  nämlich  gleich  —  1,  als  erste  Gleichung: 

0  =  1  -f  |,+p'+|,"^ 

Entwickelt  man  sodann  die  aufeinanderfolgenden  Potenzen  ;r, 
p^, . . ,  um  sie  auf  die  lineare  Form  zu  bringen,  zufolge  des  Satzes  im 
Artikel  500,  so  erhält  man  h —  1  andere  Gleichungen: 

p*  =  am  -f-ap-^ap-f-ap    -]-••• 

p3  B=  hm  -}-  6'|>  +  b" p  +  V"  p"  -{-••• 

p*  =  cm+cp+cj}+c   p   +  — 

u.  s.  yr., 

worin  die  Eoefßcienten  positive  ganze  Zahlen  sein  müssen. 

Da  diese  Je  Gleichungen  die  Unbekannten  p,  p",  jp'", . .  •  l^^*""' 
linear  enthalten,  so  kann  man  mittelst  der  ersten  k  —  1  GleichoDgeD 
die  Werte  dieser  Unbekannten  finden;  dieselben  sind  sämtUch  tod 
der  Form: 

A  +  ÄP  +  ^V  H f-  ^<*-'>p*-S 

worin  A,  A'j  A", . . .  rationale  Eoefficienten  sind. 

Femer  sieht  man,  dafs,  wenn  man  alle  diese  Werte  in  die  letzt« 
Gleichung,  welche  den  Wert  von  p*  giebt,  einsetzt,  man  die  Gleichung 
Jc^^  Grades  in  jp  erhält,  welche  die  k  Perioden  (♦»:!),  (m:^),...  zu 
Wurzeln  hat.  Es  ist  dies  einer  der  einfachsten  Wege,  um  zu  dieser 
Gleichung  zu  gelangen;  dieselbe  ist  stets  von  der  Form: 

pk  ^  pk-i  ^  ^pk-i  ^  ßpk^z  .j ^  0.  (i) 

504. 

Wir  müssen  jetzt  zeigen,  dafs  sich  das  Polynom  X  mit 
Hülfe  der  Wurzeln  der  Gleichung  (A)  in  k  Faktoren  Tom 
Grade  m  zerlegen  läfsi 

Ist  zu  dem  Zwecke 

a?"»  —  Ax"'-^  +  Bx""'"^  —  Ca;»»-»  H —  0 

die  Gleichung  f»*®°  Grades,  welche  die  verschiedenen  Glieder  (a),  («''  • 
(aA*),  . .  .  («Ä"*""^),   deren   Summe   unter   der   Annahme  ä  =<7*  di»* 
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Periode  (mia)  bildet^  zu  Wurzeln  hat^  so  hat  man  zunächst: 

{A  «=  mia) 

und  die  andern  Eoefficienten  B^  C,  Dy , , ,  dieser  Gleichung  lassen 
sich,  da  sie  symmetrische  Funktionen  der  Wurzeln  (a)y  (ah),  (ah^y... 
sind,  in  linearer  Weise  durch  die  Perioden  (m:l),  (tnig),  (m:g^,... 
oder  durch  die  Wurzeln  p,  jp',  p\  . . .  der  Gleichung  (Ä)  ausdrücken. 
Das  einfachste  Verfahren,  die  in  Rede  stehenden  Eoefficienten 
zu  bestimmen,  besteht  darin,  dafs  jnan  zunächst  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Wurzeln  (a),  (cch), . . .,  welche  die  Periode  (m:a)  bilden, 
sodann  die  Summe  ihrer  Euben,  die  Summe  ihrer  vierten  Potenzen  u.  s.w. 
sucht  Bezeichnen  wir  mit  S^  die  Summe  der  Quadrate  dieser 
Wurzeln,  d.  h.  die  Summe  der  Glieder  (2a),  {2ah),  {2ah^)y ...  so  ist 
diese  Summe  gleich  der  Periode  (m:2a).    Mithin  erhält  man: 

Sg  =  (fn:2a). 

In  analoger  Weise  hat  man: 

flfg  «»  (m:3a),     /S4  =  (w:4a), . . ., 

Werte,  von  denen  jeder  durch  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  (A) 
gegeben  wird.  Aus  diesen,  bekannten  Grofsen  kann  man  nun  leicht 
die  Eoefficienten  A,  B,  C,  D, . . .  ableiten  mittelst  der  Formeln: 

A  =  8^  =  {m:a) 

2B-^AS^—S^ 

30  =BS,—  AS^  +  S^ 

4Z)  =  CS,  —  BS^  +  AS^  —  S^ 

u.  s.  w. 

Sodann  wird  der  Ausdruck  jedes  Eoefficienten  von  B  an  mit  Hülfe 
des  Satzes  in  Artikel  500  linear  gemacht;  auf  diese  Weise  wird  jeder 
derselben  von  der  Form: 

^  +  ßP  +  YP  +  *JP"  H , 

wo  «,  /S,  y, . . .  ganze  Zahlen  und  p,  p\  p', . . .  |>(*-*)  die  Wurzeln 
der  Gleichung  {A)  sind.  Man  kann  sogar  aus  diesem  Ausdruck 
wenigstens  eine  der  Wurzeln  p  fortschaffen  mittelst  der  Gleichung: 

0-.l+|)+jp'+jp"  +  ... 
Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  sieht  man,  dafs  die  Gleichung 
m*"  Grades,  welche  die  in  der  Periode  (mia)  enthaltenen  Glieder  zu 
Wurzeln  hat,  von  der  Form  ist: 

wobei  P  ein  Polynom  in  x  vom  Grade  m  und  Q,  R,  iS, . . .  andere 

12* 
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Polynome  von  niedrigerem  Grade  sind,  deren  sämtliche  Eoefficient^n 
ganze  Zahlen  sind. 

Beachtet  man  sodann,  dafs,  wenn  man  ah  für  a  setzt,  die  Pe- 
riode (w:a)  oder  p  in  (miah)  oder  p,  dafs  femer  zu  gleicher  Zeit 
p'  in  p'  übergeht,  und  dafs  somit  alle  diese  Gröfsen  um  eine  Stelle 
vorrücken,  indem  die  letzte  durch  diese  Verschiebung  in  die  erste 
übergeht,  so  sieht  man,  dafs  der  gefundene  Faktor  der  Glei- 
chung X  =  0  alle  andern  von  derselben  Ordnung  giebt, 
wenn  man,  um  von  einem  Faktor  zum  folgenden  überzugeheu,  die 
Buchstaben  p  um  eine  Stelle  vorrücken  läfst.  Auf  diese  Weise  erhalt 
man  der  Beihe  nach  die  Faktoren  von  X: 

P+Qp  +  üp  +Sp'  -{ 

P+Qp  +  W  +  Sp"  H 

P+Qp  +  W"  4-  Sp^^-\ 

u.  s.  w., 

und  solcher  Formen  giebt  es  h 

Mittelst  derartiger  Rechnungen  zerlegt  man  die  Gleichung  X=0 
vom  Grade  n  —  1  oder  mh  in  k  andere  Gleichungen  vom  Grade  w, 
und  zwar  läfst  sich  dies  auf  soviel  verschiedene  Arten  ausfahren,  als 
man  die  gegebene  Zahl  n  —  1  durch  das  Produkt  zweier  Faktoren 
m  und  Tc  darzustellen  im  Stande  ist. 

505. 

Wir  gehen  jetzt  über  zur  weiteren  Teilung  der  Periode 
{mitt),  welche  für  die  Methode,  die  wir  entwickeln,  notwendig  ist, 
wenn  man  zur  vollständigen  Lösung  der  Gleichung  X^^^O  gelaDgen 
will.  Nehmen  wir  also  an,  dafs  m  =  mic  sei,  so  handelt  es  sich 
darum,  die  Gleichung  Ä'***"  Grades  zu  bilden,  welche  die  Perioden 
(w':a),  {m:ah\  (m'iah^), . . .  (m':aÄ*'~*),  in  die  die  gegebene  Periode 
(m:a)  zerfällt,  wenn  man  h=g  und  a«=(/^  setzt,  zu  Wurzeln  hai 

Bezeichnen  wir  die  Perioden  (w':a),  (m'iah),  (miah^),  (in'raÄ'),... 
respektive  mit  t,  s,  u,  v,...,  und  ist  q)  eine  ganze  rationale FonktioD 
der  Grofsen  t,  s,  u,  t;, . .  •  oder  einiger  von  ihnen,  so  kann  diese  Funk- 
tion stets  auf  die  lineare  Form: 

Am  +  il'(m':a)  -{-  Ä"(fn:ag)  +  Ä"(fn:ag^)  -\ , 

in  welcher  die  Eoefficienten  ganze  Zahlen  sind,  falls  dies  bei  den 
Eoefficienten  der  Funktion  q)  der  Fall  ist,  zurückgeführt  werden.  Man 
beweist  dies,  wie  inNo.  501;  denn  die  Reihe  (m':l),  {fn:g\  (m':<7*).... 
welche  bis  zu  W  Gliedern  fortgesetzt  ist,  unterscheidet  sich  von  der 
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auf  gleichviel  Glieder  fortgesetzten  Reihe  {tnia),  {m'iag),  (miag^), . . . 
nur  durch  die  Wahl  des  ersten  Gliedes,  welche  aber  bei  einer  in  sich 
zuröckkehrenden  Reihe  beliebig  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dafs  man  ah  an  die  Stelle  von  a  setze, 
und  daCs  durch  diese  Substitutionen  die  Groüsen  t,  s,  u,  v , . ,  in 
t\  s,  u,  Vy,..  übergehen,  so  wird  die  hierdurch  aus  q)  entstandene 
Funktion  q/  ausgedrückt  durch  die  Reihe: 

Am  +  Ä{fn:ah)  +  Ä''{fn:ahg)  +  Ä'\miah^)  +  •  •  • 

Setzt  man  wiederum  ah  für  a^  wodurch  die  Gröfsen  t\  Sj  n\  t;', . .  . 
in  t",  s",  u",  v' ...  übergehen,  so  verwandelt  sich  die  Funktion  tp  in 
eine  neue  Funktion  (p'y  deren  Wert 

Am  +  Äimiah")  +  Ä\fn:ah^g)  +  A'"(m:ah^g')  +  •  •  • 

ist.  Setzt  man  diese  Substitutionen  weiter  fort,  bis  die  Anzahl  der 
Funktionen  9^,  9)',  q)", . . .  gleich  Je  ist,  so  nimmt  die  Gr'öfse  t  all- 
mählich alle  Werte  ty  t'y  t'\ ...  ^  (*'—*)  der  Perioden  von  m  Gliedern, 
welche  die  Periode  (m:a)  bilden,  an;  die  andern  Gröfsen  s,  n,  v, . . . 
durchlaufen  ebenfalls  denselben  Cyklus,  eine  jede  von  einem  verschie- 
denen Punkte  aus,  und  bezeichnet  man  die  Summe  der  so  entstehen- 
den Funktionen  9)  mit  S{(p)y  so  erhält  man: 

S{fp)  =  AniK 

+  Ä [(w  :a)  +  {miah)  +  (m':aÄ«)  -\ [-  (m':aÄ*'-i)] 

+  Ä' [{niiag)  +  {miagh)  +  (miagh^) H \-  (tniagh^-^)] 

+  Ä"  [(m':a</*)  +  (miag^h)  +  (miag^h^)  +  •  •  •  +  (w':a/Ä*'-i)] 

+ , 

und  dieser  Ausdruck  reduciert  sich  auf  den  folgenden: 

S(fp)  =  Am  +  Ä{m:a)  +  A"{m:ag)  +  Ä"(m:ag^)  -j —  • 

Mithin  drückt  sich  die  Summe  der  Funktionen  9  stets  in  linearer 
Weise  durch  die  Gröfsen  (m:a),  (m:ag),,..  aus,  d.  h.  durch  die  als 
bekannt  vorausgesetzten  Wurzeln  der  Gleichung  k^'^  Grades,  deren 
Bildung  wir  gezeigt  haben. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dals  die  Anzahl  der  Glieder,  welche 
in  dem  Werte  von  (p  bis  zu  ÄÄ'-f"  1  steigen  könnte,  in  dem  Werte 
von  S{tp)  sich  auf  höchstens  k-j-  l  reduciert.  Denn  da  es  nur  k  ver- 
schiedene Werte  für  die  Perioden  von  m  Gliedern  giebt,  nämlich: 
(m:o),  {m:ag)^  (miag^y . . .  (w:a^*"~*),  so  werden  die  Glieder,  welche 
hinter  diesen  kämen,  nämlich  (miag'^),  (m:ag^'^^)y . . .,  wieder  die 
Ileihe  (m:a)y  {m:ag)  .  . .  ergeben,   und  dies  findet,  wenn  man  von 
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A'{m:cc)  ab  rechnet,  immer  von  h  zn  k  Gliedern  statt  Nennen  wir 
daher  B'  die  Summe  der  Koefficienten  der  Periode  (i»:a),  -B"  die 
Summe  der  Koefficienten  der  Periode  (miag),  u.  s.  w.,  so  erhalt  man 
durch  eine  Reihe  von  höchstens  k'\-l  Gliedern  die  gesachte  Summe: 

S{(p)  =  Am  +  B\m:a)  +  B"(m:ccg)  +  B"{miag^)  +.•■ 

506. 

Dieses  Resultat,  welches  für  jede  gegebene  ganze  rationale 
Funktion  tp  der  Grofsen  ty  s,  u,  t;, . . .  oder  einiger  von  ihnen  statt- 
findet, gilt  umsomehr  in  dem  Falle,  wo  q>  eine  symmetrische  Funktion 
der  1c  Grofsen  t,  s,  u,  v, , . ,  ist.  Denn  alsdann  besteht  die  Yertau- 
schung,  durch  welche  diese  Grofsen  in  t',  s\  u,  v\ . . .  übergehen, 
darin,  dafs  jede  der  Grofsen  t,  s,  u,  t;, . . .  um  eine  Stelle  vorrückt, 
so  dafs  t  in  Sy  s  in  u,  u  in  v,  und  so  weiter  übergeht  bis  zur  letzten, 
welche  ihrerseits  sich  in  die  erste  t  verwandelt.  Durch  diese  Ver- 
tauschung bleibt  aber  die  Funktion  q)  stets  dieselbe,  so  dafs  man 
^  =a  ^'  ea  ^''  ea  .  . .  uud  somit  S((p)  =  Ä' ^^  crhält  Man  mufs  dem- 
nach den  für  S((p)  gefundenen  Wert  durch  1c  dividieren;  indessen 
kann  man  in  diesem  Falle  den  Wert  von  9  auch  unmittelbar  finden. 
Setzt  man  nämlich  in  dem  Werte: 

q>  =  Am  +  A\ni:a)  +  Ä'{m\ag)  +  Ä"(fn:ag^)  +  .  •  - 

ah  oder  ag^  an  die  Stelle  von  a,  so  mufs  dieser  Wert  ungeandert 
bleiben,  es  müssen  demnach  offenbar  alle  in  dieser  Formel  enthal- 
tenen Glieder  (w':a),  (m':«</*),  (ni':£3c^**),'**  (m':«^^**'""*)  denselben 
Koefficienten  A'  haben,  wie  das  erste  Glied  (m':a).  In  analoger 
Weise  ist  A"  der  gemeinsame  Eoefficient  aller  Glieder  {m:ag\ 
(fn:ag^-^^)j  (m':«5f**+^),  •••  (ni'.'ajf**""*^*),  welche  die  Periode  (tniag) 
bilden,  u.  s.  w.  Mithin  erhält  man  in  dem  Falle,  wo  q>  eine  sym- 
metrische Funktion  der  1c   Wurzeln  t,  5,  u,  v, . . .  ist,  einfach: 

(p  CBS  Am'  +  Ä(fn:a)  +  A"(m:ag)  +  A'"{m:ttg^)  -}-•••, 

und  diese  Reihe  besitzt  nicht  mehr  denn  höchstens  1c'\-l  Glieder. 

507. 

Hieraus  folgt: 

1)  Wenn  man  die  Gleichung  A'^  Grades  bilden  will,  welche  die 
Teilperioden  (fnia),  (in:ah\  (miah^).,.,  aus  denen  die  Gesamtperiode 
(m:a)  zusammengesetzt  ist,  zu  Wurzeln  hat,  so  mufs  man  mit  HQlfe 
der  vorher  genannten  Formeln  den  Wert  der  Koefficienten,  welche 
symmetrische   Funktionen   der   Wurzeln    sind,    suchen.      Alle   diese 


§  1.   Grandlagen  dieser  neuen  Theorie.  183 

Eoefficienten  drücken  sich,  ebenso  wie  die  Funktion  q),  in  linearer 
Weise  durch  die  Perioden  (mitt),  (mtag), ...  d.  h.  durch  die  bereits 
bekannten  Wurzeln  der  Gleichung  A;^°  Grades  aus. 

2)  Die  Gleichung  desselben  Grades  k,  welche  die  Teilperioden 
[miag)y  (miagh),  {m'iagh*), . .  ,j  aus  denen  sich  die  Gesamtperiode 
{m:ag)  zusammensetzt,  zu  Wurzeln  hat,  leitet  man  unmittelbar  aus 
dieser  Gleichung,  deren  Bildung  wir  soeben  angegeben  haben,  ab, 
indem  man  in  dieser  einfach  ag  an  die  Stelle  von  cc  setzt,  d.  h.  in- 
dem in  dem  Ausdruck  eines  jeden  Eoefficienten  die  Gröfsen  (m:a), 
[m:ag),  m:ag*),...  um  eine  Stelle  vorrückt,  so  dafs  man,  wenn  diese 
letzteren  durch  p,  p,  p\  •  *  •  bezeichnet  werden,  den  Index  jedes 
Gliedes  um  eine  Einheit  erhöht,  wobei  noch  zu  beachten,  dafs  durch 
diese  Erhöhung  das  letzte  Glied  j}^*""*^  gleich  dem  ersten  p  wird. 

In  analoger  Weise  bildet  man  die  Gleichungen  für  die  Teil- 
perioden, welche  aus  der  Zerlegung  der  anderen  Perioden  (m:ag^), 
{m:ag^)j  u.  s.  w.  entspringen. 

3)  Schliefslich  braucht  man  nur  eine  einzige  von  diesen  Glei- 
chungen k*^  Grades  aufzulösen,  oder  sogar  nur  eine  einzige  Wurzel 
dieser  Gleichung  zn  kennen.  Denn  mit  Hülfe  dieser  Wurzel  und 
ihrer  Potenzen  kann  man  alle  andern  Wurzeln  bestimmen,  was  ebenso 
wie  in  No.  503  bewiesen  wird.  Wir  gehen  indessen  auf  die  Einzel- 
heiten dieses  Beweises  nicht  ein,  sondern  beschränken  uns  darauf, 
weiter  unten  Rechnungsbeispiele,  welche  denselben  ersetzen,  anzuführen. 

508. 

Hat  man  die  Gleichungen  vom  Grade  k'j  welche  die  in  jeder 
Periode  von  m  Gliedern  enthaltenen  Perioden  von  m'  Gliedern  zu 
Wurzeln  haben,  gebildet,  so  bleibt  noch  zu  zeigen  übrig,  auf  welche 
Weise  man  für  jede  dieser  Gleichungen  den  entsprechenden 
Faktor  der  Gleichung  X  =  0  findet 

Bezeichnen  wir  durch 

xfn'  _  Ax"^'-^  +  jBa;"»'-8  —  Ca;"»'-»  H =  0 

die  Gleichung  m'*®"  Grades,  welche  die  verschiedenen,  die  Periode 
{m:a)  bildenden  Glieder  (a),  (ah'),  («Ä'^),...  zu  Wurzeln  hat,  so  ist 
die  Summe  der  Wurzeln  {m:a)  oder  abgekürzt  qa,  die  Summe  ihrer 
Quadrate  gleich  (fn:2a)  oder  q2af  die  Summe  ihrer  Kuben  (fn:3a) 
oder  gsa,  n.  s.  w.  Da  diese  Summen  bekannt  sind,  weil  dies  mit 
sämtlichen  Perioden  q  der  Fall  ist,  so  ergeben  sich  daraus  die  Werte 
der  Koefficienten  A,  B,  C, . . ,  mittelst  der  Gleichungen: 
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Ä  =  qa 
2B  =  Aqa  —  qia 
SC  =  Bqa—  Aq^a  +  ffs« 
42)  =  Cqa  ~  -022«  +  Äq^a  —  q^a 

U.   8.  W. 

Darauf  mache  man  den  Ausdruck  dieser  Eoefficienten  mit  Hülfe  des 
Satzes  in  Artikel  500  linear;  auf  diese  Weise  erhält  jeder  ?od  ihnen 

die  Form  «  +  /äff  +  yff'  +  ^q'  +  "•>  ^^  ^^^  Reihe  g,  g',  g",-"  ^^^ 
Perioden  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  (f»':l),  {in  ig),  (w W  • 
darstellt.  Mithin  ist  der  der  Periode  {mia)  entsprechende  Faktor  der 
Gleichung  X  =  0  von  der  Form : 

P+Qq  +  Bq+Sq'  +  '"  =  Q, 

wobei  P  ein  Polynom  in'^^  Grades  in  x  ist  und  Qy  U,  S,...  andere 
Polynome  von  niedrigerem  Grade  sind. 

Aus  diesem  Faktor  kann  man  der  Reihe  nach  alle  andern 
erhalten,  indem  man,  wie  schon  in  No.  504  gezeigt  wurde,  die  Indicet» 
der  Buchstaben  q  um  eine  Einheit  erhöht.  Man  erhält  auf  diese 
Weise  die  Tch'  Faktoren  vom  Grade  m\  in  welche  sich  die  Gleichung 
X  s»  0  zerlegen  läfst. 

Diese  Theorie  wird  noch  mehr  Licht  erhalten,  wenn  wir  sie  auf 
Beispiele  anwenden:  vor  Allem  aber  wird  es  zweckmäfsig  sein,  zu 
zeigen,  wie  man  für  jede  Primzahl  n  =  ifcm  +  1,  wo  wir  der 
Reihe  nach  2;  *=  2,  3,  4  und  5  annnehmen,  die  Gleichung  V^ 
Grades,  welche  die  Perioden  (m:a),  (mrae/^), . . .  (m:a^*"*^)  zu 
Wurzeln  hat,  wirklich  bilden  kann.  Diese  Untersuchung  wird 
uns  zu  mehreren  sehr  bemerkenswerten  Sätzen  der  Analysis  fuhreiL 

§2. 
Allgemeine  Bildung  der  Gleichnng  X;**"  Grades  fBr  die  Werte 

K    *^'     tiy      O,      4,       O. 

509. 
Erster  Fall  n  =  2m  +  1?    ÄJ  =  2. 
In  diesem  Falle  zerfallt  die  Periode  (2m  :  1)  in  zwei  andere: 
(m:l)  =  (1)  +  (ß»)  +  («^)  +  (/)  +  .. .  (^«— «) 

(,«:</)  =  (<;)  +  (/)  +  (/)  +  (<7')  +  •  •  •  («/»"-O. 
Sind  p  und  p   diese  beiden  Perioden,  so  hat  man  zunächst: 
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sodann: 
i>/  =  (m:l+5f)  +  (m:l+^»)  +  (m:l+sr^)  +  ...+  (m:l+5'«"»--^). 

Da  sich  alle  Perioden  von  der  Form  (m:cc)  auf  die  beiden  (w:l)  und 
(mig)  zurückführen  lassen,  wozu  man  noch  den  Ausdruck  (w:0), 
welcher  nicht  eigentlich  eine  Periode,  dessen  Wert  vielmehr  gleich  m 
isty  hinzufügen  mufs,  so  folgt  daraus,  daXs  der  Wert  des  Produktes 
pp  sich  auf  die  Form  bringen  läfst: 

pp  =  Am  +  ^'p  +  ^'P} 
in  welcher 

A  +  Ä  +  Ä'=m 

ist,  weil  m  die  Anzahl  der  den  Wert  von  pp'  bildenden  Perioden 

(m:l  +  g),  (m:l  +  9%  (w-"  1  +5'^)m--  (^-1  +9^""^^)  is*-  D^  femer 
in  dieser  Gleichung  die  Gröfsen  p  und  p  mit  einander  vertauscht 
werden  können,  so  hat  man  A' =  A'\  mithin: 

pp  ="  Am  —  A' 
und 

^  +  2^'  =  m. 

Wir  müssen  jetzt  zwei  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem  m  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Es  sei  zuerst  m  ungerade.  Da  stets  g"^  =  —  1  d.  h. 
(yw  -|-  1  =  aK(n)  ist,  so  mufs  es  in  der  Reihe  1  +  e/,  1  +5'^ 
l  -|-  fl^,-  •  1  +  (y»"»-!  notwendig  ein  Glied  geben,  welches  gleich  Null 
ist,  und  zwar  nur  ein  solches,  wegen  der  besonderen  Bedeutung  der 

Zahl  g.  Man  hat  also  in  diesem  Falle  -4  =  1  und  -4.'=»  vC^ —  1)> 
folglich: 

PP=  2  (^+  1). 

Ist  zweitens  m  gerade,  so  hat  man  ebenfalls  g^  =  —  1,  und 
daher  giebt  es  in  der  Reihe  1  +  e/,   1  +  5^'?  1  +  ^*>  •  •  •  kein  Glied, 

welches  gleich  Null  wäre.    Es  ist  daher  -4  =  0,  -4'  =  yW,  und 

PP  =  —  Y^' 

Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  die  Gleichung,  welche  j9  und  p'  zu  Wurzeln  hat, 
falls  m  ungerade  oder  n  von  der  Form  4i-|~3  ist,  die  folgende: 

J>*+1'  +  y(«»+1)='0, 

und  falls  m  gerade  oder  n  von  der  Form  4i  -|-  1  ist,  die  folgende  ist: 
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Man  erhält  daher: 

2    —   2 


p  =  —  -r-  +  -^  K — **>    falls  n  von  der  Form  4i  +  3, 


und 

p  =  —  Y  +  Y  Yn,    falls  n  von  der  Form  4»  +  1  ist. 

In  diesem  letzteren  Falle  ist  die  Differenz  der  beiden  Werte  von  p 
gleich  |/n. 

510. 
Ist 

a?«  —  aa;"»"*  +  bx"*-^  —  ca:"*~*  -| =  0 

die  Gleichung,  welche  alle  die  Periode  (m:l)  bildenden  Glieder  zu 
Wurzeln  hat^  so  ist  der  Koefficient  a  «=  (w:l)  «=  j».  Was  die  andern 
Eoefficienten  by  c,  d,...  anlangt,  so  findet  man  ihre  Werte  nach  der 
Methode  des  Artikel  504,  und  zwar  werden  dieselben  von  der  Form 
B  -f-  Sp  +  J5"p .    Daraus  sieht  man,  dafs,  wenn 

if  =  a;"*  —  a.r"»-^  +  bof""^  —  ca?"»"'  +  •  • . 

gesetzt  wird,  das  Polynom  Z  sich  auf  die  Form 

Z=rJ^Qp  +  Rp' 

bringen  läfst,  in  welcher  P  ein  Polynom  m^  Grades  in  x  und  Qj  B 
Polynome  von  niedrigerem  Grade  sind. 

Betrachtet  man  in  gleicher  Weise  den  Faktor: 

Z'  =  a;"»  — aa?"'-^  +  ft'a;'»-*  —  cx"^"^  -\ , 

welcher,  gleich  Null  gesetzt,  alle  in  der  Periode  (m:g)  enthaltenen 
Wurzeln  giebt,  so  erhält  man  nach  No.  504: 

Z  =  P+Qp'  +  Rp. 

Nunmehr  hat  man  die  Werte  von  p  und  p'  für  die  beiden  bereits 
unterschiedenen  Fälle  einzusetzen. 

1)  Ist  n  von  der  Form  4»  +  3,  so  ist: 

somit: 

Z=P-4- («  +  «)  +  !(«-  R)V-n 

^=  P  _  1  (ö  +  B)  _  i-  {Q -  R)Y^n. 

Da  aber  X  =  ZZ'  ist,  so  erhält  man  in  diesem  Falle: 

4X={2P-Q-  B)*  +  n{Q  -  B)*. 
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2)  Ist  n  von   der  Form  4*  +  1;  so  ergeben  sich  die  Werte 
von  p  nnd  p   aus   denselben  Formeln^  wenn  man  darin  einfach  das* 
Vorzeichen  von  n  ändert.    Man  erhält  daher  in  diesem  Falle: 

4Z  =  (2P  -  e  —Hy  —  n{Q  -  By. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  bemerkenswerte  Sats: 

Ist  n  eine  beliebige  Primzahl  und  X  der  Quotient,  wel- 
cher sich  bei  der  Division  von  a?"— 1  durch  x—1  ergiebt,  so 
kann  man  stets  zwei  Polynome  Y  und  Z  finden,  welche  der 

Gleichung  4X=  y^  ^t**-^*  geiiögeji;  wo  das  obere  Zeichen 
gilt,  falls  n  von  der  Form  4i -f~  3»  das  untere,  falls  n  von 
der  Form  4i  +  1  ist. 

Im  ersten  Falle  läfst  sich  das  Polynom  4X  in  zwei  imaginäre 

Faktoren  (^  +  ZY —  n)  {Y —  ZY —  n),  im  zweiten  dagegen  in  zwei 

roeUe  Faktoren  (7+  Z}/S^)(r—  ZYn)  zerlegen. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  dürfte  ohne  die  Hülfe  der  unbestimmten 
Analysis  sehr  schwierig  sein.  Man  erkennt  hieraus,  dals  diese  Art 
?on  Analysis  nicht  auf  Untersuchungen  über  die  Eigenschaften  der 
Zahlen  beschränkt  ist,  sondern  dafs  sie  auch  der  Vervollkommnung 
der  algebraischen  Analysis  forderlich  sein  kann. 

511. 

Weifs  man  a  priori,  dafs  die  Funktion  4X  auf  die  Form  Y^  +  nZ^ 
gebracht  werden  kann,  so  ist  es  leicht,  die  Werte  der  Polynome 
Y  und  Z  in  den  verschiedenen  Fällen  zu  bestimmen.  Zu 
diesem  Zwecke  sieht  man  zunächst,  dafs,  wenn  die  Vielfachen  von  n 
weggelassen  werden,  Y*  =  4X  wird.  Um  daher  den  Wert  von  Y 
zu  erhalten,  mufs  man  aus  4X  die  Quadratwurzel  ziehen.  Dies  giebt 
die  beiden  ersten  Glieder  2x^  +  x^^K  Die  weitere  Berechnung 
geschieht  so,  dafs  man  zu  den  ersten  Gliedern  der  Reste  passende 
Vielfache  von  n  addiert,  damit  alle  Glieder  der  Wurzel  ganzzahlige 
und  möglichst  kleine  Eoefficienten  erhalten.    Kennt  man  Y,  so  ergiebt 

sich  Z  aus  der  Gleichung  2^*  =  + z )  wobei   die  Rechnung 

ohne  jede  Vernachlässigung  ausgeführt  wird.  Übrigens  besteht  ein 
Verfahren,  um  die  soeben  angegebene  Operation  bedeutend 
zu  vereinfachen,  in  Folgendem. 

Wirft  man  die  Vielfachen  von  n  ab,  so  hat  man: 

r  =»  2  l/X  und  X  =.  ?'":^p^  =  :r-.(l  -  l)"'(l  -  --.^^  )  ■ 
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Da  man  jedoch  fär  den  Wert  von  Y  nur  positive  Potenzen  von  /, 
M^elcbe  kleiner  als  x"^  sind,  notig  hat,  so  kann'  man  offenbar  den 
Faktor  1  —  a;~*"*'~*  unterdrücken,  weil  derselbe  erst  hinter  den  Po- 
tenzen x""^  von  Einfluls  sein  würde.     Man  erhält  daher: 

oder: 

Man  hat  jetzt  nur  noch  den  Koefficienten  —,  -r—,    . '    '    ,—  Werte 

4        4*6        4*6*o 

beizulegen,  welche  durch  möglichst  kleine,  positive  oder  negative, 
ganze  Zahlen  ausgedrückt  sind.  Dies  geschieht  in  jedem  besonderen 
Falle  sehr  leicht,  indem  man  zu  den  Zählern  dieser  Brüche  diejenigen, 
positiven  oder  negativen,  Vielfachen  von  n  addiert,  für  welche  die 
Division  der  Zähler  durch  die  Nenner  aufgeht.  Überdies  dient  jeder 
auf  diese  Weise   reducierte  Eoefficient   zur   Bildung   des   folgenden. 

Hat  man  z.  B.  für  -r—^-w  den  Wert  +  Je  gefunden,  so  ist  der  fol- 

4  •  6  •  8  — 

gende  KoefQcient  gleich  +  -r^,  und  dieser  ist  auf  eine   ganze  Zahl 

zu  reducieren,  indem  man  nötigenfalls  ein  Vielfaches  von  n  zum 
Zähler  addiert.  Die  Rechnung  ist  übrigens  zu  Ende,  wenn  man  zu 
dem  mittleren  oder  den  beiden  mittleren  Gliedern  des  Polynoms  Y 
gelangt  ist,  weil  allgemein  die  gleichweit  von  den  äufseren  EoefBcienten 
abstehenden  Koefficienten  einander  gleich  sind;  dieselben  haben  femer 
dasselbe  Zeichen,  wenn  n  von  der  Form  4i-f"  1,  und  verschiedene 
Zeichen,  wenn  n  von  der  Form  4i  +  3  ist. 

512. 

Es  giebt  noch  ein  einfacheres  Verfahren,  um  die  Funktion 
Y  unmittelbar  zu  bestimmen.  In  der  Entwicklung  der  Poteo? 
(x — l)**  sind  nämlich  die  Koefficienten  sämtlicher  Glieder,  das  erste 
und  letzte  ausgenommen,  teilbar  durch  n.     Man  kann  daher  setzen: 

(jr  —  l)»»  =  a;»—  1  —  nT, 

oder: 

a;»— l  =  (a?- l)«  +  nr, 
mithin : 

4X{x  -  1)  =  (a;  -  l)(r»  +  nZ^)  =  i{x  -  1)-  +  4nL 

Läfst  man  in  dieser  Gleichung  die  Vielfachen  von  n  weg,  so  wird: 
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(«— l)r*  =  4(a;— 1)«, 
folglich: 

r«  =  4(a;  —  l)«»,    und     r=2(a;— l)"-. 

Mithin  hat  man  allgemein: 

and  in  dieser  Entwicklung  bat  man  nar  noch  die  Eoefficienten  unt<er 
--  n  herabzudrücken,  indem  man  die  möglicherweise  darin  enthal- 
tenen  Vielfachen  von  n  wegläfsi  Hierdurch  wird  z.  B.  der  Eoef- 
ficient  des  zweiten  Gliedes  —  2tn  auf  +  1,  der  des  dritten  auf    "^ 

reduciert  u.  s.  w. 

Eine  Bemerkung,  welche  der  entwickelte  Wert  von  Y  liefert, 
besteht  darin,  dafs  keiner  der  Eoefficienten  desselben  gleich  Null  ist, 
da  n  unter  den  Faktoren  des  Produkts  m{m  —  l)(wt  — 2)  . ..  nicht 
vorkommen  kann.  Demnach  besitzt  das  Polynom  Y  vom  Grade  m 
stets  m  -j~  1  Glieder.  Dies  ist  nicht  ebenso  der  Fall  bei  dem  Poly- 
nome Zy  welches  vom  (m  —  1)*®°  Grade  ist,  und  in  welchem  mehrere 
Glieder  fehlen  können. 

Eine  Tafel,  in  welcher  man  die  Werte  der  Polynome  Y  und  Z 
für  alle  Primzahlen  von  3  bis  29  findet,  ist  die  folgende: 

n  I  Werte  der  Polynome  Y  und  Z, 

.1   ,_    ,       

3 


r=2a;+l,    Z=l  r  =  a;  +  2,    Z  =^  x 


o 


r  =  2x*  +  a;  +  2 
Z=    X 


11 


r=.2iB' +  «*-«- 2 

Z=    m^  +  x 

Y'=2a^  +  x*-2x'^-{-2a?  —  x  —  2 
Z=.    ai^  +  x 


13 


r  =  2««  +  a^  +  4«*  —  a:«  +  4a;*  +  a;  +  2 

Z=     0^  +  3^+  X 


17 


r  — »  2a:*  +  a;'  +  5««  +  7«»  +  4a:*  +  7  a:»  +  5a;*  -f-  a;  +  2 
Z=    a;^  +  a;''+a;«  +  2a;*  +  ar'  +  a;*  +  a; 
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Werte  der  Polynome  Y  und  Z. 


19 


r  =  2a;»  +  a;*  —  4a;'  +  3a;«  +  5a:*  -  5a;*  -  3«»  +  4«*-«-2 
Z=    x^  —  gfi^x^  +  x*  —  ir^-\-x 


23 


r=  2*"  +  ä;"  —  5a;»  —  8a;*  —  7a;'  -  4a;«  +  4ar'4-  7z*  +  !^r 

+  5a;*  —  «  —  2 
Z=    a;'»  +  a;»  —  a;'  —  2a;«  —  2a;»  —  a;*  +  a;*  +  a; 


29 


r  =  2a;'*  +  a:"  +  8a;«  —  3a;"  +  a;"  —  2a;»  +  3a;»  +  9x' 

+  2      +  a;    +  8«!*  -  Sar»  +  a;*  -  2a;»  +  3«« 
Z=   a;"  _^  a,"  _  a;io  ^  ^  ^  35?  ^  3.«  _  jg4  _|_  ^  ^  j._ 


513. 
Zweiter  FalL    n  -=  3m  -f  1>  %  =»  3. 
In  diesem  Falle  zerlegt  sich  die  Periode  (3m:  1),  welche  alle 
Wurzeln  der  Gleichung  X<>=0  enthält,  in  drei  andere  (m:l),  {m:g], 
(m:g'),  deren  entwickelte  Werte  sind: 

(m:  1)  =  (1)  +  (g^)  +  (g^)  +  •.•  +  (<;»—») 

(m:g)  =  {g)  +  (/)  +  (^')  +  ...  +  (^»'»-«) 

(m :  g*)  =  (£f*)  +  (j^)  +  (/)  +  ...  +  (^»—i). 

Diese  drei  Ghrorsen  seien  mit  p^  p',  p'  bezeichnet     Da  man  weif^ 
dafs  ihre  Summe 

ist,  so  kann  man  annehmen,  dafs  diese  drei  Grofsen  die  Wurzeb  der 
Gleichung 

p'+p'+Pp-e  — 0 

seien,  in  welcher 

^pp  -\-pp  4-pi) 

Q=^ppp 
ist. 

Um  die  Werte  dieser  Eoefffcienten  zu  finden,  mufs  man  zunächst 
denjenigen  des  Produkts  pp  kennen.  Dem  allgemeinen  Satze  zufolge 
ist  nun  dieses  Produkt  gleich  der  Summe  der  m  Perioden  (m:c),  in 
denen  a  der  Reihe  nach  die  Werte  l  +  e/,  g^-^g^  P*  +  ^,  •••  besikt 
Von  diesen  Werten  kann  sich  keiner  auf  ein  Vielfaches  von  n  redu- 
eieren,  da  zufolge  der  Eigenschaft  der  primitiven  Wurzel  g 
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^8Ai  _  _  1  oder  flf^A*  4.  1  =  2R(n) 

ist^  wo  fi  =  Y  ^^  ^°^  somit  nicht  gleichzeitig  gV"^^  =  —  1  sein  kann. 

Es  enthält  daher  der  Wert  des  Produkts  pp  nicht  die  Periode  (m :  0). 
Derselbe  muls  sich  also  auf  die   Form  bringe^  lassen: 

pp  ^Ap  +  Bp  +  Cp\ 

in  welcher  A^  B,  C  positive  ganze  Zahlen  von  der  Be8cha£Fenheit 
sind,  dafs  ihre  Summe 

Ä+B+C^m 

isi  Aus  diesem  Werte  leitet  man  die  Werte  der  beiden  andern 
Produkte  her,  nämlich: 

pp"  =  Ap'  +  Bp"  +  Cp 

pp  =  ^jp"+  ^JP   +  Gp\ 
und  da  die  Summe  dieser  drei  Produkte  gleich 

(^  +  B  +  G)iv  +  J»'  +1>")  -  -  « 
ist,  so  hat  man: 

Um  das  Produkt  j)j)'|)"  zu  erhalten,  bringen  ^xtpp   auf  die  Form: 
^p' =  -  C+ (^  -  C)i)  +  (B  -  (?>'. 

Multipliciert  man  sodann  auf  beiden  Seiten  mit  p'  und  setzt  die 
Werte  von  p'g'  und  p^'  ein,  so  ergiebt  sich: 

p/j,"»  _  Cp"  +  (^  -  C){Af  +  ^P  +  C^) 

+  (B-C)(^i,'  +  Bl,"  +  Cp). 

Da  die  linke  Seite  eine  symmetrische  Funktion  von  jp,  p^  p"  ist,  so 
muls  auch  die  rechte  Seite  eine  solche  sein;  dieselbe  mufs  sich  dem- 
nach auf  die  Form  M{p'\'p'  -{-p")  und  im  Weiteren  auf  — M  redu- 
cieren.     Daraus  folgt  die  Bedingung: 

A^  +  B''  +  (?  —  AB  —  BC—CA  =  C 

und  diese  giebt,  mit  der  Gleichung  J[-|~-^~l~^"^^  verbunden,  das 
Resultat: 

4n  =  (9C—  n  -  1)»  +  21{A  —  B)\ 

514. 

Diese  Gleichung  bestimmt  vollständig  den  Eoefficienten  C  und 
ebenso  A  —  B.  Denn  da  n  eine  Primzahl  von  der  Form  Sm  -f-  1 
ist^  so  kann  man  immer  ti «»  a^  -]-  3/3'  setzen.  Ist  nun  erstens  ß  durch 
?» teilbar,  und  setzt  man  /J  =  3y,  so  erhält  man  4n  =  (2c)»  +  27(2j8)* 
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oder  4w  =  o^  +  27 6^  Ist  aber  zweitens  ß  nicht  durch  3  teilbar,  so 
mufs,  da  a  nie  durch  3  teilbar  sein  kann,  eine  der  beiden  Zahleo 
«  +  /*;  «  —  ß  durch  3  teilbar  sein.  Bringt  man  nun  An  auf  die 
Form  (a  +  3/J)2  +  3(a  +  /3)^  so  kann  man  a  +  3ß  =  a,  a  +  ß=U 
setzen,  wodurch  man  ebenfalls  4n  =  a*  +  27&^  erhält,  und  fenier 
sieht  man,  dafs  4n  nur  einmal  von  dieser  Form  sein  kann. 
Hiernach  hat  man: 

und  es  wird: 

ppy=  C^  —  ÄB  =  C'-  ^(m  -  Cf  +  \V, 
mithin: 

Q 4 8 ' 

und  dieser  Wert  ist,  obwohl  er  in  gebrochener  Form  erscheint,  stete 
eine  ganze  Zahl.    Die  gesuchte  Gleichung  ist  also  allgemein: 

p^  +p^  —  fnp  +  y  (^*  —  wC)  =  0. 

515. 

Ist  z.  B.  n  =  991,   so  ist  m  =  330,   4n  =  61*  +  27  •  i\  nnd 
daher: 

a  =  61,      C  =  -??^±^  =  117,      i-(nC—  m*)  =  2349. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  für  die  Primzahlen  unter  100  die 
folgenden  Resultate: 

n  =  7,        13,     19,    31,         37,        43,    61,        67,    73,    97 
m  =  2,         4,      6,     10,  12,        14,    20,       22,    24,    32 

g=l,     —  1,       7,      8,     —11,     —8,      9,    —5,    27,    79. 

Auf  diese  Weise  bildet  man  also  beliebig  viele  Gleichangen 

von  der  Form: 

p^  -i-  p^  —  mp  —  Q  =  0, 

deren  Eigenschaft  darin  besteht,  dafs,  wenn  eine  Wurzel 
derselben  bekannt  ist  und  mit  p  bezeichnet  wird,  die  beiden 
andern  p'yp"  durch  die  Formeln  gegeben  werden: 


p  = 


p  +  C-B 


^C+{B^C)p 
P  "^       p  +  C-A 
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Maa  sieht  hieraus,  dafs,  wenn  die  eiue  Wurzel  durch  einen  Ketten- 
bmch  dargestellt  ist,  derselbe  zur  unmittelbaren  Bestimmung  der 
beiden  andern  Wurzeln  dient,  und  dafs  es  somit  unendlich  viele 
Gleichungen  dritten  Grades  giebt,  welche  diese  Eigenschaft  besitzen. 
Wir  haben  bereits  in  Artikel  105  für  den  Fall  n  =  7  ein  Beispiel 
einer  solchen  Gleichung  gegeben. 

516. 

Sind  die  drei  Wurzeln  p,  p,  p"  gefunden,  so  läfst  sich  das  Po- 
lynom 2  in  drei  Faktoren 

P+Qp  +  Rp',    P+Qp'  +  Bp",    P+Qp"J^Rp 

zerlegen,  in  denen  P,  Q^  B  Polynome  in  x  mit  ganzzahligen  Koeffi- 
cienten  bezeichnen,  und  zwar  das  erstere  vom  Grade  m,  die  beiden 
andern  von  niedrigerem  Grade.  Die  Polynome  werden  nach  der  in 
No.  504  angegebenen  Methode  bestimmt;  sie  müssen  allgemein  der 
Gleichung  genügen: 

3P  — g  — JS=|/27X=3a;^  +  a;^-i+  J-;i;'«-«  + |^a;^-»+.-., 

in  welcher  man  die  Brüche  ebenso  wie  in  No.  511  wegschafft. 
So  erhält  man  z.  B.  für  den  Fall  n^=^19y 

P=       x^  +  2a^  —  2ar^  + 23(^+1 
Q  =  —  af'  —  2a?'-x 
Jl=»  —  a^  —  a^  —  a^. 

517. 

Dritter  Fall,    n  »»  49n  -}-  1;  ^  =  4. 

In  diesem  Falle  handelt  es  sich  darum,  die  Gleichung  vierten 
Grades  zu  bilden,  welche  die  Perioden  (w:l),  {fn:g)y  (w:^*), 
(w :  ^)  zu  Wurzeln  hat.  Wir  bezeichnen  dieselben  respektive  durch 
Vi  Pf  J?\  P"i  ^^^  ^^®  entwickelten  Werte  derselben  sind: 

p     =(1)     +(^)  +  (<,8)     +...  +  (^».-4) 

,  p  -  ig)  +  (/)  +  ig')  +  •  •  •  +  (i^"-") 
p"  =  (/)  +  (/)  +  («7'»)  +  •  •  •  + .(/»-«) 
p"=  {f)  +  ig')  +  ig"')  +  •"  +  ig""-'). 

Wir  müssen  zwei  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem  m  gerade 
oder  ungerade  ist. 

1)  Ist  m  gerade,  und  setzt  man  m  «»  2fi  oder  n  =  ^^  -{-  \, 

Legendre,  Zahlentheorie  II.  13 
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so  erhält  man  auf  eine  einzige  Weise  n  «=  a^  -|-  I6b^,    Dadurch  er- 
giebt  sich: 

C g , 

und  die  gesuchte  Gleichung  wird: 
!>*  +  !>»  -  3f»i)*  +  (V  -  nC)i>  +  4- /»*  -  «  (I I»  -  C)«  =  0. 

2)  Ist  m  ungerade^  und  setzt  man  i»=2fi+l  odern=8f4-|-5, 
so  kann  man  nur  auf  eine  einzige  Weise  der  Gleichung  n  =  a^-\-Alr 
genügen.     Dadurch  ergiebt  sich: 


8  ' 

und  die  gesuchte  Gleichung  wird: 

518. 

Da  der  zweite  Fall  kaum  einer  Anwendung  fähig  sein  durfte, 
weil  die  Gleichung  vierten  Grades  in  diesem  Falle  vier  imaginäre 
Wurzebi  besitzt^  so  beschränken  wir  uns  darauf;  die  auf  den  ersten 
Fall  bezügliche  Gleichung  zu  beweisen^  da  diese  Gleichung  stets  Tier 
reelle  Wurzeln  hat 

In  diesem  Falle  genügt  die  primitive  Wurzel  g  stets  der  Gleichung: 

(^-  =  -1, 
und  da 

pp=.(m:l  +g)  +  (w:  1  +  /)  +  (m:  1  +g^)  -| {-{fnil  +^''"^i 

ist,  so  ist  ersichtlich;  dafs  keines  der  Glieder  l+fl'?  l+^j  1+^^'" 
gleich  Null  sein  kann,  und  dafs  somit  die  Periode  (tniO),  deren  Wert 
gleich  m  ist;  nicht  unter  den  m  Perioden;  welche  den  Wert  vonj?j)' 
bilden;  enthalten  ist.     DemgemäTs  setzen  wir: 

pp^Äp  +  Bp'+Cp"+I)p"\ 

wo  A,  B,  C,  D  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  deren  Summe 

A+B+C+B^m 

ist.  Diese  Gleichnng  und  die  drei  aus  ihr  entstehenden  analogen 
Gleichungen  geben  die  Produkte  von  je  zwei  aufeinanderfolgen<ien 
Gliedern  der  Reihe  p,  p',  p\  p'",  nämlich: 

pp    —  J.1)   +  Bp   +  Cp"  +  Bp'" 

p'p"  -=  Ap'  +  Bp'  +  Cp"'+  Bp 

pp"'=Ap"-\-Bp"'+Cp  +Bp 

p"'p  --  Ap"'-i-  Bp   +  Cp  +  Bp". 
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Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Summe  der  Produkte  zweier  benach- 
barten Glieder: 

S(j?p1  ■=iÄ  +  B  +  C  +  D)ip  +p'  +  p"  +  p"')  =  -  m. 

Um  in  ähnlicher  Weise  die  Summe  der  Produkte  von  zwei  nicht 
benachbarten  Gliedern  zu  erhalten,  bemerke  ich,  dafs  man  dem  Satze 
in  Artikel  500  zufolge  hat: 

und  da  man  in  der  Reihe  1  +  ^;  1  H~  5^*;  "  • '  ^*s  Glied  1  +  ff^^ 
oder  1  +P*'*>  welches  sich  auf  Null  reduciert,  nicht  antrifft;  so  folgt; 
dafs  die  Peripde  (m :  0)  unter  den  m  Perioden,  welche  den  Wert  von 
pp'  bilden,  ebenfalls  nicht  vorkommt.     Man  kann  daher 

pp''^  Fp  +  Gp  +  Hp"  +  Jp" 
setzen,  wo  F,  Gy  H,  J  positive  ganze  Zahlen  sind,  deren  Summe 

ist.  Bieraus  folgt,  wenn  man  die  Buchstaben  p  um  eine  Stelle  vor- 
rücken läfst, 

j>y"=  Fp'+  Qp"-\-  Hp"'+  Jp. 

Läfst  man  auch  in  dieser  Formel  die  Buchstaben  p  um  eine 
Stelle  vorrücken,  so  entsteht: 

p"p  =  Fp'+  Gp"+  Hp  +  Jp. 

Durch  Yergleichung  dieses  Ausdrucks  mit  dem  zuerst  für  pp"  an- 
genommenen erhält  man  H^^  F^  J  ^^  G.  Mithin  werden  die  beiden 
Produkte  pp\  p'p'"  folgendermafsen  ausgedrückt: 

pp"  ^  F{p  +  p")  +  G{p' +  p'") 

p'p"'==  F{p'+p"')  +  Qip"+  p) 

und  zu  gleicher  Zeit  ist: 

Bezeichnen  wir  wie  gewohnlich  durch  8{pp")  die  Summe  der 
vier  Werte,  welche  pp'  annimmt,  wenn  man  jeden  der  Faktoren 
dieses  Produkts  den  vollständigen  Cyklus  der  Werte  von  p  durch- 
laufen läfst,  so  wird  diese  Summe  gleich  —  m,  gleichwie  8(pp). 
Da  aber  die  nämlichen  Glieder  zweimal  darin  vorkommen,  so  er- 
giebt sich: 

j,|,"+py"=i-5(j)j)") 4»n  =  -ft. 

18* 
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519. 
Stellen  wir  jetzt  durch 

p'+p'  +  Fp'-Qp  +  R^O 

die  Gleichung  dar,  deren  Wurzeln  p,  p,  p'\  p'"  sind,  so  hat  man 
offenbar: 

P=  S(pp')  +  |S(pi>")  =  -  A^  «  _  3^. 

Um  in  ähnlicher  Weise  den  Eoefficienten  Q  zu  finden,  bemerke 

ich,  dafs  dieser  Koefficient,  welcher  gleich 

f  ff  t     f  ff  fff  I     ff  fff     I     '//     ' 
PPP  +PPP    +PP'P+P  PP 

ist,  durch  das  eine  Glied  S{pp'p')  dargestellt  wird.    Bringt  man  dub 

den  Wert  von  pp'  auf  die  Form: 

pp'=-C-\-{A-C)p  +  (B-  C)p  +  (2)  -  C)p"', 

und  multipliciert  sodann  jede  Seite  mit  p\  so  erhält  man: 

pp'p"  =  -  Gp"  +{Ä-  C)pp"  +(ß-  C)p'p"  +  (D  -  C)p"f. 

Diese  Gleichung  liefert  noch  drei  andere  ähnliche  Gleichungen.  Die 
Summe  dieser  vier  Gleichungen  giebt  den  Wert  von  S(jppp")  oder: 

Q CSip")+iÄ-C)Sipp"-^+(B-C)S{pp")-\-iD-C)S{pY}- 

Nun  ist  aber: 

S(p")   =-S(p)  =  -l 

S(fip")  =  Sip'p")  =  S{p"p"')  =  -  m, 
mithin: 

Q  =  C—(A  +  B  +  D  —  3G)m^G-m(fn  —  4C)  =  nC-m\ 

Man  konnte  auch  den  Wert  von  pp'  auf  die  Form  bringen: 

pp'=-D  +  (A^I))p  +  iB-D)p'-{-(C'-D)p", 

and  multipliciert  man  beiderseits  mit  p'",  so  erhielte  man  den  Wert 
von  S{pp'p"')  oder  Q  =  nD  —  m\    Folglich  ist: 

Einen  dritten  Wert  des  Koefficienten  Q  kann  man  aus  dem  Pro- 
dukte pp"j  welches  sich  auf  die  Form 

pp"^-G-Y{F-G){_p  +  p") 

bringen  läfst,  ableiten.  Multipliciert  man  beiderseits  mit  p'j  bildet 
sodann  die  drei  andern  analogen  Produkte  und  addiert  alle  Tier,  so 
ergiebt  sich  ihre  Summe  Q  =^  nO  —  m\    Folglich  ist: 

G  =  C. 

Vermöge   dieser  Resultate   gehen  die  Werte  der  Produkte  pp\ 
pp"  über  in: 
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pp  =  ^p  +  Bp  +  Cp"  +  Op'" 

pp"^-C-{-{i^-2C){p+p"). 

Aus  der  zweiten  Gleichung  leitet  man  den  Wert  von  pp"  her;  mul- 
tipliciert  man  denselben  mit  dem  Werte  von  pp\  so  ergiebt  sich 
PPP  P     oder: 

U  =  C*  +  (7(fi  -  2(7)  +  (^  -  2CyS(pp'), 
und  da  S{pp)  =  —  w  ist,  so  wird: 

U  =  C«  +  (^  -  2C)C  —  2fi(fA  -  2cy 

oder: 

Die  Gleichung;  welche  die  vier  Werte  von  p  zu  Wurzeln  hat^  ist  also: 

i^  +  P"  -  3fi/  +  (4^*  -  nC)p  +  1^«  _  „(c-  {(lJ  -.  0. 

Es  ist  daher  nur  noch  die  in  den  Eoefficienten  vorkommende 
Grobe  C  zu  bestimmen. 

520. 

Multiplicieren  wir  zu  diesem  Zwecke  den  Wert  yon  pp'  mit  p\ 
und  setzen  wir  die  linearen  Ausdrücke  für  pp'  und  pp''  ein,  so  er- 
halten wir: 

PPY  =  «  Cp  +  2  (^  -  2Cyp  ~  2C(^  -  20) 

+  (ft  -  2C)  (Ä  -  C)p  +  (^  -  2C)  {B  -  C)p. 

Multiplicieren  wir  femer  auf  beiden  Seiten  mit  p"^  upd  reducieren 
wir  sodann  die  rechte  Seite  auf  lineare  Glieder,  so  folgt: 

ppyy  =  [2(^  -  2C)«  -  c\  \C{p  +  j>-)  +  (/t  -  C)  d,' + p  ")] 

+  fp  -  2C)  (^  -  C)  (^p"  +  Bj)  +  Cp'  +  Cfp") 
+  0*  -  2  C)  (5  —  (7)  (^p"  +  5p'"  +  Cp  +  Cp') 
—  2C(ft  —  2C)p"'. 
Da  die  linke  Seite  eine  symmetrische  Fanktion  von  p,  p',  p",  p"  ist, 
80  mnis  sich  die  rechte  Seite  anf  die  Form  Jlif(p +p'  +  P' "f"P  ") 
oder  —  M  bringen  lassen.    Dadurch  ergeben  sich  drei  Gleichongen, 
welche  zu  der  einen  Bedingung 

{A  -  Cy  +  (B  -  Cf  =  2C 

fQhren.     Und  da  ferner 

A-\-B  +  2C  =  2^l, 

ist,  so  ergeben  diese  beiden  Gleichungen  eine  dritte: 

n  «=  (8C  -  4/t  -  l)*  +  16(5  +  C—  ft)*. 
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Diese  letztere  Gleichung  genügt  zur  Bestimmung  von  C  und  selbst 
von  jB;  denn  da  n  eine  Primzahl  von  der  Form  8n  -f*  1  ^^y  so  ^^^ 
man  stets  nur  auf  eine  Weise:  n  =  a^  -j-  1^66'.    Es  muls  daher 

SC  — 4fi  — l  =  +  a 
und  somit 

sein;  ein  Wert,  welcher  stets  eine  ganze  Zahl  ist,  wenn  man  a  mit 
dem  passenden  Vorzeichen  nimmt. 

Ist  demnach  eine  Primzahl  n  von  der  Form  8^4*  1  g^^^en, 
so  kann  man  immer  a  priori  die  Gleichung  vierten  Grades  bilden^ 
welche  die  vier  Perioden  jp,  p\  p\  jp'"  zu  Wurzeln  hat  Hierdurch 
ist  man  imstande,  das  Polynom  X  vom  Grade  Am  allgemein  in  vier 
Faktoren  vom  Grade  m,  welche  diesen  vier  Perioden  entsprechen,  zu 
zerlegen. 

521. 

Man  kann  übrigens  bemerken,  dafs  die  Gleichung  vierten  Grades 
in  p  sich  leicht  in  zwei  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  zerlegen 
läfst,  von  denen  die  eine  p*  —  ap  -^  ß  =^0  die  Wurzeln  p  und  p\ 
die  andere  p^  —  yjp  +  d  =»  0  die  Wurzeln  p  und  p'"  liefert  Man  hat 
nämlich  zur  Bestimmung  der  Koefficienten  a,  ß,  y,  d  die  Gleichungen: 

«=1>+JP",      ß=PP"  =-C  +  (;t-2C0« 

y-jp'+l»'",        d^p'p"'  =  -C+{i^-2G)y. 
Die  beiden  Gleichungen  zweiten  Grades  sind  demnach: 

j)«  —  C— a(i>  —  ft  +  2C0  =  0 

p'  —  C-y(p  —  ii  +  2C)=0. 
£b  sind  also  nur  noch  a  und  y  zu  bestimmen.    Nun  ist  aber: 

«  +  r=p  +  p+p"+p'"=  —  1 

(xy=pp+pp  +PP   +pp-=  —  (i. 
Mithin  sind  a  und  y  die  beiden  Wurzehi  der  Gleichung: 

y'  +  y-2ti  =  0, 
aus  welcher  folgt: 

Man  kann  in  der  That  mit  Hülfe  dieser  Werte  leicht  bestätigen, 
dafs  das  Produkt  der  beiden  obigen  Gleichungen,  nämlich: 

(p»  _  O«  +  (p«  -  C)  (i)  -  ^  +  2C)  -2Mi)-,»  +  2C0«=0 
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sich  auf  die  schon  gefundene  Gleichung 

P'+P^-  3^1)*  +  (4ft*  -  nC)p  +  1^«  -  „(C  -  1^)*  =  0 
reduciert. 

522. 

Kennt  man  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ^  welche  p  heifsen  möge, 
so  lä&t  sich  eine  jede  der  drei  andern  Wurzeln  p,  p\  p"  ausdrücken 
durch  eine  Funktion  von  der  Form  «  +  /Sp  +  yi^  +  ^JP*.  Im  gegen- 
wärtigen Falle  aber  erhält  man  einen  noch  einfacheren  Ausdruck 
dieser  Wurzeln  mit  Hülfe  der  folgenden  Formeln,  welche  sich  aus 
den  bewiesenen  Formeln  ergeben: 


if 


jif 


p   = 


p+C^A 


Was  die  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Werte  von  Ä  und  B  be- 
tri£Pt,  so  ergeben  sich  dieselben  aus  den  Gleichungen: 

Nimmt  man  in  diesen  Werten  von  den  doppelten  Vorzeichen  die 
oberen  oder  unteren,  so  bewirkt  diese  Veränderung  der  Vorzeichen 
nur,  dafs  sich  Ä  ia  B  und  gleichzeitig  p  in  p'"  verwandelt.  Man 
kann  also  für  jede  Zahl  n  =  8fi  ■■\'  1  eine  Gleichung  vierten  Grades 
von  der  Beschaffenheit  bilden,  dafs  die  Eettenbmchentwicklung  der 
einen  Wurzel  zugleich  die  Entwicklung  der  drei  andern  Wurzeln 
liefert.  Eine  Tafel  dieser  Gleichungen  für  alle  Primzahlen  von  der 
Form  8ft  -j-  1,  welche  kleiner  sind  als  100,  ist  die  folgende: 


M 

ßleichung  in  p 

C 

A,    B 

17 

0^p*+p»—     6i>*—      jp+     1 

1 

2,     0 

41 

0  =  p"  +  p*  -  15p* -{•  ISp  -    4 

2 

4,     2 

73 

0  — 1>*  +  !>'  -  27/  -  41p  +  16 

5 

6,     2 

89 

0  =  |)*  +  |)ä  -  33i)»  +  39i)  +    8 

5 

8,     4 

97 

0=|)*+|)»       S6p*  +  91p      61 

5 

8,     6 
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273. 
Vierter  Fall,    n  =  5w  +  1,  A;  =  5. 

Die  Periode  (5m :  1),  welche  die  Summe  der  Wurzeln  der  Glei- 
chung X  ^=  0  darstellt,  zerfallt  in  fünf  Perioden  von  m  Gliedern, 
nämlich:  (m :  1),  (m  :g),  (m  :^\  (m  :g^\  (w  :^),  die  wir  respekÜTc 
mit  jp,  p\  p"j  p'\  jp^  bezeichnen,  und  deren  entwickelte  Werte  sind: 

p  =(1)  +  0/*)  +  (i/^«)  +  •  •  •  +  (/— ») 
p  =  ig)  +  (/)  +  (</")  +  •  •  •  +  (p*— *) 
p"  -  {.9")  +  ig')  +  ig")  +  '••  +  (5^—') 

!>'"  =  (P»)  +  (f^)  +  («/")  +  •  •  •  +  (/"•-») 

1»^=  (fl^)  +  {g')  +  («?")  +  •  •  •  +  (/"-O- 

um  die  Gleichnng  zu  erhalten,  welche  diese  fQnf  Werte  von  p  zu 
Wurzeln  hat,  betrachten  wir  zunächst  die  allgemeinen  Werte  der 
Produkte  pp,  pp",  aus  denen  sich  die  Werte  der  in  zwei  Gruppen 
zerfallenden  Produkte  von  je  zweien  der  Wurzeln  folgendermaCsen 
ergeben: 

pp      '=Ap+  Bp'  +  Cp"  +  Dp"  +  E^ 

p'p"    =  Ap    +  Bp"  +  Cp"  +  Dp^''-{-  Ep 

p"p"'  =  Ap"  +  Bp"'  +  Cp^+  Dp    +  Ep 

p"y  ^  Ap"' -j- Bp^""  +  Cp    +Dp'  +Ep' 

p^^P    =  Ap^+  Bp    +  Cp'  +  Dp"  +  Ep". 

Pl"    =  Äp    +  ITp'  +  Cp    +  iXp'"  +  E'^" 
p'p'"  =  ^y  -f  B^p"  +  cy"  +  iXi»^+  E'p 

p"p^  =  ^y  +  E'p"  +  cyT+  ixp  +  E'p 

p"'p   =^  A'p"  +  B'p''' +  Cp   +D'p'  +Kp" 

p'^'p  =  ^y^+  BiJ  +  Cp  +  Djj"  +  j&y". 

In  diesen  Formeln  bezeichnen  die  Eoefficienten  A,  A',  B,  B,... 
solche  positive  ganze  Zahlen  oder  Nullen,  dafs 

m^A  +  B  +  C+D  +  E=A'+B^-\-C'-\-Dr  +  i:' 

ist.    Da  man  femer  stets  S(p)  <»  —  1  hat,  so  wird  die  Gleichung 
in  p  von  der  Form: 

0  =y  +y  +  Pp»  —  gy  +  i?p  —  Q  =  0. 
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524. 

Unsere  Aufgabe  besteht  jetzt  darin,  dafs  man,  um  analoge  Re- 
sultate wie  in  den  Torhergehenden  Fällen  zu  erhalten,  die  Koefficienten 
Pj  Qy  R,  Q  aus  der  blofsen  Kenntnis  der  Primzahl  n  von  der  Form 
5  m  -|-  1  bestimmen  solle. 

Man  erhält  zunächst: 
S(pp')  =  (A  +  B  +  C+D  +  E){p  +  /+/'+/"+|,iv) ^^ 

und  analog: 

Sipp')  =  —  m. 
Hieraus  folgt: 

P  =  8{pp)  +  S(pp") 2m 

und: 

S(p^)  =  [S(p)?  —  2P  =  1  +  4m  =  n  -  m. 

Multipliciert  man  den  Wert  von  pp'  mit  p'\  so  erhält  man: 
pp'p"  =  Äpp'  +  Bpp"  +  Cp'^  +  Dp"p'  +  Ep^p\ 

Laust  man  nach  und  nach  die  Buchstaben  p  um  eine  Stelle  vor- 
rücken, so  ergeben  sich  vier  andere  analoge  Gleichungen.  Die  Summe 
aller  dieser  Gleichungen  wird: 

S{ppY)  =  (A  +  B  +  D  +  E){—m)  +  C(n  —  m)=^  nC  —  m^. 

Multipliciert  man  in  ähnlicher  Weise  den  Wert  von  pp'  mit  pi^,  so 

folgt  daraus  ebenso: 

S(ppp^)  =  nE  -  m«. 

Da  aber  S(ppp^  die  Summe  der  nämlichen  fünf  Glieder  ist,  aus 
denen  S{pp'p')  besteht,  so  erhält  man  allgemein: 

E^C. 

Ein  andrer  Wert  derselben  Summe  wird  gefunden,  wenn  man 

j)|>"  mit  p'  multipliciert.    Es  ergiebt  sich  so  Sijpp'p')  =  nS — m*, 

folglich: 

B^^C=E. 

Ebenso  lassen  sich  drei  Ausdrücke  für  die  Summe  S{ppp")  finden. 
Der  erste,  welcher  aus  der  Multiplikation  von  jp|>'  mit^?"'  entspringt,  ist: 

S{ppp")  =  nD  —  m*. 

Der  zweite,  welcher  aus  der  Multiplikation  von  pp"  mit  p'  ent- 
springt, ist: 

S{ppp'")  =  ^E'  —  m*. 

Der  dritte,  welcher  aus  der  Multiplikation  von  pp"  mit  p  ent- 
springt, ist: 

Mithin  ergiebt  sich: 

]y^  K  =  D. 
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Durch  ein  ähnliches  Verfahren  findet  man: 

Sip'p)  =  nÄ  —  f»S      8{pY)  =  nÄ  -  m« 
S{pp^)  =  nB-  m\      8{pp"^  =  nC  -  m*. 

Hiernach  gehen  die  allgemeinen  Werte  von  pp   und  pp"  über  in: 

pp'  =  Äp  +  Bp'+  Cp'  +  Bp"-^  Cp^ 
pp"  =  A'p  +  Cp  +  Cy  +  Dl/"  +  D/)^^', 

so  dals  also  nur  noch  sechs  unbestimmte  Koefficienten  A,  Bj  C,  B,  ÄjC 

übrig  bleiben  y  zwischen  denen  überdies  noch  die  beiden  GleichuDgen 

bestehen: 

Ä  +  B+2C+    D  =  m 

A+Cr+    0+2Z)  =  m. 

Da  man  S(ppp")  ^^nC  —  m^  und  S{ppp")  =  nB  —  w*  gefonden 

hat;  und  die  Summe  dieser  beiden  Gröfsen  gerade  die  Summe  der 

Produkte  von   je  drei  Wurzeln  p  darstellt^   so  hat  man  feiner  die 

Gleichung: 

Q  =  n{C+B)  —  2mK 

525. 

Um  nun  andere  Beziehungen  zwischen  den  noch  zu  bestimmen- 
den Koefficienten  aufzufinden^  bringe  ich  zunächst  den  Wert  tod})/ 
auf  die  folgende  Form: 

jp/  =  _  0+  (^  -  C)p  +  {B-C)p'+{B  -  C)p\ 

Multipliciert  man  sodann  beiderseits  mit  p",  und  ersetzt  darauf  die 
Produkte  pp",  pp',  p"'p"  durch  ihre  linearen  Werte,  so  erhält  msn: 

pp-p" Cp"-\-  (A-G)  (^Äp  +  Cp'  +  Cp"  +  Dp'"  +  D^) 

+  (1?  -  C)  {Ap  +  Bp"  +  Cp'"  +  Dp^  +  Cp) 
+  (2)  —  C)  {Ap"  +  Bp"'+  Cp""^  +Dp    +  Cp). 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  den  Wert  von  p'p"  mit  p  mnltipliciert: 

pp'p" Cp-\-{A-C)  {Ap    +  Bp'-\-  Cp"  +  Dp"'+  Cp^) 

+  (i?  -  C)  (Äp  +  Cp'  +  Cp'-{-  Dp'"+  Df) 
+  (D  -  C)  {Ap^+  Bp  +  Cp'  +  Dp"  +  Cp'")- 

Vergleicht  man  diese  beiden  Werte^  so  findet  man^  dafs  die  Koeffi- 
cienten von  py  p\  1^  identisch  sind,  und  dafs  die  beiden  andern 
zu  derselben  Bedingungsgleichung  führen ,  nämlich: 

{A  —  B)  ^'—  C«  -  0(^  +  25  -  D  +  1)  +  ^«  +  JBD  — D*. 
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Sacht  man  endlich  zwei  lineare  Werte  für  das  Produkt  ppp'\  indem 
man  einmal  pp'  mit  p",  das  andere  Mal  pp'"  mit  p'  multipliciert, 
so  führt  die  Yergleichung  der  beiden  Ausdrücke  zu  einer  neuen  Be- 
dingnngsgleichung,  nämlich: 

^'C'=  —  AB  +  (Ä  +  B-Dy  +  C^-CD  +  I>'  —  C-D. 

Andere  Versuche,  die  wir  durch  Vergleichung  der  Werte  der  Pro- 
dukte von  vier  Buchstaben  angestellt  haben,  haben  kein  Resultat 
weiter  ergeben.  Demnach  haben  wir  zur  Bestimmung  der  sechs  Un- 
bekannten A,  J5,  C,  D,  Ä\  C\  nur  die  beiden  vorstehenden  Glei- 
chungen und  die  beiden  früher  gefundenen,  wodurch  die  Aufgabe 
ziemlich  unbestimmt  bleibt.  Jedoch  werden  wir  sehen,  dais  man, 
wenn  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  auf  eine  geeignete  Form 
bringt,  aus  ihnen  entweder  eine  bestimmte  Losung  der  Aufgabe  oder 
zwei  Losungen  ableiten  kann,  deren  Unterschied  nur  auf  der  Menge 
der  Werte,  welche  für  die  primitive  Wurzel  g  genommen  werden 
dürfen,  beruht,  aber  keinen  Einflufs  übt  auf  die  Koefficienten  der 
Gleichung  in  p. 

526. 

Wir  haben  noch  die  Koefficienten  i2  und  Q  dieser  Gleichung  zu 
bestimmen.  Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  den  oben  für  ppp'  gefun- 
denen Wert  wieder  auf  und  bringen  denselben  auf  die  Form: 

ppf=  Jf  +  -Mi?  -f  Jf' y  +  -M"i)". 

Dabei  ist  gesetzt: 

M  =^C^  +  CD  —  I)(Ä  +  B)  =  C^  +  3CD  +  D"  —  niD 

M'  '^Ä{B^C)  +  {A-C){A^B)  +  C^  —  BC-G 

M" ^  {A  —  B){B  -  B)  ^  {C—  Bf 

M"=  OB  -C)  +  A{C-B)  +  B{B  -  B). 

Multipliciert  man  den  Wert  von  pp'p'  mit  p",  und  wendet  man  das 
Zeichen  S  auf  beide  Seiten  an,  so  findet  man: 

S{ppYp")  oder  B  =  —  M+{M+M'+  M'")  (—  m). 

Die  Gleichung 

ppp'  =  J[f  -f-  Mp  +  My  +  M'Y 
aber  giebt: 

S{ppp")  ^  5 Jf  -  Jtf'  -  M'  -M"  =  nC—  m^; 

mithin: 

M+  M'+  M'"=  SJf  -  nC  -f  m\ 
folglich: 

B  =  mniC+B)  -  «(C«  +  3CB  -f  D«)  —  w«. 
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Um  den  Wert  des  letzten  Koefficienten  Q  ^=ppp"p"l^^  «»  e^ 
halten,  multipliciere  ich  den  Wert  von  pp'p"  mit  p"^  und  wende 
auf  beide  Seiten  das  Zeichen  8  an;  dadurch  wird  S(jpp'p"p"pP^  oder 

5Q  =  MS{f'^)  +  M'S{pp"y)  +  M''S(pyy)  +  M"S{pyf^'). 

Substituiert  man  nun  die  bekannten  Werte: 

S(p"p^)     =  —  w 
S{pp"p^)  =  SippY)  ^nC  —  tn^ 
S{pp"p^)  =  S^ppY')  =  nl)—m* 
Sipp'p''')  -  S^ppY)  ^nC-  m\ 
so  erhält  man: 

5Q  ^ mM  +  {W  +  M'")  {nC—  m^)  +  M'  (nD  -  m*), 

und  hieraus  ergiebt  sich: 

wenn 

Tr=  -  C*  +  w  C(2C+D)  -  20»  +  U  +  I?)'  (2C  +  D) 

+  (^I?  +  2CD)(Z)-C) 

gesetzt  wird.  Man  braucht  daher  nur  die  vier  Eoef&cienten  Äy  B, 
Cf  D  zu  kennen  oder  nur  drei  von  ihnen,  da  u4+JB+2C+i)=« 
ist;  alsdann  wird  die  Gleichung  fünften  Grades  in  p  vollständig  be- 
stimmt sein. 

527. 

Um  jetzt  zur  Bestimmung  dieser  Koefficienten  überzugehen;  be- 
merke ich;  dafs  die  Gleichungen  in  No.  525  auf  die  folgende  Form 
gebracht  werden  können: 

16w  =  50(^'-  Cy  +  50(^  -  By  +  125((7  -  Df 

+  (2bC+25D  —  2n-2y 

(A  ^By  —  2{Ä-  B)  (Ä'—  C)  =  4C  +  5((7—  Bf  —  (pC-  m)\ 

Setzt  man: 

C+B  =  a,      C—B^b,      Ä-B  =  y,      Ä-C^z, 

so  findet  man  zunächst  mittelst  der  ersten  Gleichung,  dafs  die  Greazeo 
für  a  die  folgenden  sind: 

Mau  hat  demnach  für  a  der  Reihe  nach  alle  ganzen,  zwischen  diesen 
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beiden   Grenzen   liegenden  Zahlen   versuchsweise   zu   setzen.    Macht 

man  dann: 

8a  —  (5a  —  2my  =  F, 

so  erhält  man  die  Gleichung: 

Man  mufs  daher  für  jeden  Wert  von  a  die  Zahl  b  von  derselben 
Art   nehmen   wie   a   und  kleiner  als  l/-^i^;   ferner  darf  die  Zahl 

-  (F  —  56'),  da  sie  den  Wert  von  y'  +  ^  darstellt,  als  Faktor  keine 

ungerade  Potenz  einer  Primzahl  von  der  Form  4i  —  1  enthalten. 
Sind  diese  ersten  Bedingungen  erfüllt,  so  kann  man  die  Werte  von 
y  und  z  auf  eine  oder  mehrere  Arten  bestimmen  und  hat  dann  nur 
noch  der  Gleichung 

G=y^  —  2yz 

Genüge  zu  leisten,  in  welcher 

£;  =  4C+56'  — (5<7- w)«    und     C=y(a  +  6) 
gesetzt  ist. 

528. 
Erstes  BeispieL 

Ist  n  =  41,  m  =  8,  so  sind  die  Grenzen  von  a:  a>2,3  und 
a  <  4,4.  Es  sind  daher  die  versuchsweise  für  a  zu  setzenden  Werte 
a  =  3  und  a  ==»  4. 

Ist  zuerst  a  =»  4,  so  wird  2^=  32  —  4'  «=  16,  ferner  b  gerade 

1  /  16 

und  <  l/-e-;  mithin  6  =  0  und  y*  +  je*  «=  8.  Dieser  Gleichung  ge- 
nagt man,  wenn  man  y  =  2,  ie^  "=  +  ^  ^^^^^  (man  braucht  nämlich 
nicht  2/  =  —  2  zu  nehmen,  da  sich  hierfür  kein  anderes  Resultat 
ergiebt,  wie  für  y  =  2).  Mittelst  der  Werte  a  =  4  =  C  +  D, 
5  =  0  SS  (7  —  D  erhält  man  dann: 

C=D  =  2    und    G  =  4C+56«  — (5C-m)««=4. 

Alsdann  aber  ist  die  Gleichung  G==y*  — 2yj^,  welche  in  4  =  4  4:8 
übergeht,  nicht  erfüllt.  Es  kann  somit  der  Wert  a  =  4  nicht  statt- 
finden« 

Wir  haben  also  noch  den  Wert  a  «=»  3  zu  versuchen;  derselbe 

ergiebt  JF—» 23,  6  ungerade  und  <  l/y;  somit  6=1  und  y^+^'^'S« 
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Hierdurch  erhält  man  die  beiden  Losungen  y  »=  3^  j?  »=  0  und  y  =  0, 
;sf  =  +  3.  Die  zweite  genügt  nicht  der  Gleichung  Gr  =  y*  —  2yZj 
in  welcher  6r  «=  9  ist.  Mithin  mulls  die  erste  stattfinden.  In  der 
That   geben  die   Gleichungen  C  +  D  =  3,   C  —  D  =  1   die  Werte 

Cf=2,      2)=1,      0  =  8  +  5-4  =  9, 

und  da  2/  =  3;  z  ^=^  0  ist,  so  ist  auch  die  Gleichung 

y«  —  2y;ef  —  9  =  G 

erfüllt. 

Man  erhält  daher  als  einzige  Losung  die  Werte: 

C=2,    D=l,    A  +  B  =  m-2C—D  =  S,    ^-B  =  y  =  3, 

somit  .^  BS  3,  jB  =  0.  Berechnet  man  mit  Hülfe  dieser  Werte  die 
Eoefficienten  Q,  22,  Q  der  Gleichung  in  jp,  so  wird  diese  Gleichiuig 
für  den  Fall  w  =  41 : 

P^+P^-  16|)8  +  dp"  +  21i)  -  9  =  0. 

529. 
Zweites  BeispieL 
Ist  n  =  641,  m  =  128,  so  sind  die  Grenzen  von  a; 

^(642±2}/64l). 

Man  hat  daher  der  Reihe  nach  a  «=  48,  49,  60 ,  51,  52,  53,  54,  55 
zu  setzen  und  für  jeden  Wert  von  a  den  Wert  von  b  gleichartig  mit 

a  und  kleiner  als   y  -rF  anzunehmen.    Man  sieht  sodann  nach,  ob 

sich  —{F — 56^),  welches  der  Wert  von  y*4"^  ^t,  in  zwei  Qua- 
drate zerlegen  läfst,  was  erfordert,  dafs  diese  Zahl  keine  ungerade 
Potenz  einer  Primzahl  von  der  Form  4t  —  1  als  Faktor  besitze.  Ist 
diese  Bedingung  erfüllt,  so  bleibt  noch  zu  untersuchen,  ob  die  Be- 
dingung 6r  =  y^  —  2yjEf  eriÖUt  ist 

In  der  folgenden  Tafel  sind  die  Einzelheiten  aller  dieser  Rech- 
nungen zusammengefaTst: 
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i   1 

F 

y'  +  ^' 

y,     e 

G 

y«  _  Zyz 

48 

0,  24,  24 
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64 

1  8,    0 
l  0,  +  8 

32 

|64 
l  0 

• 

2,  25,  23 

54 

.49 

4,  26,  22 

24 

1,  25,  24 

271 

133 

3,  26,  23 
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7,  +  8 

145 

49  +  112 

i 

1 
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73 

3,  +  8 

184 

9+  48 
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7,  28,  21 

13 
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213 
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2,  26,  24 
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t 
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, 
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92 

• 
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22 

« 

51 
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^ 
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1 
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81 
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72 

0 

• 

9,  30,  21 

1 
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41 

1 
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1  52 1 0,  26,  26 

1 
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100 
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1 

1     1 
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160 
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48 
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1 
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40 
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-  44 
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4+  24 

53 
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64 
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3,  28,  25 

149 
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13 

49  + 140 

5,  29,  24 

109 

10,  +  3 

48 

100+  60 

54 

7,  30,  23 

236 

49 

7,    0 

119 

49 

0,  27,  27 
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2,  28,  26 
4,  29,  25 
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78 

• 

;55 

6,  30,  24 

28 

1,  28,  27 

79 

37 

1,  +  6 

27 

1  +  12 

3,  29,  26 

17 

4,  +  1 
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16  +  13. 
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f 


208  Ffinfter  HaaptteiL 

Man  sieht  aus  dieser  Tafel,   dafs  nur  in  einem  einzigen  Falle  die 
Gleichung  G  '=y^  —  2yz  befriedigt  ist    In  diesem  Falle  ist: 

C  =  28,    2)  «24,    Ä  +  B^m^2C—D  =  48y    ^~2}=12, 

Ä  =  30,    B=  18. 

Berechnet  man  mittelst  dieser  Werte  die  KoefGcienten  Q,  12,  Q,  so 
erhält  man  fär  den  Fall  n  «»  641  die  gesuchte  Gleichung: 

jp6  + 1,4  _  256i)»  —  564p«  +  5328i>  -  5120  =  0. 

Wir  bemerken  noch  im  Allgemeinen,  daJs  mehrere  Losungen  zu 
einem  und  demselben  Resultate  führen  können,  weil  die  durch  A,  B, 
C,  D  bezeichneten  Eoefficienten  von  der  zu  ihrer  Bildung  gewählten 
primitiven  Wurzel  g  abhängen.  Indessen  beschränken  sich  alle  Ver- 
änderungen darauf,  dafs  eine  Vertauschung  zwischen  C  und  D  statt- 
findet, wodurch  sich  zu  gleicher  Zeit  A  und  B  resp.  in  Ä  und  C 
verwandeln,  so  dafs  A  —  B  in  Ä — C  übergeht.  Die  Werte  der 
Koefficienten  Q  und  B  ändern  sich  durch  die  Vertauschung  zwischen 
C  und  D  nicht.  Was  den  Eoefficienten  Q  betrifft,  so  kann  man  in 
dem  Ausdruck  desselben  gleichzeitig  C  in  2),  D  in  C,  -4  +  JB  in 
J.'+  C  oder  m  —  2D  —  C  und  AB  in  ÄC  umändern.  Denn  setit 
man  die  beiden  Ausdrücke  einander  gleich,  so  erhält  man  die  Be- 
dingungsgleichung: 

AB  +  ÄC^  m^  -  (4w  +  1)  (C+  D)  +  5C*  +  ICD  +  5i)*, 

die  wir  schon  oben  (No.  525)  gefunden  haben. 

§3. 
Anwendung  der  Theorie  auf  numerische  Beispiele. 

530. 

Erstes  Beiapiel.    n  =  7. 

Da  die  kleinste  Zahl,  welche  der  Gleichung  ^r^  +  1  =  SR (7)  ge- 
i^fig^y  9  =^^  ist,  so  mufs  man  die  Reihe  der  Potenzen  von  3  bilden, 
indem  man  die  Vielfachen  von  7  wegläfsi     Diese  Reihe  ist: 

1,    3,    2,    6,    4,    5. 

Mithin  müssen  die  Potenzen  von  r,  welche  die  sechs  Wurzeln  der 
Gleichung  X  =  0  oder  der  Gleichung 

x^  +  (x?  +  3i^  +  a?  +  a?  +  x+\^Q 

bilden,  in  folgender  Anordnung  genommen  werden: 

r\    r*,    r^,    r®,    f*,    r*. 
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Ihre  Summe   bildet   die  Periode  von  sechs  Gliedern,   welche  durch 

(6 : 1)  oder  durch  (1,  3,  2,  6,  4,  5)  bezeichnet  wurde. 

Diese  Periode  zerfallt  in  drei  andere  von  zwei  Gliedern  (2 :  1), 

(2  : 3),  (2  :  2),  welche  wir  einfacher  durch  p,  jp',  p"  bezeichnen,  und 

deren  Werte  sind: 

p  =r^  -^  r^ 

jp'  =  r»  +  r^ 

Hieraus  erhält  man  unmittelbar,  wenn  man  beachtet,  dafs  r^  =  1  ist: 

_p/  =  r*  +  r«  +  r^  +  r»  =/  +/' 
pY^r^'  +  f^  +  r  ^r'^p'  +  p 
p'p  ssjf^^r  +*"^  +  ^=jP  +i>'- 

Dies  giebt  zunächst: 

S(pp')  =  2ip+p'  +  p")=^-2. 

Maltipliciert  man  sodann  den  Wert  von  pp'  mit  p'\  so  folgt: 

VPP'^pY  +  P^  =!>"+ i>  +  r^  +  2  +  r»  =  2+i)  +p'  +  p"=  1. 

Mithin  ist  die  Gleichung  dritten  Grades,  deren  Wurzeln  p^  p\  p    sind: 

jp«4-j,2_-2i>  — 1  =  0.  {A) 

Ist  diese  Gleichung,  deren  drei  Wurzeln  reell  sind,  nach  den 
gewohnlichen  Regeln  aufgelöst,  so  kennt  man  die  Grofsen: 

r®  =  2  cos  -y- 
2)'  =  r*  +  r*  =^  2  cos  —  — 

jp"=r^  +  r*  =  2cosi^. 

Hierin  ist  Ä;  eine  beliebige,  durch  7  nicht  teilbare  Zahl.     Setzt  man 
i=  1,  80  sind  die  Wurzeln: 


p  —  2  cos 

29r 

7    ' 

|)'  =  2  cos 

-—  =  —  2  COS—, 

7                                7  ' 

f  =  2  cos 

-TT  =  —  2  COS  --=-. 
7                                   7    * 

von  denen  die  erste  positiv,  die  beiden  andern  negativ  sind. 

Es   stellt  demnach  die  positive  Wurzel  der  Gleichung  {A)  den 

Wert  von  2  cos  —=-  dar;  daraus  folgt  unmittelbar  die  Wurzel: 

r  =  cos  -= — Yy  —  1  sm  -=-  •. 


7 
Legen  dre,  Zahlentheorie  IL  14 
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Sodann  bestimmen  sich  die  fünf  andern  Wurzeln  der  Oleiclimig 
X  =  0  durch  die  aufeinanderfolgenden  Potenzen  r*,  r*,  f^,  i^,  r*. 

Kennt  man  eine  Wurzel  der  Gleichung  (Ä),  und  bezeichnet  man 
dieselbe  durch  p,  so  erhält  man  die  andern  mittelst  einer  rationalen 
Formel,  wie  folgt: 

p"-^^2 ^ 

|)'  =  l_p-.-p»  =  -.  1  -  1. 

Dies  stimmt  mit  den  trigonometrischen  Werten  dieser  Wurzeln  überein. 
Übrigens  ist  diese  Lösung  für  den  Fall  n  =  7  vollständig  der- 
jenigen analog,  die  man  mittelst  der  gewöhnlichen  Methoden  erhalten 
würde.    Da  nämlich  die  Gleichung  X  «»  0  zu  denen  gehört,  welche 

man  reciproke  nennt,  oder  in  denen  man  —  für  x  setzen  kann,  so 

läfst  sich  dieselbe  durch  die  Substitution  a^'{-l=^zx  auf  den  dritten 
Grad  zurückführen,  und  zwar  wird  sie: 

r*  +  i»«  —  2£(  -  1  =  0. 

Dies  ist  dieselbe  Gleichung  wie  {Ä).  Von  derselben  haben  wir  oben 
in  No.  105  die  numerische  Auflösung  mittelst  der  EettenbrQcbe  ge- 
geben. 

531. 

Zweites  Beispiel,    n  «=  11. 

Wir  nehmen  in  diesem  Falle  die  primitive  Wurzel  ^  =  2,  welche 
der  Gleichung  ö'^  =  —  1  genügt,  und  bilden  mittelst  der  Potenzen 
von  2  die  Reihe  der  zehn  Wurzeln  der  Gleichung  X  «=  0,  wodurch 
wir  die  Periode 

(10: 1)  oder  (1,  2,  4,  8,  5,  10,  9,  7,  3,  6) 

erhalten.    Diese  Periode   zerföllt  in  fOnf  andere  von  zwei  Gliedern, 

nämlich: 

p    ^r  +r^^ 

jP'  =  r*  +  r® 

jp"  =  r^  +  r' 

jp'"  =  r»  +  r« 

und  diese  Werte  geben  unmittelbar  die  Gleichungen: 

|)»==2+i»',    pp'==p+p"',   PP"=P"'+P". 
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Hieraus  leitet  man  alle  diejenigen  ab^  welche  die  Produkte  von  zwei 
Dimensionen  durch  lineare  Werte  ausdrücken,  nämlich: 

JP*    =2+p    ,  pp      =p    +p"y  pp     =/"+|)r^ 

p^    =2+p\  pY    =/  +p^,  py'=p^^  +  p 

p'=2+p    ,  pp     =p    +i)   ,  pp^'^'=p    +p 

p"*=2+p^,  p"'p^=p"  +  p    ,  p"'p  =/  +!>" 

P"'=  2+P   ,  P^P  =p"+p"  ,  p^p'==p"  +p". 

• 

Aus  diesen  Formeln  ergeben  sich  die  Werte  von  vier  Wurzeln  aus- 
gedrückt als  Funktionen  der  fünften^  nämlich: 

p=p'--2        . 
p"  =2)*~4i)«  +  2 
p''  =  jp'  —  3j> 

Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 

0  =  1  +1>  +  P'+P"  +  P"'+P'^, 
so  erhält  man  die  Gleichung  fOnften  Grades: 

P^+P^  —  4i)»  -  3i)^  +  3i)  +  1  =  0,  (A) 

deren  Wurzeln  gleich 

Zcos-rrp;    2  cos  -  -  ,     — 2cos-rT-,     — 2cos— -,     — 2cos 


11  ;      11  7  11  7  -—    11  }  -™   11 


sein  müssen.     Die  gröfste  der  beiden  positiven  Wurzeln  dieser  Glei- 

11 


chung  stellt  daher  den  Wert  von  2  cos  -r^  dar.    Aus  diesem  ergiebt 


sich  die  Wurzel: 

r  =  cos  -jj-  +  y  —  1  sin  -jj-, 

und  hieraus  erhält  man  wieder  die  neun  andern  Wurzeln  der  Glei- 
chung X  =  0. 

Wir  haben ^  um  zu  vorstehendem  Resultat  zu  gelangen,  die  all- 
gemeine Methode  angewendet;  man  würde  aber  einfacher  dazu  gelangt 
sein,  wenn  man  in  der  Gleichung  X^^^O  die  Substitution  ^ -{-  1  ^=^px 
gemacht  hätte. 

Bisher  ist  es  nicht  recht  ersichtlich  geworden,  worin  der  Vorteil 
der  neuen  Methode  bei  der  Auflösung  der  Gleichung  a?"  —  1  =  0 
besteht.  Dieser  Vorteil  wird,  sich  aber  bei  den  folgenden  Beispielen 
deutlicher  zeigen. 

14* 
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532. 

Drittes  Beispiel«    n  «=»  13. 

Mittelst  der  priinitivenWurzel^=2,  welche  der  Gleicliiuig5r*=—1 
oder  ^*  +  1  =  3R(13)  genügt,  bildet  man  die  Reihe  der  Exponenten 
von  r  in  der  Anordnung  1,  2,  4,  8,  3,  6,  12,  11,  9,  5,  10,  7,  welche 
zugleich  diejenige  der  den  Wurzeln  der  Gleichung  X  =»  0  gleickn 
Potenzen  ist.  Diese  Wurzeln,  in  Zwischenräumen  von  je  dreien  g^ 
nommen,  bilden  drei  Perioden  von  vier  Gliedern,  die  wir,  indem  wir 
uns  darauf  beschränken,  die  Exponenten  der  in  ihnen  auftretenden 
Potenzen  von  r  anzugeben,  folgendermafsen  bezeichnen: 

p=.  (4-1)  =  (1,8,  12,    5) 

!>'  -=  (4 :  2)  =  (2,  3,  11,  10) 

jp"=(4:4)  =  (4,  6,    9,    7). 

Hieraus  folgt  nach  dem  Satze  des  Artikel  500: 

1,2  =  4+    |,'+2i)"=3--i)+i>". 

Jede  dieser  Gleichungen  liefert  zwei  andere;  indessen  braucht  man 
dieselben  nur  mit  der  gewöhnlichen  Gleichung  0  =  1  +l>  +1?'+/ 
zu  verbinden,  um  die  Gleichung  zu  erhalten: 

!>'+!>*  — 4i)+l  =0.  {A) 

Diese  Gleichung  dient  zur  Bestimmung  der  drei  Wurzeln  p,  |)',  p". 
Kennt  man  eine  dieser  Wurzeln,  welche  mit  jp  bezeichnet  werden 
möge,  so  findet  man  die  beiden  andern  unmittelbar  aus  den  Formeln: 


l)'  =  T^  =  2-2i>-i) 


2 


1 


1  —p  p         jr      i    jr 

Jetzt  müssen  wir  wieder  jede  Periode  von  vier  Gliedern  in  zwei 
andere  von  zwei  Gliedern  zerlegen,  nämlich*): 


*)  Bei  der  Bezeichnung  der  Indices  von  q  wird  man  dieselbe  Reihenfolge 
bemerken,  die  man  angewendet  haben  würde,  wenn  man  in  der  alle  Wnizeln 
enthaltenden  Periode  (12  :  1)  oder  (1,  2,  4,  8, .  .  .  10,  7)  die  Glieder  in  Zwischeo> 
räumen  von  je  sechsen  genommen  hätte,  wodurch  die  Reihe  der  Perioden  too 
zwei  Gliedern  g  «  (1  :  12),  (2!^  »  (2  :  11),  ...  entstanden  wäre.  Es  liegt  daher 
keine  Willkür  in  dieser  Bezeichnung.  Anm.  d.  Verf. 
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9     y 


I  ff 

12    = 


2'  +  S^,     [ 


12)  ^r'^^r^ 

5)  —  H"  +  r» 

11)  =  r»  +  r" 

10)  =.  r»  +  r» 

9)  =  r*  +  f» 

7)  =1  f«  +  rl 


=  (1 

(8 

i  =  (2 
2^- (3 

|2"  -  (4 
lav  =  (6 

Man  findet  ferner  die  Produkte: 

22   =g+g^— jp,    qcf^^Py    2  2^=jp. 
Daher  sind 

g    und  q"   die  Wurzeln  der  Gleichung:  2*  "~  1^2  4" P"  =  0 
q    und  ffT^r    ^^  ^^  ^^  ^^  gS  __p'g  +  j,  =  0 

q    und  2^      „  „  „  „  2*  —p'q  +  /  =  0. 

Femer  sieht  man  leicht,  dafs,  wenn  man  für  p"  die  negative  Wurzel 
der  Gleichung  (-4)  nimmt,  die  Gleichung  g*  ^pq^p'^^aQ  die  beiden 

Wurzeln  g  =  2  cos  -Yo">  2'"'™  —  2 cos  -r^  besitzt.    Aus  der  positiven 

Wurzel  q  dieser  Gleichung  bildet  man  dann  eine  Wurzel  der  Gleichung 
X=  0,  nämlich: 


cos  ^nr  +  /-^ 


sm 


and  diese  ergiebt  sodann  alle  andern  durch  ihre  aufeinanderfolgenden 
Potenzen  r^  n^j  r^^  . ..  r^*. 

Handelt  es  sich  nur  um  die  Teilung  des  Kreises  in  13  gleiche 

Teile,  so  braucht  man  nur  die  Wurzel  g  «=  2  cos  -r^  zu  kennen,  die 

man,  in  Übereinstimmung  mit  der  allgemeinen  Theorie,  aus  der  Auf- 
lösung der  Gleichung  {A)  vom  dritten  Grade  und  derjenigen  der 
Gleichung  zweiten  Grades  j* — 1>2+J'"=0  erhält, 

533. 
Viertes  BeispieL    n  «=>  17. 
Der  primitiven  Wurzel  jf  «=»  3  gemäls,  welche  der  Gleichung 

/  + 1  =  aÄ(i7) 

genügt,  müssen  die  Potenzen  von  r,  welche  die  Wurzeln  der  Gleichung 
X^aO  sind,  nach  der  Reihenfolge  der  Exponenten 

1,  3,  9,  10,  13,  5,  15,  11;   16,  14,  8,  7,  4,  12,  2,  6 

geordnet  werden.    Diese  Wurzeln  zerfallen  in  zwei  Perioden  (8  :  1) 


214 
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und  (8  : 3),  deren  Werte,  wenn  die  Potenzen  von  r  nur  durch  ihre 
Exponenten  angedeutet  werden,  die  folgenden  sind: 

|,«(8:1)  =  (1,    9,13,15,16,8,    4,2) 

j)' =  (8  :  3)  =  (3,  10,    5,  11,  14,  7,  12,  6). 

Diese  Werte  geben: 

j>l)'  =  (8:    4) +  (8:  11) +  (8:    6)  +  (8  :  12) 

+  (8: 15) +  (8:    8)  +  (8  :  13)  +  (8  :    7) 

-4i)  +  4i)'  =  -4. 

Mithin  sind  die  beiden  Groüsen  p  und  p   die  Wurzeln  der  Gleichung: 

Sodann  mufs  man  die  Periode  p  oder  (8  : 1)  in  zwei  andere  von 
vier  Gliedern  (4 :  1)  und  (4 : 9),  die  wir  mit  q  und  q'  bezeichnen, 
und  ebenso  die  Periode  p'  oder  (8  :  3)  in  zwei  andere  (4 : 3)  und 
(4 :  10),  welche  mit  ^  und  q'"  bezeichnet  sein  mögen,  folgender- 
mafsen  zerlegen: 

(  1,  13,  16,    4) 

(  9,  15,    8,    2) 

g   =  (  3,    5,  14,  12) 

r  =  (10,  11,     7,    6). 
Hieraus  folgt: 

qq'=  (4  :  10)  +  (4  :  16)  +  (4  :  9)  +  (4  :  3) 

=  ff    +ff +  2  +2=JP+1'  =  -  1 
und  analog  qq'^=^  —  1.    Mithin  sind 

q   und  }"   die  Wurzeln  der  Gleichung:  g*  — pq  —  1=0 

g'undg"   „  „  „  „  ««-p'g-l^O. 

Endlich  zerfallt  jede  Periode  von  vier  Gliedern  in  zwei  Perioden 
von  zwei  Gliedern,  die  wir  folgendermalsen  bezeichnen: 


ff  +  2   ; 


f  f     \  tu 


I      »f 

12 


/     t 


q    =t   +t^, 


q    =f  +f' 


«IT  =  r»  +  r*  . 


tt^    =g',     fi-qt  ^q'  =0 


12  f 


ft^ 


ff 


fi-q't  4-3"  =  0 


yff 


=  r^  '\-  f^ 
j  f  =  r>^  +  r^ 


f{^=^'\    ^_g'7  4-g-=n 


rfvu^q  ,     ^-g"7+g   -0. 
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534 

Bei  der  Auflösung  dieser  Gleichungen  sind  drei  Zweideutigkeiten 
uü?ermeidlich*);  nämlich: 

eine  in  dem  aus  der  Gleichung  p^  -\-  p    —  4  =  0  abgeleiteten 

Werte  von  p^ 

eine  in  dem  aus  der  Gleichung  q^  — pq—  1  ^=»0  abgeleiteten 

Werte  von  j, 

eine  in  dem  aus  der  Gleichung  fi  —  qt  -{'  q  ^=^0  abgeleiteten 

Werte  von  t 

Hieraus  ergeben  sich  acht  verschiedene  Werte  von  t,  was  im  Ein- 
klang steht  mit  dem  gegenwärtigen  Stand  der  Sache.  Denn  da  man 
allgemein 

r  =  cos  -jy-  +  y  —  1  81» -"Yt- 
und  somit 

<  =  2  cos  "Y^ 

hat,  so  kann  man  h  nach  Belieben  die  Werte  1,  2,  3,  4,  5,  6,  1,  8 
beilegen,  wodurch  sich  fiir  t  die  acht  Werte  ergeben: 

2  cos  -jy-   ,       2 cos  ^^  ,       2cos  -j^  ,       2  cos  -^^  , 
2cos-r=-,       2cos~.~,       2cos— r«-i       2cos-7=-* 

17    '  17    7  17    ;  17 

Eine  groüsere  Anzahl  giebt  es  nicht,  da  17  —  2;  und  allgemein  lli  +  Jc 
ZQ  demselben  Resultate  führt  wie  Je 

Um  die  Bicsultate  in  Zahlen  auszudrücken,  kann  man  zunächst 

t  =  2  cos  (o  setzen,  wo  m  den  Bogen  -^  bedeutet.    Dies  giebt: 

t   =2cosQ,         f  =2cos3cD,    r=2co89a>,      <'"=2cos7cd 
F=»2cosl3<D,     r  =  2cos5ai,    <^=2cos15cd,    «^=2cos11c}. 

Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Werte  von  q,  so  erhält  man: 
g   e=  2  cos  0}    -1-  2  <^os  130  s=  4  cos  60  cos  7o 
g    BS  2  cos  3»  4~  2  cos  5(D    «==  4  cos  w  cos  4q 
q"  srs  2  cos  9(D  +  2  cos  15©  =  4  cos  3©  cos  12© 
q'"=^  2  cos  7(0  +  2  cos  llco  =  4  cos  2cd  cos  9<d. 


*)  Eine  weitere  Zweideutigkeit  ist  nicht  zu  hefOrchten.  Denn  ist  p  be- 
stimmt, 80  folgt  daraus  p'^^  —  ^  —  Pi  ist  q  bekannt,  so  erhält  man  die  drei 
andern  q\  ^\  i'\  indem  sich  dieselben  als  Funktionen  von  q  darstellen  lassen; 
ist  ebenso  t  bekannt,  so  ergeben  sich  daraus  f,1f%,,,        Anm.  d.  Verf. 
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Endlich  folgt  aus  diesen: 

j?  «a  4  cos  6q  cos  7ai  -{-  ^  ^^  3®  ^os  12id 
jP"  BS  4  cos  ci  cos  4(D  4~  ^  <^0B  2^  cos    9io. 


535. 


Diese  Formeln  gelten,  ohne  dafs  Je  ein  besonderer  Wert  beigelegt 

2« 

17 


würde.    Setzt  man  i  =  1,  so  wird  o  =  -:r^,  und  man  erkennt  un- 


mittelbar   und   ohne   Rechnung,   dafs  q  und  g[  positiv,  g['  und  q 
dagegen  negativ  sind«     Zugleich  hat  man: 

jP  aa  4  cos  -T=-  cos  -T= 4  cos  -r=-  cos 


17  17  17     ^       17 

^  =4cos-j^  cos -j^  —  4 cos -jy-  cos^y-, 

und  diese  Formeln  zeigen,  dafs  p  positiv  und  p  negativ  ist.  Diese 
Andeutungen  reichen  aus,  um  die  Lösung  so  einzurichten,  dafs  jede 
Zweideutigkeit  vermieden  wird. 

Da  nämlich  p  und  p  die  Wurzeln  der  Gleichung  |)*-|-jp— 4=0 
sind,  so  erhält  man: 

p  —  i  +  iV^^ 

p' i— 1-/17. 

Da  femer  die  Gleichung  g^  —pq—  1=0  die  Grofsen  g  und  5' 
zu  Wurzeln  hat,  so  folgt: 

ff  =|l>  +  Y>/^^T4 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

a  =  yVr,  ß  =  }/2a*-2a, 

so  wird: 

Was  q'  anlangt,  welches  positiv  sein  mufs,  so  kann  man  dasselbe 
aus  der  Gleichung  ^  —  pq  — 1  =  0  ableiten,  welche  giebt: 


oder: 
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Kennt  man  die  Werte  von  q  and  gf^  so  liefert  die  Gleichung 

-ff^  +  ff  =0, 


welche   die   Grofsen   <  =  2  cos  y^,   ^^  =  2  cos  -jy  «=»  2  sin  —   zu 
Wurzeln  hat,  die  Werte: 


Somit  erhält  man  mittelst  der  Ausziehung  von  drei  Quadratwurzeln 
den  Wert  von  2  8in  -öt-,  welcher   die  Seite  des  regulären  Polygons 

von  34  Seiten,  und  den  Wert  von  2(1  —  cos  -yf)}  welcher  das  Qua- 
drat der  Seite  des  regulären  Polygons  von  17  Seiten  darstellt.  Zu 
gleicher  Zeit  ergiebt  sich  aus  der  Formel  a?  =  cos  -r=-  +  Y —  1  sin-Ty- 

eine  Wurzel  der  Gleichung  X  «=  0^  welche  dann  zur  Bestimmung 
aller  andern  dient. 

536. 

Handelte  es  sich  darum,  die  Gleichung  rc^^^  —  1  =  0  aufzulösen 
oder  den  Ereisumfang  in  257  gleiche  Teile  zu  teilen,  so  würde  diese 
Aufgabe  kaum  schwieriger  sein,  wie  die  soeben  geloste;  man  würde 
nur  vier  Gleichungen  zweiten  Grades  mehr  aufzulösen  haben,  so  dafs 
sich  ein  reguläres  Polygon  von  257  Seiten  einem  Kreise  in  elementar- 
geometrischer Weise  ebenso  gut  einschreiben  läfst,  wie  ein  solches 
von  17  Seiten.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  dem  regulären  Polygon 
?on  2^^  4~  ^  o^^^  65537  Seiten,  das  sich  ebenfalls  auf  elementare 
Weise  konstruieren  läfst.  Dasselbe  gilt  von  den  Polygonen  von  2^^ 
und  von  2"  —  1  Seiten,  da 

2^«  —  1  =  (2» -  1)(28  -f  1)  =255-257  =  15- 17 -257 
ist 

Wenn  man  nämlich  auf  einem  gegebenen  Kreise  C  den  Bogen, 

welcher  gleich  —  C,  und  den  Bogen,  welcher  gleich  -.  -  G  ist,  kon- 
struieren  kann,  so  ist  ihre  Diflferenz  gleich  -^rr  C,  und  die  Hälfte 
dieser   Differenz  giebt  den  Bogen,  welcher  -^tt-  C  ist.     Kennt  man 
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femer  diesen  Bogen  und  den  Bogen,  welcher  gleich  -^^  C  ist,  so  kennt 

man  auch  den  Bogen,  welcher  gleich  (-^gy  —  -a^J  C  oder  C 

ist,  und  dessen  Hälfte  die  Seite  de3  regulären  Polygons  von  65535 
Seiten  zur  Sehne  hat 

537. 

Fünftes  BeispieL  n(=»41. 

Wir  bringen  die  Zahl  n  —  1  auf  die  Form  8  •  5  und  bilden  zu- 
nächst die  Gleichung  fünften  Grades,  welche  die  Perioden 

1)  =  (8:1),  p'^(S:g),  p"  =  (S:g'),  p"^(8:f),  p^^  =  (8Y) 

ZU  Wurzeln  hat.  Die  einfachen,  in  diesen  Perioden  enthaltenen  Wur- 
zeln bestimmen  sich  mit  Hülfe  der  primitiven  Wurzel  g  <=  13*), 
welche  der  Gleichung  jr*®  +  1  =»  ÜR(41)  oder  einfach  ^^=  —  1  genügt, 
ohne  dafs  ^  =  —  1  wäre,  folgendermafsen: 

i)    =  (  1,  38,  9,  14,  40,    3,  32,  27) 

p    =  (13,    2,  35,  18,  28,  39,    6,  23) 

p"  =  (  5,  26,  4,  29,  36,  15,  37,  12) 

i)'"  =  (24,  10,  11,    8,  17,  31,  30,  33) 

p^=  (25,     7,  20,  22,  16,  34,  21,  19). 

Hieraus  erhält  man  mittelst  des  Satzes  in  Artikel  500  die  linearen 
Werte  von  pp^  pp\  p^  und  aller  derjenigen  Gröfsen,  die  aus  diesen 
sich  ergeben,  nämlicl^: 

PP      =3i)    +2p'  ^p"  +21?^,  pp"    =2p    +2p'  +2p"  +!>'" -h>'' 
PP"   =3i>'  +2ij"'  +f''+2p   ,  p'p"  =2p'  +2p"  +2p"'  +j,^-hp 
p'p"  =3i)"  +2p"+p    ■\-2p'  ,  p"p"=^2p"  -\-2p"' -^2^+p   -\-f 
I,"yv=3y"  ^2p    +/  +2l)"  ,  p'p  ^2p"'  +2f^+2p    +p    +/ 
p^p  ^Zp^+^p'  +P"  +2P"',  l)^V  =2pi^+2i.    +2p'  -\-p"  ^f, 

p*    =8  +  3/    -\-2p"   +2p" 
p  =8  +  31,"   +2p"'  -{-2p^ 
p"*  =  8  +  3/"  +  2p^  +  2p 
/"« =  8  +  3j)iv  +  2i)     +  2p' 
|,iv«=8  +  3i)     +2/    +2j)". 

*)  Von  den  16  Werten,  welche  in  diesem  Falle  die  primitive  Wnnel  haben 
kann,  haben  wir  den  Wert  IS  gewählt.    Diese  16  Werte  sind 

±  (6,  7,  11,  12,  13,  15,  17,  19). 

Anm.  d.  Ver£ 
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Mittelst  dieser  Gleicbimgeii  lassen  sich  die  Werte  von  |>',  p\  p"\  p^^ 
leicht  durch  p  ausdrücken^  wodurch  man  ziemlich  schnell  zu  der  ge- 
suchten Gleichung  fünften  Grades  gelangt. 

Verbindet  man  nämlich  den  Wert  von  p^  mit  der  Gleichung: 

0  =  1  +j)+/+i>"+l>"'+i>^^ 
so  ergiebt  sich  zunächst: 

p^  +  2p  —  6=p—  2pl^. 

Multipliciert  man  jede  Seite  mit  p  und  substituiert  dann  auf  der 
rechten  Seite  die  linearen  Werte  von  pp'  und  i>P^f  so  folgt: 

p^  +  2p^  —  13i?  -  4  =  4p'  +p". 

Multipliciert  man  diese  wiederum  mit  p  und  führt  die  analogen  Ver- 
einfachungen auS;  so  erhält  man: 

jp*  +  2p^  —  13p*  -  8i)  +  6  =  3/  +  3p\ 

Wird  auch  diese  noch  mit  p  multipliciert^  so  entsteht: 

-p6  ^  2i)*  —  I3p^  _  8jp«  —  Sj)  +  6  =  6p"  +  3i)^v 

Aus   diesen  Gleichungen   ergeben  sich  zwei  Werte  für  9p^.    Setzt 
man  dieselben  einander  gleich^  so  ergiebt  sich  die  gesuchte  Gleichung: 
^6  ^^4  _  iQpZ  ^  5^2  +  21jp  —  9  =  0.  (Ä) 

Dieselbe  würde  man  direkt  aus  den  Formeln  des  Artikel  503 
gefunden  haben.  Diese  nämlichen  Gleichungen  ergeben  die  Werte 
von  p',  p",  p'\  j^y  ausgedrückt  als  Funktionen  von  p^  wie  folgt: 

9p     =      2i>*  +  2/~29i/  +  10i>+12 

9/"  =_4i)*-~7i)»  +  58i)«+19i>-60 
9p^=       2^*+   i?'-19i>«~   4i)  +  33 
oder  einfacher: 

3/    =      p«_io  +  | 
3j,"  ==      1,3  +  21,«  -  131,  -  5  +  ^ 
31,"'  =  _  1,»  _  21,»  +  131,  +  8  -  ^ 
3yv___p«_3^  +4+1-. 

Cm  eine  Vorstellung  von  diesen  Werten  zu  geben^  setzen  wir  die 
Näherungswerte  dieser  Wurzeln  her^  wobei  wir  mit  p  die  gröfste  der 
positiven  Wurzeln  bezeichnen: 
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V  — 

3,0625390796 

p'  - 

0,4461014296 

ff 

p  — 

1,2162875038 

p  = 

-  1,1958668406 

yv==. 

-  4,5290611724 

P     =3     +  2^ 


P     •="!     +  3    , 


//  tf 


VII 


538. 

Nunmehr  müssen  wir  jede  der  fönf  Perioden  von  8  Gliedern, 
welche  wir  mit  py  p,. .  .p^  bezeichnet  hatten,  in  zwei  andere  mit 
dem  Buchstaben  q  bezeichnete  zerlegen,  wie  folgt: 

q      =  (  1,    9,  40,  32) 

q^     =  (38,  14,  3,  27) 

['      =  (13,  35,  28,    6) 

3^1   =  (  2,  18,  39,  23) 

r     -  (  5,    4,  36,  37) 

q^  =  (26,  29,  15,  12) 

r    =(24,  11,  17,  30) 

gTm„  (10,    8,  31,  33) 

g^  =.  (25,  20,  16,  21) 

3=  =  (  7,  22,  34,  19). 

Das  Produkt  qq^  ist  die  Summe  der  vier  Perioden  (4:39),  (4:15\ 
(4:4),  (4:28).  Diese  Perioden  sind  q^\  g^  q",  q,  und  ihre  Summe 
ist  gleich p'  -\- p'.  Mithin  ist  die  Gleichung  zweiten  Grades,  deren 
Wurzeln  q  und  q^  sind,  die  folgende: 

Aus  dieser  ergeben  sich  dann  alle  andern,  wie  folgt: 

Wurzeln:  q    und  g^  Gleichung:  g* — pq     •\-p'     +!>"   =0 


P     =3     +2 


vm 


|,IV  „  glV   ^  jIX^ 


q     und  q^^ 

n 

a'-p'q  -hp"  +p"^o 

q     und  (^ 

n 

^-p"q    +p"'    +prv_o 

q"  und  g^^^ 

tf 

3.__p"'g+piv  +p     -0 

g^^und  q^ 

}} 

ji-pIYj+p        +p'      =0. 

539. 

Endlich  ist  noch  jede  der  mit  q  bezeichneten  Perioden  von  fier 
Gliedern  in  zwei  andere  von  zwei  Gliedern  zu  zerlegen.  Wir  be- 
zeichnen diese  Perioden  durch  den  Buchstaben  t    Die  Werte  tod  t 
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nnd  die  Oleichungen,  dnrch  welche  je  zwei  von  ihnen  bestimmt  wer- 
den, sind  folgende: 


=  t       -i-t^ 


= «'      +  <« 


»/ 


=  ( 


ff 


'ff 


=  t 


ff* 


+   ^™ 


^jxm 


»IV 


iVI 


=  ^IV      _j_  ^XIV 


i^     +  <xv 


=  ^VI      -^  ^XVI 


^vn   ^  ^vn   ^  ^xvn 


jVin  ,^  ^vni  j^  ^xvin 


jx 


=  ^ix    ^  ^xix 


i 

r 

fff 


=   y.13  ^   ^8 

-SS  ^5  J_  ^6 

r'      =  r«*  +  r'' 
fxm    =  ^11  _|_  ^ 

^XV        „  yl4  _j_  ^7 

^VI         =  y»    ^  y89 

^XVI      =  yl8  ^  ^8 

^vm    __  yio  ^  ^1 
^xvm  _-  y^  4-  r^ 


t^  —  qt      +  ff^™  =  0 


t^-^qt      +3^^    =0 


^^-2"^     +(Z 


0 


t^-q   t    +i      =0 


t^  —  q^t  +j"     ==0 


^2_jV^      ^g''' 


0 


t^  —  q'nt   +jiv    =0 


^2  -  gvn^  ^  gv     _  0 


^»^jvm^^jvi    „0 


t^  —  jix^   4.  gvn  =  0. 


Die  Gleichung  zweiten  Grades,  welche  q  und  q^  zu  Wurzeln  hat, 
bestimmt  nicht,  welche  von  diesen  beiden  Wurzeln  für  q  genommen 
werden  mub.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  der  Gleichung,  welche  ^ 
nnd  q^  zu  Wurzeln  hat,  und  ebenso  mit  den  drei  andern  analogen. 
Um  in  dieser  Hinsicht  jede  Unbestimmtheit,  diejenige  ausgenommen, 
welche  zwischen  q  und  q^  besteht,  und  die  nicht  zu  umgehen  ist,  zu 
beseitigen,  mufs  man  in  Übereinstimmung  mit  der  vorstehenden 
Theorie  die  Werte  der  Potenzen  j*,  q^y  g*,  g^  der  Wurzel  q  linear 
ausdrücken  durch  g,  g',  q\ . . .  g^^.  Diese  Werte  bringt  man  dann  auf 
eine  Form,  in  welcher  sie  nur  die  Unbekannten  j,  q\  q'\  ^  ent- 
halten; dies  geht,  da  man  für  die  andern  Wurzeln  die  Ausdrücke 


a^=l>  — 3: 


jvi  ^^  ^  ^^  ^vn  ^^'  _  ^^  gvm  _p-  _  ^- 


gnc_^_ji. 
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substituieren  kann.  Aaf  diese  Weise  erhält  man  vier  Gleiehiingen, 
mittelst  deren  man  g',  g ',  q\  q^  durch  die  Potenzen  von  q  ohne 
jede  Zweideutigkeit  ausdrücken  kann.  Dadurch  werden  zugleich  die 
andern  Wurzeln  j^,  g^, . . .  g^^  mitbestimmt 

540. 
Ist  daher  zwischen  den  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

die  Bestimmung;  welches  der  Wert  von  q  sein  solle,  getroffen,  so 
werden  alle  andern  Gröfsen  qy  g[\ . . .  bekannt  und  eindeutig  gegeben 
sein.  Geht  man  sodann  von  den  Perioden  q  mit  vier  Gliedern  zq 
den  zweigliedrigen  Perioden  t  über;  welche  durch  zehn  Gleichungen 
vom  zweiten  Grade  bestimmt  werden,  so  tritt  eine*  erste  Zweideutig- 
keit; die  sich  nicht  umgehen  läfst;  bei  dem  Werte  von  t  auf,  da  man 
für  diese  die  eine  der  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

t^  —  qt+q'^^O, 

und  zwar  gleichgültig  welche,  nehmen  kann.  Sodann  aber  läfst  sich 
jede  Zweideutigkeit  bei  der  Bestimmung  der  19  andern  Wurzeln 
t'y  (\ . . .  t^^^  vermeiden,  wenn  man  sich  desselben  Verfahrens  bedient, 
welches  wir  bei  den  Wurzeln  j ,  q\ . . . gp-  angegeben  haben.  Indessen 
sind  die  hierzu  erforderlichen  Rechnungen  von  einer  abschreckenden 
Länge,  und  es  liegt  allerdings  darin  ein  Mangel  der  soeben  entwickelten 
Methode,  dafs  sie  kein  einfaches,  aus  demselben  Gebiet  der  Analjsiä 
herrührendes  Hülfsmittel  an  die  Hand  giebt,  um  jede  Zweideutigkeit 
bei  der  Bestimmung  der  Perioden,  welche  aus  den  Perioden  höherer 
Ordnung  abgeleitet  sind,  zu  beseitigen.  Gauss,  der  Begründer  dieser 
Methode,  hat  selbst  diesen  Übelstand  gefühlt  und,  um  demselben  ab- 
zuhelfen, vorgeschlagen,  dafs  man  sich  der,  aus  einer  Tafel  der  natür- 
lichen Sinus  zu  entnehmenden,  Näherungswerte  der  verschiedenen  Glieder, 
welche  man  sucht,  bedienen  solle.     So  hat  man  in  unserm  Beispiele 

r  ^  cos  -^jj-  +  y— 1  sin  -j^, 
also  allgemein: 

r«  +  r»-"  =  2  cos  —t,—  • 

41 

Setzt  man  der  Kürze  wegen  Ä  «=  1,  so  ergiebt  sich: 

ya  j_  y»— a  e_.  2  cos     .,    • 

41 

Mit  Hülfe  dieser  Formel  lassen  sich  die  Grofsen  j,  g', . . .  auf  eine 
sehr  einfache  und  bestimmte  Weise  folgendermafsen  ausdrücken: 
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q   =  2  cos  -Ti — h  2  cos  -  - 

*  41  41 

a  =  2  cos   ^  , h  2  cos  —rr- 

■*  41  41 

g  =  2  cos  -Ti — r  2  cos  - - 

41  41 

U.  8.  W. 

Greht  man  sodann  von  den  aus  vier  Gliedern  bestehenden  Perioden 
q  zn  den  Perioden  von  zwei  Gliedern,  die  wir  mit  t  bezeichnet  haben, 
über,  so  erhält  man  für  die  letzteren  die  sehr  einfachen  Werte: 

t   «=  2  cos —TT-,     t^   =  2  cos -rr- 

41  41 

^    =  2  COS  -  -     ,     ^^  =  2  cos  -j:^- 

41  41 

t    =s  2  COS -TT-,     P"=2cos 


41    '  41 

U.   S.  W. 

Nimmt  man  nun  für  diese  Grofsen  die  angenäherten  Werte,  mit 
den  ihnen  zukommenden  Vorzeichen  versehen,  so  ist  bei  der  Auflösung 
der  quadratischen  Gleichungen,  welche  die  verschiedenen  Werte  von 
q  und  t  geben,  keine  Zweideutigkeit  mehr  zu  befürchten. 

541. 

Man  erkennt  übrigens  a  priori  den  Grund,  warum  die  allgemeine 
Losung  so  vielen  Zweideutigkeiten  unterliegt,  selbst  wenn  man  sich 
aller  Hülfsmittel  bedient,  welche  die  Methode,  um  aus  einer  gegebenen 
Periode  alle  andern  von  derselben  Gliederzahl  abzuleiten,  an  die  Hand 
giebt.  Derselbe  besteht  darin,  dafs  die  allgemeine  Losung  gilt,  wel- 
ches auch  der  Wert  der  glänzen  Zahl  Ic  sein  möge;  und  da  diese 
Zahl  alle  Werte  von  1  br^  —  1  annehmen  kann,  so  ist  klar,  dafs 
jede  Veränderung  des  W^  J  von  h  die  Reihenfolge  der  aus  einer 
and  derselben  Anzahl  vd  .  Gliedern  bestehenden  Perioden  verän- 
dern mufs. 

So  kann  man  bei  dem  Beispiel  n  —  1  =  40,  mit  dem  wir  uns 
beschäftigen,  für  k  vierzig  verschiedene  Werte  nehmen;  unter  diesen 
giebt   es   je    zwei,    welche    dieselben   Werte    von  t   hervorbringen, 

da  der  Wert  ^  =  2  cos sich  nicht  ändert,  wenn  man  n  —  i  für 

\  setzt.    Man  mufs  daher  für  eine  und  dieselbe  Wurzel  Vy  in  welcher 
a  konstant  ist,  20  verschiedene  Werte  finden,  und  diese  20  Werte,  die 
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alle  unter  einander  verschieden  sind,  stellen  die  vollständige  Reihe 
t,  f,  r,  ...t^^  dar. 

Die  Zahl  20 ,  welche  aus  den  drei  Faktoren  5* 2-2  zusammen- 
gesetzt ist,  erklärt  sich  in  natürlicher  Weise  durch  die  fünf  Werte 
von  jp,  welche  aus  der  Gleichung  (A)  sich  ergeben,  durch  die  swei 
Werte  von  g,  die  man  aus  der  Gleichung  g'  —  l>ä  +  p'  +  p"  =  ^ 
erhält,  und  durch  die  zwei  Werte  von  tj  die  aus  der  Gleichung 
fi  —  ?'  +  2^^™  =  0  entspringen. 

542. 

Will  man  nur  das  schliefsliche  Resultat  haben,  sei  es,  um  samt- 
liche Wurzeln  der  Gleichung  X  <=>  0  zu  erhalten,  oder  sei  es,  am  die 
Peripherie  des  Kreises  in  n  gleiche  Teile  zu  teilen,  so  kann  man  die 
soeben  angeführten  Schwierigkeiten  gröfstenteils  vermeiden,  und  man 
bedarf  nur  einen  kleinen  Anzahl  von  Versuchen,  um  zu  einer  oder 
mehreren  Losungen  in  der  einfachsten  Form,  deren  sie  fähig  sind, 
zu  gelangen.    Wir  wollen  dies  an  dem  Falle  n  =  41  erläutern. 

Zunächst  mufs  man  den  angenäherten  Wert  einer  Wurzel  der 
Gleichung  suchen  und  sodann  aus  dieser  Wurzel,  welche  mit  p  be- 
zeichnet sei,  die  vier  andern,  welche  wir  p,  p'j  p\  p^  genannt 
haben,  bestimmen.  Das  Resultat  dieser  Rechnung,  für  welche  wir 
oben  die  erforderlichen  Formeln  angegeben  haben,  ist  folgendes: 


ADgenäherte  Werte  der  Wurzeln. 


Logarithmen  derselben. 


p  = 

j»  = 

ff 

p  = 


3,0625390796 

0,4461014296 

1,2162875038 

— 1,1958668406 

—  4,5290611724 


0,48608163926 

9,6494332150 

0,08503624496 

0,0776828238 

0,6560081866 


Mittelst  dieser  Wurzeln  berechnet  man   die  Werte  von  q  and  q^, 
ebenso  die  von  g"  und  g^  nämlich: 

q  und  g^nach  der  Formel: 

2,3573430658 

0,7051960138, 


j  =  i-j)  +|/i.|,»  -p'  —p"    = 
q    und  2^°  nach  der  Formel: 


q=\f±Yki'^-r-7'' 


3,0769019087 
— 1,8606144049. 
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Wir  bemerken  ferner,  daXs  sich  unter  den  Gleichungen ^  welche 
je  zwei  der  zwanzig  Werte  von  t  bestimmen,  die  Gleichung 

findet,  aus  der  man  die  folgenden  beiden  Werte  erhält: 


'-^f+VWif^- 


Nach  dem  vorstehenden  Resultate  mufs  aber  q  eine  der  beiden  Zahlen 

2,357 ,   0,705 und  q'  eine   der   beiden  Zahlen  3,0769 , 

—  1,8606  ....  sein.     Somit  kann  man  nur  folgende  vier  Annahmen 
machen: 


q  =2,3573430658 
[g"=  3,0769019087 


II 


q  =      2,3573430658 
q"  =  -  1,8606144049 


(q  =0,7051960138                (q  =       0,7051960138 
lg"  =  3,0769019087  lg" 1,8606144049. 

Die  zweite  Annahme  kann  nicht  stattfinden,  weil  die  daraus  sich 
ergebenden  Werte  von  t  imaginär  sein  würden.  Die  dritte  Annahme 
kann  ebenfalls  nicht  gelten,  weil  sich  daraus  ein  Wert  von  t  ergäbe, 
der  gröfser  als  2  wäre,  und  der  somit  nicht,  wie  es  sein  mufs,  durch 
2  cos  CD  dargestellt  werden  könnte.  Man  hat  daher  nur  die  Werte 
von  t  zu  berechnen,  welche  sich  aus  der  ersten  und  vierten  Annahme 
ergeben.     Diese  Werte  sind: 

( t  =      1,6358587205  =  2  cos  (35«  T 19",  0244) 
t  =     1,4410431882  =  2  cos  (43«  54'  8",  7804) 

[t 0,52996300385=2cos(105«21'o7",07311) 

<=  —  l,330G5140105=2cos(131'»42'26",34157). 


Bei  der    I.  AWahme 


Bei  der  IL  Annahme 


Nun  hat  man  aber: 


-?*-=    35«  7' 19",  02439,       ^=    43«54'  8",  78049 
^  =  105«21'57",  07317 ,       -^^'-  =  13l'>42'26",  3414G. 

41  '41  ' 


Mithin  kann  man  hieraus    schliefsen,  dafs  die  vier  bei  unsern 

Sn 
41 


Sic 

beiden  Annahmen  gefundenen  Werte  von  t  genau  gleich  2  cos  -— r- , 


10«     o  24«     Q  *       30«         •  ..  j  .       j 

2  coa  — -7— ,  2cos    ^    ,2  cos  sein    wurden,   wenn   man    m    den 

Formeln  die  genauen  Werte  der  Wurzeln  p,  p,  p'\  p'\  p^^  substituiert 
hätte.     Daraus  ergeben  sich  die  folgenden  vier  Lösungen: 

liege ndro,  ZahlenUieorie  IL  15 


It   ' 
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2  COS 


2  COS 


2  cos 


2  cos 


Sn 

IT 


41 


24« 
~41 


30  TT 

41 


1.  Losung: 

2.  Losung: 

3.  Lösung: 

4.  Losung: 


ff=-2J>  +  2yp*  -4p'  -4p" 


=4-1' -oVi»"  -4p' -Ap" 


ff 


q=YP  — 


{Vp"*-4p"-4i:^\ 


Eine  einzige  von  diesen  Lösungen  genügt^  um  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  X  =  0  zu  erhalten.     Denn  setzt  man  z.  B. 

OTT        I      ^  /'        ^  Off 


cos 


80  erhalt  man  aus  dieser  Wurzel  alle  andern  durch  die  aufeinander- 
folgenden Potenzen  r*,  r*, . . .  r*®. 


tra 


543. 

Wir  wollen  jetzt  zusehen,  welchen  Vorteil  diese  Unter 
suchung  gewährt;  wenn  e»  gilt^  die  Funktion  X  vom  n— 1 
Grade   in   Faktoren   zu    zerlegen^    deren   Grade   Teiler    von 
n  —  1  sind. 

Will    man    die  Funktion  X   nur   in    zwei   Faktoren  vom    Grade 

w=~(n  — 1)   zerlegen,   so    braucht   man    4X  nur   auf  die   Fomi 

Y^  +  nZ^  zu  bringen,  nämlich  auf  die  Form  T*  +  »Z*,  wenn  n 
von  der  Form  4i —  1,  und  auf  die  Form  Y^  —  nZ\  wenn  n  von 
der  Form  4i  -{-  l  ist  Nur  in  diesem  letzteren  Falle  sind  die  Fak- 
toren m*«"  Grades  reell,  da  4X=  (Z-f  ir|/n)(F-  ZVn)  ist 

Allgemein  kann  man,  wenn  n  —  1  =  mk  gesetzt  wird,  das  Polynom 
X  vom  Grade  mh  in  k  Polynome  vom  Grade  m  zerlegen.  Dies  giebt 
so  viel  mögliche  Zerlegungen,  als  es  Arten  giebt,  die  Zahl  n  —  1  als 
Produkt  zweier  Faktoren  darzustellen. 

In  dem  Beispiele,  mit  dem  wir  uns  beschäftigen  und  in  welchem 
n  — 1=40  =  2^.5  ist,  kann  man  das  Polynom  X  vom  40**"  Graile 
auf  fünf  verschiedene  Arten  zerlegen,  nämlich: 
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in  2  Paktoren  vom  Grade  20 
in  4  Faktoren  vom  Grade  10 
in  5  Faktoren  vom  Grade  8 
in  10  Faktoren  vom  Grade  4 
in  20  Faktoren  vom  Grade     2. 

Wir  wollen  diese  verschiedenen  Fälle  entwickeln. 

Nach  den  vorhergehenden  Rechnungen  sind  die  zwanzig  Fak- 
toren zweiten  Grades: 

T  =01?  — tx  +1 
r  =a?  —  t'x  +1 
r    =s?  —  t"x    +1 


Txix=  ^  _  ^xix^+  1. 


Durch  Multiplikation  der  beiden  Faktoren  T  und  T^  bildet  man  den 
Faktor  Q  vom  vierten  Grade;  ebenso  erhält  man  durch  Multiplikation 
der  beiden  Faktoren  T  und  T^  den  FaktoV  Q[  u.  s.  w.  bis  zum 
Faktor  Q^^,  so  dafs  die  zehn  Faktoren  Q^  ^,  C, ...^^^  folgender- 
Diafsen  ausgedrückt  werden: 

Q  =  (ir«  +  \y  -  x{pi?  +  \)q  +  gv^^a;^ 
q[  =  (x«  +  \y  —  x{x^  +  \)q'  +  3^^  x" 
q'  =  ix'  +  1)2  -  x{ci?  +  \)q    +  ja;2 


Die  Faktoren  achten  Grades  werden  gebildet  durch  Multiplikation 
zweier  Faktoren  vierten  Grades  von  der  Art  wie 

p=  QQ^^ r^qQ^\  p"=  g'(2^,  p'"==  Q^^^^Q''^  p^^=  gi^(2^\ 

Man  erhält  auf  diese  Weise: 
p=  (a:«  +  1)*  —  rr(a:«  +  \)\q  +  g"")  +  a^^C^'  +  1)'(3'"  +  (?''''' +(?(Z^') 

-  a?{:x?  +  l)(3g"  +  g^g^^i)  +  a^q'^q'^^K 

Werden  in  diesem  Ausdrucke  zunächst  die  Eoefficienten  auf  die 
lineare  Form  gebracht  und  sodann  durch  die  Wurzeln  p  ausgedrückt; 
so  erhalt  man,  da  sich  aus  dem  Werte  des  Faktors  P  sogleich  die 
vier  andern  ergeben,  das  System  dieser  Faktoren  in  folgender  Form: 

15* 
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P    =  («»  +  1)*  -  x{^  +  Vfp  +  3?(a?  +  l)»(i»'  +i>"  4-p'") 

+  «»(a;»  + 1)(1 +1))  +  a5*(p +p"0 
P'  =  (x»  +  1)«  _  «(a;»  +  1)V  +  a;*(a^  +  l)«(p"  +p"'  +  piv) 

+  «»(«»  + 1)(1 +/)  + a:*(p' +1») 
P"  =  (a;«  4- 1)*  _  a;(x*  +  1)V  +  «»(x*  +  l)»(p"'  +  piv  +_p) 

+  x»(x»  +  1)(1  +p")  +  «*(!."  +p') 

p"' = (ic« + 1)*  -  «(«* + i)y" +»»(««+ i)»(i)i^  +i) + p) 

+  a;«(««  +  1)(1  +p"')  +  a:*(p"'  +p") 
piv=  (a;«  +  1)«  _  a;(x»  4-  l)y  V  +  a^(a»  +  1)«(|>  +!>'  +  p") 

+  «»(«*  +  1)(1  +1»")  +  Ä*(j)^  +!>'"). 

544. 

Die  zwei  Faktoren  Vom  zwanzigsten  Grade,  welche  in  dem 
Polynom  X  aufgehen,  haben  wir  bereits  gebildet;  wir  Sachen  daher 
jetzt  die  vier  Faktoren  zehnten  Grades.  Zu  diesem  Zwe<ie 
müssen  wir  zunächst  die  Werte  der  vier  Perioden 

p==(10:l),    p'-(10:</),    p"-(10:A    p"'-(10:y») 

haben,  deren  Entwicklung,  wenn  stets  ^  <=i  13  genommen  wird,   fol- 
gendermafsen  lautet: 

p    =.  (  1,  25,  10,    4,  18;  40,  16,  31,  37,  23) 

p'  =  (13,  38,    7,  11,  29;  28,    3,  34,  30,  12) 

p"  =  (  5,    2,    9,  20,    8;  36,  39,  32,  21,  33) 

p'"  =.  (24,  26,  35,  14>  22;  17,  15,    6,  27,  19). 

Hieraus  ergiebt  sich  dem  Satze  des  Artikel  500  zufolge: 

p«  _8-2p  +p"+2p"',  pp' 2  +  2p',  pp"  =  -2  +  p+p" 

p'«  =8-2p'  +p"'+2p  ,  p'p" 2+2p",  p'p'"^ 2+p'+e"-. 

p"«-8-2p"  +  p  +2p',   p"p"' 2+2p"', 

p"'*=8-2p"'+p'  +2p",   p"'p 24-2p. 

Um  die  Gleichung  vierten  Grades,  durch  welche  p  bestimmt   wird, 
zu  erhalten,  bilden  wir  der  Reihe  nach  die  Gleichungen: 

P»  +  2p-8-.p"  +  2p' 

p»  +  2p*  —  13p  +  6  —  p' 

p*  +  2p»  -  13p*  +  5p  +  2  -=  p" 

und  erhalten  aus  den  beiden  letzteren  die  gesuchte  Gleichung: 

p*  +  p'  -  15  p*  +  18p  -  4  -=  0. 


rrt 


ft 


g  3.    AnwenduDg  der  Theorie  auf  numerische  Beispiele.  229 

Dieses  Resultat  hatte  man  auch  direkt  mittelst  der  Formel  in  No.  517 
erhalten  können;  man  findet  dasselbe  in  der  Tafel  der  No.  522. 

Kennt  man  eine  Wurzel  q  dieser  Gleichung,  so  erhält  man  die 
drei  andern  in  der  einfachsten  Weise  durch  die  Formeln: 

?-iii^,  9  "=i+n^.  <f  =2--. 

übrigens   läfst   sich   die   in  Bede   stehende  Gleichung   in   zwei 
Gleichungen  zweiten  Grades  zerlegen,  und  zwar  sind  dieselben,  wenn 

man  a  «»  Y^  setzt, 

P*-4p(«-1)  +  4(«-5)  =  0 

P*  +  Y?(«4-1)-y(«  +  5)-0, 
und  hieraus  ergiebt  sich: 


9 

ff 

9 


M=_|(„  +  l)-i-^|/2a»  +  10«. 


9 

9 

Die  angenäherten  numerischen  Werte  sind: 

a  —      6,40312423809 

y2a»—  10«  =      4,23895713816 

1/2«*  +  10a  =     12,08433872337 

Q  =      0,291041 7749Ü 

9  =      1,17030362132 

q"  =      2,410520344065 

p"'=— 4,871865820365. 

Mit  Hfilfe  der  KettenbrQche  wQrde  man  die  folgenden  Werte,  die 
sich  aas  einander  ableiten  und  nahezu  ebenso  angenähert  sind,  wie 
die   "vorstehenden,  finden: 

6066     ,    34806     « 29741     ,„ a4676 

^  ""  17403" '  *  "°  29741  '  *     12888  '   ^  ~     6065 

Es  ist  bemerkenswert,  daTä  man  die  Wurzeln  q,  q,  q",  q"  aus 

den    oben  für  ^,  i,  i\  . . .  gefundenen  Werten  erhalten  kann.    Man 

hat  nämlich: 

Q  =.t    +  <iv  ^  ^vm^  ;xn  ^  ^xvi 

p  =  r    +  «^  +  <"  +  *^'+  <^^° 

g"  =  t"  +  «^  +  F     +  «^  +  i^'^™ 
p"'=  t'"  +  *"'+  <"  +  t^^  +  <^«. 
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Mitbin  drücken  sich  die  Werte  von  q,  welche  durch  einfache 
Quadratwurzeln  dargestellt  werden,  auch  durch  die  Grofsen  ^  aus, 
von  denen  jede  von  einer  Gleichung  fünften  Grades  und  zwei  Glei- 
chungen  zweiten  Grades  abhängt.  Diese  Identität  dürfte  man  bei 
Anwendung  der  später  angegebenen  Werte  von  p  nicht  leicht  nach- 
träglich beweisen  können. 

545. 

Will  man  jetzt  den  Faktor  zehnten  Grades  haben,  welcher  alle 
Wurzeln  der  Periode  q  enthält,  so  hat  man  nur  das  Produkt  zu 
bilden: 

o;*  4- 1 
worin  y  =  — -'- —  ist.     Stelleu  wir  die  Entwicklung  dieses  Produkts 

durch 

x\y^  -  ay*  +  ßy^  -yf  +  Sy-e) 

dar,  so  haben  wir  zunächst: 

Ferner  erhalten  wir  aus  den  Werten: 

^XVI  _  ^18  ^  y2S 

die  folgenden  Gleichungen: 

ß  =  S{U^)  +  S(«^i)  =  _  1  _  p  +  p'" 

a  =  sitfi'^t'^t''^)  =  _  3  _  p"  -  sq" 

^^IfiVfYJn^xu^xyi  =  1  —  p. 

Mithin  ist  das  gesuchte  Polynom  zehnten  Grades : 

(X^  +  1)5  _  p^(^2  +  1)1  _  (1   +  ^  _  q''')x\x'  +  ly 

+  (2  +  p  -  p>3(^2  ^  1)2  _  (3  ^  ^"  +  3Da;*(x*  +  1)  -  (1  - q)^' 

Diese  Funktion  giebt  im  Verein  mit  den  vier  andern,  die  daraus 
entstehen,  wenn  man  jeden  Buchstaben  q  um  eine  Stelle  vorrücken 
läfst,  die  vier  Faktoren,  deren  Produkt  gleich  X  ist  Auf  diese 
Weise  ist  also  die  Gleichung  vierzigsten  Grades  X  =  0  unmittelbar 
in  vier  andere  vom  zehnten  Grade  zerlegt,  deren  KoefGcienten  nnr 
von  den  durch  einfache  Ausziehung  von  Quadratwurzeln  bestimmteD 
Gröfsen  q  abhängen. 
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§4. 
Redoktlonsmetliode  zur  Vervollständigimg  der  vorstehenden  Theorie. 

546. 

E»  dürfte  nicht  unnützlich  sein,  die  soeben  von  uns  ent- 
wickelte Theorie  in  wenige  Worte  zusammenznfassen. 

Ist  die  Gleichung  x^  — 1=0,  in  welcher  derExponent  n  eine 
Primzahl  ist,  gegeben,  und  sieht  man  von  dem  Faktor  x  —  1  ab,  so 
reduciert  sich  alles  auf  die  Bestimmung  der  imaginären  Wurzeln  der 
Gleichung  X  =  0,  und  da  jede  Wurzel  von  der  Form 

2kn     .    ,/ T    .      2kn 


-  +  V^ 


cos h  V  —  1  sm 


n       '    '  n 

ist,   so    braucht    man    nur   einen   der   reellen    Werte    von   a;  +  — ; 

welcher  stets  durch  2  cos  -- —  dargestellt  wird,  zu  haben.     Hierzu 
gelangt  man  durch  die  Auflösung  einer  Reihe  von  Gleichungen,  deren 

Grade,  mit  einander  multipliciert,  das  Produkt  ^(^""1)  ^^g^ben,  und 

deren  Wurzeln  sämtlich  reell  sind. 

Ist  k  die  gröfste  Primzahl,  welche  in  n — 1  aufgeht,  und  ist 
n  —  1  =  mk,  so  bildet  man  zuerst  die  Gleichung  vom  Grade  k,  welche 
die  Perioden  von  m  Gliedern,  nämlich  (tnil),  (mig),  (mig^),-"  (w:^*"~^), 
worin  g  eine  der  primitiven  Wurzeln  von  n  ist,  zu  Wurzeln  hat.  Diese 
Gleichung,  welche  von  der  Form |>*+jp*~^  +  «'i'*'"^  +  ^i^*""^  +  *'"  =  0 
ist,  und  deren  Koefficienten  stets  ganze  Zahlen  sind,  besitzt  die  fol- 
genden zwei  bemerkenswerten  Eigenschaften: 

1)  Wenn  die  Wurzeln  p,  p\  p\ ...  die  Werte  der  Perioden  von 
»1  Gliedern  in  der  Reihenfolge  (w:l),  (mig),  (mig^),...  oder  allge- 
mein in  der  Reihenfolge  (m:a),  (miag),  {m:ag^\...  sind,  und  wenn 
eine  dieser  Wurzeln  bekannt  ist  und  mitp  bezeichnet  wird,  so  ergeben 
sich  alle  folgenden  p',  p\  . .  .|>^*"^^  aus  p  und  den  aufeinanderfolgen- 
den Potenzen  j)*,  |)^  . . .  |)*~*  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 
A  -f-  Hp  +  Q^  +  •  •  •  +  -^i'*""^  i^  welchem  die  Koefficienten 
A^  B, . , ,  rationale  Zahlen  sind. 

2)  Ist  eine  rationale  ganze  Funktion  q>  der  Wurzeln  p,  p\  j>",.. 
oder  nur  einiger  von  ihnen  gegeben,  und  läfst  man  die  Buchstaben 
p  um  eine  Stelle  vorrücken,  um  nach  und  nach  von  der  Funktion  g) 
zur  Funktion  q>',  darauf  von  der  Funktion  9'  zur  Funktion  9?"  u.  s.  w. 
überzugehen,  bis  man  zur  Funktion  g?^*-'^)  gelangt,  so  ist  die  mit  S(fp) 
bezeichnete  Summe  dieser  k  Funktionen   gleich   einer   ganzen   Zahl. 
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Bei  diesen  foiilaufenden  Veränderungen  der  Funktion  q>  nimmt  jede 
in  ihr  vorkommende  Wurzel  p^"^  nach  und  nach  alle  Werte  p^''\  p^"+*\ 
p(«+2)^ . . .  p(«— 1)  an,  welche  in  der  Reihe  p^  p\  p", . . .  p^*-*^  ent- 
halten sind.  In  dieser  Reihe,  welche  in  sich  selbst  zurückkehrt,  kann 
jedes  beliebige  Glied  als  erstes  Glied  genommen  werden. 

547. 

Ist  die  Gleichung  in  p  gelöst,  und  nennen  wir  Je  die  grofste 
Primzahl,  welche  in  m  aufgeht  (wo  Ä'  auch  gleich  Je  sein  kaun),  so 
dafs  m  =  niJc  ist,  so  muTs  man  die  Periode  p=>(m:a)  in  fc' Perioden 
von  wi' Gliedern,  nämlich  in  {tnia),  (miaJi),  (w'raÄ*), ...  (m':aÄ*"^) 
wo  A  =  5f*  ist,  zerlegen.  Diese  Perioden,  welche  durch  g,  q^^\ 
q^^^\  . . .  g(*'*— *)  bezeichnet  sein  mögen,  sind  die  Wurzeln  einer  Glei- 
chung in  q  vom  Grade  Je,  deren  Koefficienten  sich  sämtlich  in  linearer 
Weise  durch  die  bekannten  Wurzeln  p,  p\  p\ . . .  ausdrücken  lassen. 

Die  andern  Perioden  von  m  Gliedern,  nämlich:  {miag\  (miaf),.., 
zerfallen  ebenfalls  in  Je  Perioden  von  m  Gliedern  mittelst  einer 
Reihe  von  Gleichungen  in  q,  welche  aus  der  ersten  gefundenen  Glei- 
chung entstehen,  wenn  man  nach  und  nach  die  Buchstaben  p  nm 
eine  Stelle  vorrücken  läfst.  Man  braucht  jedoch  nur  die  erste  von 
diesen  Gleichungen  aufzulösen;  denn  aus  einer  gegebenen  Wurzel  (/ 
dieser  Gleichung  kann  man  die  Werte  aller  andern  Perioden  von  m 
Gliedern  mittelst  rationaler  Ausdrücke,  in  denen  keine  Unbestimmt- 
heit  übrig  bleibt,  ableiten.  Ebenso  findet  man,  dafs,  wenn  irgend 
eine  ganze  rationale  Funktion  der  Wurzel  q  oder  nur  einiger  von 
ihnen  nach  und  nach  JcJe  Werte  erhält,  indem  man  jede  Wurzel  q'" 
den  ganzen  Cyklus  von  Werten,  welche  sie  überhaupt  annehmen  kann, 
durchlaufen  läfst,  die  mit  S(q))  bezeichnete  Summe  aller  dieser  Funk- 
tionen in  linearer  Weise  durch  die  bekannten  Wurzeln  p,  p,  /'... 
ausgedrückt  werden  kann. 

Setzt  man  diese  Zerlegungen  so  lange  fort,  bis  das  letzte  Glied 
der  Reihe  m,  m\  m",...  gleich  2  ist,  so  erhält  man  schliefslich  die 
Gleichungen,  welche  die  allgemein  durch  rr'"  +  ^~"'"  dargestellteD 
Perioden  von  zwei  Gliedern  zu  Wurzeln  haben,  und  die  somit  die 
vollständige  Lösung  des  Problems  geben. 

548. 

Die  Theorie,  deren  hauptsächlichste  Ergebnisse  wir  soeben  an- 
gegeben haben,  läfst  die  Auflösung  der  Gleichungen  in  p,  9,  •  •  •  übrig, 
welche  in  Bezug  auf  die  Anzahl  der  Glieder  vollständig  sind  and  in 
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mancher  Hinsicht  grofsere  Schwierigkeiten  darbieten  können,  als  die 
Gleichung  x*  —  1  =  0,  welche  den  Hauptgegenstand  unsrer  Unter- 
suchungen bildet.  Um  diesem  Übelstande  abzuhelfen^  hat  Gauss 
eine  besondere  Methode  angegeben,  mittelst  welcher  sich  die  Auf- 
losung der  in  Rede  stehenden  Hülfsgieichungen  in  jedem  Falle  auf 
die  Auflosung  eijier  zweigliedrigen  Gleichung  von  demselben  Grade, 

in  welcher  das  bekannte  Glied  die  Form  a  +  &  "j/— 1  besitzt,  zurück- 
fuhren läfst^  so  dafs  alsdann  eine  vollständige  Gleichung  Ä;^  Grades 
aufgelost  werden  kann  durch  die  Teilung  eines  Winkels,  dessen 
Cosinus  und  Sinus  bekannt  oder  wenigstens  bestimmt  sind,  wenn  die 
Teilung  des  Kreises  in  Jt  gleiche  Teile  als  bekannt  vorausgesetzt  wird. 

Diese  Reduktionsmethode  ist  um  so  bemerkenswerter,  als  sie  zu 
der  Zeit,  wo  sie  ihr  Erfinder  veröffentlichte,  von  den  Mathematikern 
als  das  erste  einigermafsen  allgemeine  Beispiel  der  Auflösung  von 
den  vierten  Grad  übersteigenden  Gleichungen,  welches  bis  dahin  be- 
kannt geworden  war,  betrachtet  werden  durfte. 

Wir  werden  hier  diese  Methode  unter  einem  neuen  Ge- 
sichtspunkte entwickeln,  welcher  die  Anwendungen  bedeutend 
erleichtern  und  die  Weitläufigkeit,  welche  bis  dahin  bei  dieser  Art 
von  Rechnungen  unvermeidlich  schien,  vollständig  beseitigen  wird. 

Um  den  Geist  der  Methode  und  das  Gesetz  der  Resultate  leichter 
begreiflich  zu  machen,  werden  wir  nicht  blofs  einen  speciellen  Fall 
betrachten,  sondern  allgemein  die  Gleichung  fünften  Grades  auflösen, 
welche  die  fünf  Perioden  von  m  Gliedern,  die  bei  der  Annahme 
n  =  5m  +  1  auftreten,  zu  Wurzeln  hat.  Sodann  werden  wir  zeigen? 
wie  man  die  Gleichung  siebenten  Grades,  welche  in  dem  Falle 
n  =  7m  -{-  1  stattfindet,  auflösen  könne. 

549. 

Über  die  Hülfsgleichung  fünften  Grades,  welche  in  dem  Falle 

n  =  5m  -{-  1  aufzulösen  ist. 

Diese  oben  durch 

0  =|)5  ^  p*  +  Pp3  _  Qpi  ^Rp^Q 

dargestellte  Gleichung  hat  zu  Wurzeln  die  fünf  Perioden  von  m  Glie- 
dern, in  welche  die  alle  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  enthaltende 
Periode  (5m:  1)  zerfällt. 

Sind  p,  p'y  p',  p'y  p^  die  fünf  Wurzeln  der  in  Rede  stehenden 
Gleichung,  so  setzen  wir: 

T^p+pR  +  p'R^  +  p''R^  +  p^'^S^, 
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wo  R  eine  der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichung  ü*  —  1  =  0  ist. 
Erhebt  man  den  Wert  von  T  ins  Quadrat,  und  bringt  man  da& 
Resultat  auf  die  Form: 

T«  =  a  +  6Ü«  +  cB*  +  dB«  +  ei?, 

so  sieht  man  leicht^  dafs  a,  b,  Cj  d,  e  die  folgenden  Werte  haben: 

h^p'  +2p"p    +2p"'p^ 

c=p''+2p'"p'  +  2p^^p 

d  =  /"» +  2f^p  +  2pp 

e  =  piv»+ 2j)i)'"    +2pp\ 

In  jedem  besonderen  Falle  mufs  man  diese  Koefficienten,  je  nach 
dem  Werte,  welchen  man  für  die  primitive  Wurzel  genommen  hat, 
auf  die  lineare  Form  bringen,  und  man  sieht  von  vornherein,  dafs, 
wenn  sich  der  Koefficient  a  durch 

ap  -f  ßp  +  yp'  +  8p'"  +  Bp^ 

darstellen  läfst,  der  Koefficient  h  durch  dieselbe  Formel  ausgedrückt 
wird,  wenn  man  darin  nur  die  Buchstaben  p  um  eine  Stelle  Tor- 
rücken  läfst  und  p^  als  gleichbedeutend  mit  p  ansieht.  Ebenso  ver- 
fahrt man,  um  den  Ausdruck  der  folgenden  Koeffieienten  c,  d,  e 
zu  erhalten.  Auf  diese  Weise  wird  der  Wert  von  T^  folgender- 
mafsen  dargestellt: 

T»  =  ap    +  ßp'   +  yp"  +  8p'  +  b^ 

+  B\ap    +ßp    +  yp"'  +  di)i^+  BP) 
+  i^(«p '  +  ßp"  +  yf^^  +8p    +  BP') 
+  Ii\ap"'  +  ßp^+  yp    +  8p'  +  Bp^ 
+  R\af^+  ßp    +  yp    +  8p"  +  Bp"). 

550. 

Wir  bemerken  jetzt,  dafs  dieser  selbe  Wert,  wenn  man  ihn  nach 
den  Wurzeln  p,  p,  p",  p"\  p^  ordnet,  die  folgende  Form  annimmt: 
r«=       p    («+  £B»  +  (JlJ*  +  yB«  +  /3i?) 
+  i)'   (/J  +  a2?+*€lJ*  +  (Ji?«  +  yi?) 
^  p"  (y  4_  ßE^  +  aBf^  +  bR^  +  dii«) 

+  p'  ip  +  yiJ'  +  /3-K*  +  «-B'  +  «Ä') 
+  i)iv(g  +  aiP  +  yü*  +  ßB,^  +  ci?*). 

Nennen  wir  A  die  Funktion  von  ü,  mit  welcher  p  multipliciert  ist, 


§  4.  Bedukiionsmethode  zar  YervollBtändigung  der  vorstehenden  Theorie.    235 

so  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  AR*,  AB\  ÄR^,ÄB^  in  analoger  Weise 
die  Funktionen  von  JR  darstellen,  mit  denen  p\  p'\  p",  p^  mu)ti~ 
pliciert  sind.     Setzt  man  also: 

so  erhält  man: 

T«  =  A(j»  +pR*+p"R^+p'"R^  +l>ivjj»). 

In  dieser  Formel  ist  die  rechte  Seite  das  Produkt  aus  A,  welches 
eine  Funktion  von  R  allein  ist,  und  dem  Polynom 

p  +pR*+p'R^+p"R^+p^'^R^, 

welches  nichts  anderes  ist  als  das  Polynom  T,  wenn  man  darin  R* 
an  die  Stelle  von  R  setzt.  In  ähnlicher  Weise  konnte  man  R^  und 
ü^  an  die  Stelle  von  R  setzen  und  so  die  vier  Polynome  bilden: 

(1)  r  =p  +  pR^+  p'Rf^  +  p^'R!^  +  piv2j8 

r'  =  j)  +  pR^  +  pR^  +  p'"R?  +  p^R^* 

r"^p+  pR^  +p'B^+  p"R^^  +  p'^'R'^. 

Es  ist  auch  gut,  die  vier  Polynome  zu  betrachten,  die  in  ähnlicher 
Weise  aus  dem  ersten  A  gebildet  sind,  nämlich: 

A    =  «  +  «B«  +  *JJ*  +  yü«  +  /JB« 

A  =  a  +  fiJJ*  +  SR^  +  yB"  +  ßR^^ 

A'  ^a  +  sR^  +  (Jü«  +  yB*«  +  ßR** 

A"  =  a  +  aü»  +  dB^«  +  yR'^  +  ßR^\ 

Diese   beiden  Arten  von  Funktionen  werden  uns  ebenso 
allgeineine  wie  interessante  Sätae  liefern. 

551. 

Der  erste  von  diesen  Sätzen  ist  derjenige,  welchen  das  in 
der   bereits  gefundenen  Gleichung 

enthaltene  Resultat  darstellt.  Derselbe  gilt,  welches  auch  die  zu  der 
aufzulösenden  Gleichung  gehörige  Primzahl  n  von  der  Form  öm-f-l 
sein  möge.  Untersuchen  wir  jetzt  die  Folgerungen,  die  man  aus 
diesem  ersten  Resultate  ziehen  kann. 

Die  Gleichung  T*  =  j4T',  in  welcher  man  der  Reihe  nach  i?, 
I^j  jB^  an  die  Stelle  von  R  setzen  kann,  liefert  drei  andere,  so  dafs 
man  die  vier  Gleichungen  erhält: 
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(3)        T«=^r;  r^^AT'^  r'»=^"r;  r"«=^'"r', 

und  multipliciert  man  diese  mit  einander,  so  folgt: 

TTrr'^AÄÄ'Ä". 

Man  sieht  ferner,  da&  sich  die  drei  Polynome  T\  T",  F"  in 
folgender  Weise  rational  mit  Hülfe  von  T  ausdrücken  lassen: 

T«  7»4  7»e 

''■      ^^      A     1  ^       '^     A*  A'    ^  •'■ 


und  setzt  mau  diese  Werte  in  die  Gleichung  TriTT"'-«  ^^'jl"^'" 
oder  in  die  Gleichung  T'^  ^^  Ä' T  ein,  so  ergiebt  sich  in  beiden 
Fällen  das  Resultat: 

(4)  T^^  =  A^Ä^Ä'^'Ä'. ' 

Auf  diese  Weise  haben  wir  bereits  ein  Mittel  zur  Bestimmung  des 
Polynoms  T  als  Funktion  der  Gröfsen  Aj  welche  sämtlich  bekannt 
sind;  denn  wenn  die  Zahl  n  gegeben  ist,  kann  man  leicht  die  Eoef- 
ficienten  «,  ^,  y,  d,  «,  welche  in  dem  linearen  Werte  von 

vorkommen,  und  welche  sämtlich  ganze  Zahlen  sind,  ermitteln.  Setzt 
man  z.  B.  n  =  41  und  nimmt  man  als  primitive  Wurzel  die  Zahl 
g  =  13,  so  findet  man  nach  Artikel  537: 

a  =  —  2p  +  3/  +  2p  —  4p '\ 

und  dies  giebt  in  unserm  Falle: 

a  =  —  2,     /J  =  3,    y  —  2,     d  =  —  4,    a  =  0. 

Kennt  man  T,  so  leitet  man  daraus  mit  Hülfe  der  vorstehenden 
Formeln  die  Werte  von  T',  T',  T"  her.  Addiert  man  sodann  die 
vier  Gleichungen  (1)  und  verbindet  damit  die  Gleichung: 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  p  die  Gleichung: 

(5)  hp 1  +  T+  r  +  T"  +  T\ 

Man  erkennt  daher  unmittelbar  die  Möglichkeit,  die  Wurzel  p  mittelst 
der  Gröl'sen  Aj  welche  Funktionen  von  B,  sind,  zu  bestimmen.  Indessen 
würde  diese  Auflösung  zu  kompliciert  sein,  da  bei  ihr  T  durch 
die  Gleichung  (4)  d.h.  durch  Ausziehung  einer  15**"  Wurzel  bestimmt 
würde,  während  es,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  leicht  ist,  sie  blofs 
mit  Hülfe  einer  fünften  Wurzel  zu  bestimmen. 

552. 

Multipliciert  man  die  beiden  Polynome  T  und  T'\  welche  ähnliche 
Funktionen  von  IL  und  i2^  sind,  mit  einander,  so  wird  das  Produkt: 
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TT"  =  1/  +  Rüpp  +  R^Zpp"  +  R^üpp"  +  R^Zpp^^. 

Setzt  man  aber  stets  n«»5m+  1,  so  ist,  wie  wir  oben  (Artikel  524) 
gefunden  haben: 

Ijp«  -=,n  —  m]  Upp  =  Upp"  =»  ^pp"  =  lipff^  —  —  m, 
mithin: 

TT"  =  n  —  m(l  +  JJ  +  U«  +  iJ»  +  2J*) 
oder  einfach: 

TT"  =  n, 

da  die  Gleichubg 

B^  -  1  =  0, 

deren  linke  Seite  =  (B  — 1)(1  +  JB  +  iP  +  B»  +  U*)  ist,  die  Gleichung 

0— l+JJ  +  iP  +  U'  +  iJ* 

nach  sich  zieht,  weil  nicht  R  —  1=0  gesetzt  werden  darf. 

In  analoger  Weise  würde  man  T  T"  =  n  finden;  jedoch  ist  leicht 
zu  sehen,  da&  diese  Gleichung  nur  eine  Folge  der  vorhergehenden  ist 
Wird  nämlich  T  durch  0(ü)  bezeichnet,  so  ist: 

r  =  ii^{;^),  r'=.0(ü»),  r"  =  0(2j*), 

und  die  Gleichung  TT"  =  n  geht  über  in: 

0(E).0(2i*)  =  w. 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  R?  an  die  Stelle  von  22,   so  erhalten 
wir,  da  sich  alsdann  I^  auf  R^  reduciert: 

0(5^.0(5»)  =  n  oder  TT'  =  n. 

553. 

Die  Eigenschaften,  die  wir  soeben  für  die  Funktionen 
T  bewiesen  haben,  gelten  in  gleicher  Weise  für  die  Funk- 
tionen A.  Denn  werden  die  zweite  und  die  dritte  der  Gleichungen 
(3)  mit  einander  multipliciert,  so  giebt  das  Produkt: 

{TTy  =  ÄÄ'Tr\ 

oder: 

n*  =  nÄÄ\ 

mithin: 

ÄÄ'  -  n. 

Multipliciert  man  ebenso  die  erste  and  vierte  jener  Gleichungen,  so 
erhält  man: 

{TT"f  =  AÄ"Tr    oder    n^  =  nAÄ'\ 

mithin: 

AÄ''  =  n 
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Man  hat  daher  die  beiden  Systeme  von  Gleichungen: 

Da  man  allgemein 

jB  BS  cos  — T 1-  y — 1  sin 


5        '     ^        6 

setzen  kann,  wo  Tc  eine  der  Zahlen  1,  2y  %  4  ist,  so  ist  ersichtlich« 
dafs  die  Grofse  A  als  ganze  rationale  Funktion  von  U  dareh  die 
Formel  sich  ausdrücken  läTst: 

A  =  r(co8  %'  +  1/—  1  sin  d), 

und  da  AÄ"  «=  n  ist,  so  folgt  hieraus: 

A'"  =  ^  (cos  -^  —  >/=n;  sin  ^) . 
Andrerseits  erhält  man  den  Wert: 

woraus    folgt,    dafs   A  -{-  A!"    eine    reelle   Grofse   ist,   welche    sich 
folgendermafsen  darstellt: 

^+^'''=2a  +  2ficosi^  +  2dcos-^+2ycos-*^+2/Jcos-i^^ 


Demnach  mufs 

r «=s  0    oder  r  «==  Vn 

r  ^ 

sein,  und  es  ist  somit  allgemein: 

A  =  n^  (cos  &  +  j/^  sin  ^), 

d.  h.  der  reelle  Modul  der  imaginären  Grofse  A  ist  stets  gleich  n^ 
In  analoger  Weise  findet  man: 


Ä  =  n^  (cos  &'  +  Y^  sin  ^0 , 

und  aus  diesen  beiden  Formeln  folgt: 

j_  

A"  =n^  (cos  %''  -  "J/^  sin  ^') 

1  

A"  =  n «  (cos  ^  —  j/^^  sin  ^d) . 


§  4.   Rednktionsmethode  zur  VervollständigiiDg  der  yorBiehenden  Theorie.    239 

554. 
"Wir  müssen  jetzt  a  priori  zeigen,  dafs  die  Form  der  Werte  von 

T  dieselbe  ist,  wie  die  der  Grofsen  A^  und  dafs  ii  ^  ebenfalls  der 
Modul  jener  Grofsen  ist 

In  der  Tbat  haben  wir  gefunden  TT"  *»  n,  und  die  Summe  der 
Grofsen  T,  T"  läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 


+  l'"'(^+-5r)+W^  +  -ir). 


Man   sieht  hieraus,  dafs  die  Summe  gleich  der  reellen  Gröfse  ist: 


Setzt  man  also  wiederum: 

T  ■=»  (>  (cos  9  +  V — ^  ^^^  9^)  i 
so    wird: 

jT"  =  — -  (cos  9  —  ■)/ —  1  sin  9), 
und    da  T  +  T"  eine  reelle  Grofse  ist,  so  mufs 

p =0    oder    (>  =  w* 

sein.     Mithin  müssen  die  beiden  Grofsen  T  und  T"  die  Form  haben: 

^  

T    =  n  ^  (cos  9  +  }/—  1  sin  9) 

j_  

T"  =  n*  (cos  9  —  y— 1  sin 9?). 

Oasselbe  beweist  man  von  den  Grofsen  T  und  T\  für  welche  die 
Grleicbungen  bestehen: 

1  

y  =  n*  (cos  9'+  ■)/ — 1  sin  9?') 

I^'sas  n*  (cos 9'  —  }/— 1  sin  9')  • 

Jedoch  leitet  man  diese  'Eigenschaft  unmittelbarer  aus  denjenigen 
Werten  von  T,  T,  T',  T"  her,  welche  mit  Hülfe  der  Grofsen 
^,   j^^  Ä\  Ä"  ausgedrückt  sind. 

555. 
Die  beiden  Gleichungen  T^=-AT\  T^  =  AT"  ergeben  nämlich: 

T  =  A^T^  =  ^M'r", 
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Bei  diesen  foiilaufenden  Veränderungen  der  Funktion  q>  nimmt  jede 
in  ihr  vorkommende  Wurzel  p^"^  nach  und  nach  alle  Werte  p^''\  p(«+i)^ 
p{a+i)^ . . .  |)(«--i)  an,  welche  in  der  Reihe  p,  p,  p", . . .  |)^*""'^  ent- 
halten sind.  In  dieser  Reihe,  welche  in  sich  selbst  zurückkehrt^  kann 
'  jedes  beliebige  Glied  als  erstes  Glied  genommen  werden. 

547. 

Ist  die  Gleichung  in  p  gelöst,  und  nennen  wir  k'  die  grofst« 
Primzahl,  welche  in  m  aufgeht  (wo  k'  auch  gleich  k  sein  kann),  so 
dafs  m  =  ntk'  ist,  so  muTs  man  die  Periode  p  =  (m:a)  in  k'  Periodefl 
von  m' Gliedern,  nämlich  in  (»h:«),  (m:ah\  (w':aA*), ...  (m':oA*"^) 
wo  h  =  g^  ist,  zerlegen.  Diese  Perioden,  welche  durch  g,  q^^\ 
3^^*^  •  •  •  g^*  *~"*^  bezeichnet  sein  mögen,  sind  die  Wurzeln  emer  Glei- 
chung in  q  vom  Grade  k'y  deren  Koefficienten  sich  sämtlich  in  linearer 
Weise  durch  die  bekannten  Wurzeln  p^  p\  p\ . . .  ausdrücken  lassen. 

Die  andern  Perioden  von  m  Gliedern,  nämlich:  (w:a^),  (m:a^),... 
zerfallen  ebenfalls  in  k'  Perioden  von  m'  Gliedern  mittelst  einer 
Reihe  von  Gleichungen  in  q,  welche  aus  der  ersten  gefundenen  Glei- 
chung entstehen,  wenn  man  nach  und  nach  die  Buchstaben  p  um 
eine  Stelle  vorrücken  läfst.  Man  braucht  jedoch  nur  die  erste  von 
diesen  Gleichungen  aufzulösen;  denn  aus  einer  gegebenen  Wurzel  q 
dieser  Gleichung  kann  man  die  Werte  aller  andern  Perioden  von  m' 
Gliedern  mittelst  rationaler  Ausdrücke,  in  denen  keine  Unbestimmt- 
heit  übrig  bleibt,  ableiten.  Ebenso  findet  man,  dafs,  wenn  irgend 
eine  ganze  rationale  Funktion  der  Wurzel  q  oder  nur  einiger  von 
ihnen  nach  und  nach  kk'  Werte  erhält,  indem  man  jede  Wurzel  g^^ 
den  ganzen  Cyklus  von  Werten,  welche  sie  überhaupt  annehmen  kann, 
durchlaufen  läfst,  die  mit  £1(9)  bezeichnete  Summe  aller  dieser  Funk- 
tionen in  linearer  Weise  durch  die  bekannten  Wurzeln  p,  jp',  ])"... 
ausgedrückt  werden  kann. 

Setzt  man  diese  Zerlegungen  so  lange  fort,  bis  das  letzte  Glied 
der  Reihe  m,  m\  m",  • . .  gleich  2  ist,  so  erhält  man  schliefslich  die 
Gleichungen,  welche  die  allgemein  durch  aj'^  +  a?""^  dargestellten 
Perioden  von  zwei  Gliedern  zu  Wurzeln  haben,  und  die  somit  die 
vollständige  Lösung  des  Problems  geben. 

548. 

Die  Theorie,  deren  hauptsächlichste  Ergebnisse  wir  soeben  an- 
gegeben haben,  läfst  die  Auflösung  der  Gleichungen  in  p,  ?, .  * .  übrig, 
welche  in  Bezug  auf  die  Anzahl  der  Glieder  vollständig  sind  und  in 
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mancher  Hinsicht  gröfsere  Schwierigkeiten  darbieten  können,  als  die 
Gleichung  x*  —  1  «=  0,  welche  den  Hauptgegenstand  unsrer  Unter- 
suchungen bildet  Um  diesem  Übelstande  abzuhelfen,  hat  Gauss 
eine  besondere  Methode  angegeben,  mittelst  welcher  sich  die  Auf- 
losung der  in  Rede  stehenden  Hülfsgieichungen  in  jedem  Falle  auf 
die  Auflösung  eijier  zweigliedrigen  Gleichung  von  demselben  Grade, 

in  welcher  das  bekannte  Glied  die  Form  a'\-b  Y — 1  besitzt,  zurück- 
föhren  läfst^  so  dafs  alsdann  eine  vollständige  Gleichung  J^  Grades 
aufgelöst  werden  kann  durch  die  Teilung  eines  Winkels,  dessen 
Cosinus  und  Sinus  bekannt  oder  wenigstens  bestimmt  sind,  wenn  die 
Teilung  des  Kreises  in  Je  gleiche  Teile  als  bekannt  vorausgesetzt  wird. 

Diese  Reduktionsmethode  ist  um  so  bemerkenswerter,  als  sie  zu 
der  Zeit,  wo  sie  ihr  Erfinder  veröffentlichte,  von  den  Mathematikern 
als  das  erste  einigerroafsen  allgemeine  Beispiel  der  Auflösung  von 
den  vierten  Grad  übersteigenden  Gleichungen,  welches  bis  dahin  be- 
kannt geworden  war,  betrachtet  werden  durfte. 

Wir  werden  hier  diese  Methode  unter  einem  neuen  Ge- 
sichtspunkte entwickeln,  welcher  die  Anwendungen  bedeutend 
erleichtem  und  die  Weitläufigkeit,  welche  bis  dahin  bei  dieser  Art 
von  Rechnungen  unvermeidlich  schien,  vollständig  beseitigen  wird. 

Um  den  Geist  der  Methode  und  das  Gesetz  der  Resultate  leichter 
begreiflich  zu  machen,  werden  wir  nicht  blofs  einen  speciellen  Fall 
betrachten,  sondern  allgemein  die  Gleichung  fünften  Grades  auflösen, 
welche  die  fünf  Perioden  von  m  Gliedern,  die  bei  der  Abnahme 
M  =  5w  -|-  1  auftreten,  zu  Wurzeln  hat.  Sodann  werden  wir  zeigen; 
wie  man  die  Gleichung  siebenten  Grades,  welche  in  dem  Falle 
u  =  7m  -{-  1  stattfindet,  auflösen  könne. 

549. 
Über  die  Hülfagleichung  fünften  Grades,  welche  in  dem  Falle 

n  =  5m  4-  1  aufzulösen  ist 
Diese  oben  durch 

0  ^'p^+p*  +  Pp^  -Qp^  +  Rp'-Q 

dargestellte  Gleichung  hat  zu  Wurzeln  die  fünf  Perioden  von  m  Glie- 
dern, in  welche  die  alle  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  enthaltende 
Periode  (5m:  1)  zerfiLUt 

Sind  Pf  p\  p\  p"\  p'^  die  fünf  Wurzeln  der  in  Rede  stehenden 
Gleichung,  so  setzen  wir: 
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billigen  kann,  giebt  allgemein: 


COSft  = 


i±Vb 


ao  dafs  cos  (t  stets  einen  von  diesen  beiden  Werten  besitzt,  welches 
auch  die  Zahl  k  sein  möge,  wofern  dieselbe  nur  nicht  durch  5  teilbar 
ist    Setzt  man  z.  B.  it  =  1,  oder  ^  =  ^  =-  72",  so  wird: 


ISülistituiert  man,  nachdem   dies  vorausgeschickt  ist,  den  Wert  t 
U  in  die  Gleichung: 

und  setzt  man  zu  gleicher  Zeit  für  A  seinen  Wert: 


n»(cos#  +  l 
ao  erhält  man  zur  Bestimmung  vo 


—  1  sin  *), 
d  die  beiden  Gleichungen'): 


«^  cos  #  =  a  -|-  (j*  +  d)  cos  (i  -\-  (t  -\-  ß)  cos  2p 

n*  sin  fr  <=  {y  —  S)ain  n-\-{t  —  ß)  ein  2^. 

Sodann  braucht  man  nur  2(1  fQr  n  zu  setzen,  um  den  Wert  tod  A', 

welcher  durch  n*  (eos*'-j-  V—  1  sin*')  dargestellt  wird,  zu  erhalten, 
so  dafs  sich  ergiebt: 

M*  cos  &'  ^  a  -{-  (y  -i-  d)  cos  2(t  +  (t  +  ß)  os  /» 


n*  sin  fr'  = 


(y  —  d)  sin  2(1  —  (s  —  ß)  sin  ft. 


*}  Hau  erhält  hier  zvei  Gleicbuu^n  zur  Beatimmnng  dea  Winkels  od« 
Bogeoa  O.  Der  Grnnd  hiervou  ist  der,  dafa  der  Endpunkt  dea  Bogena  9  eis 
Punkt  des  Ereiaam fange«  i»t,  welcher  nur  dnrch  seine  beiden  EootdinAtea  cmS 
und  sind'  vollat&adig  bestimmt  aein  knnn,  aad  zwar  müsaen  die  Werte  dei 
letzteren  auch  hiDaichtlich  ihrer  Vorzeichen  bekannt  sein.  Wenn  aar  eine  diewr 
Koordinaten  bekannt  w&re,  wflrde  dieselbe  zwei  Pnnkten  dea  Umfangea  gemeio- 
aam  aein,  and  es  wäre  nngewiTs,  durch  welchen  von  dieaen  beiden  Pankten  dtr 
Bogen  &  bestimmt  werden  müfate-  Waa  den  Faktor  »'*,  mit  welchem  cob#  and 
»in  9  behaftet  aind,  angeht,  so  ist  derselbe,  weil  er  den  Modnl  einer  iroaginira 
OrOlse  darstellt,  stets  poaitiT  za  nehmen.    Denn  in  der  Formel 

r(C08  9  +  Y—  1  ein  91), 
welche  eine  beliebige  imagin&re  Grorae  darstellt,  darf  der  Hodnl  r  ateta  pontäi 
vomn agesetzt  werden,  da  man  ja  dadaroh,  daJs  man  «  -f"  V  ^  9  «etst,  dk 
Vorieichen  dieser  OrCfse  nach  Belieben  za  Ondem  imatande  iat. 

Anm.  d.  Verf. 
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In  den  besonderen  Fällen  folgen  aus  dem  gegebenen  Werte  der 
Primzahl  n  =  5m  +  1  und  dem  Werte  der  Zahl  g^  welche  eine  pri- 
naitive  Wurzel  von  n  ist,  die  Werte  der  Eoefficienten  a,  ß,  y,  d,  £, 
wnie  wir  dies  bei  dem  Falle  n  =  41,  g  =  \^  (Artikel  551)  gesehen 
h.skbexi,   wo  wir  a  =  —  2,  /3  =  3,  y«==2,  d=  —  4,  £«=0  fanden. 

Nlan    mufs  demnach  die  Winkel  ^  und  ^'    aus  denen  sich  cd  =  — — - 

6 

ergiebt,  durch  die  vorstehenden  Formeln  als  yollkommen  bestimmt 
anseilen,  so  dafs  in  dem  Ausdrucke  der  Wurzel  p,  welcher  implicite 
den  der  andern  Wurzeln  p\  p\  p"\  ^  einschliefst,  nichts  Un- 
bekanntes mehr  übrig  bleibt.  Jedoch  wollen  wir  die  Gleichungen 
für  ^  und  ^'  benutzen,  um  daraus  einige  allgemeine  Beziehungen 
z^w^ischen  den  Koefficienten  a,  /3,  y^  S,  b  abzuleiten. 

558. 
Wir  bemerken  zunächst,  daXs  allgemein  die  Gleichung  gilt: 

«  +  /S  +  J'  +  «J  +  « 1. 

Man  setze  nämlich  wie  oben: 

a=p'  +  2p"p"'+2py\ 

und    stelle   ebendiese  Gröfse,  nachdem   man   sie  auf  lineare  Glieder 
reduciert  hat,  durch  die  Formel 

a  '=^  ap  -\-  ßp  +  yp'  +  dp"  +  sp^^ 

dar.  Betrachtet  man  dann  die  andern  vier  Koefficienten  &,  c,  d,  e, 
^v^elche  aus  dem  Eoefficienten  a  entstehen,  indem  man  nach  und  nach 
jeden  d§r  Buchstaben  p,  p\  p\  p'\  p^  um  eine  Stelle  vorrücken  läfst 
und  dabei  p  für  p^  setzt,  so  wird  man  für  die  Summe  der  so  ge- 
bildeten fünf  Werte  zwei  verschiedene  Ausdrücke  erhalten.  Der  erste 
derselben  ist: 

la  =  Tp^  +  2Ii)Y"+  2Ijpi)^. 
Es  ist  aber: 

ZjD^  =  n  —  w;     J.p'p''  =  Tpp  =  —  m;     ^pp^^  =  ^pp"  '=  —  m, 

mithin: 

Ta^n  —  bm  =  1. 

Der  zweite  Ausdruck  ist: 

Ia  =  (a  +  /3  +  y  +  d  +  £)Zj), 

und   da  Z|)  =  —  1 ,   so    giebt   die  Gleichsetzung  der  beiden   Werte 

von  Za: 

Za  oder  a  +  /5"^>'"l"*"f'^  =  —  i- 

16* 
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Erhebt  man  jetzt  die  beiden  Gleichungen,  welche  die  Werte  von 

i.  i- 

n^  cos  0*  und  n^  sin  ^  ergeben,  ins  Quadrat  und  addiert  sie  sodann, 

so  findet  man: 

n^a^  +  ß^^f-^d^  +  s^  +  2a(y  +  d)co8fi    +  2«  («  +  ß)  co92/t 

+  2  (y£  +  ßd)  cos  ft  +  2(ßy  +  *  «)  cos  2ft 

+  2/3«  cos  ^  -f"  2yÄ  cos  2fA. 

Setzt  man: 

P  =  a^   +  j8«   +  /  +  *'  +5*   =  la* 

Q  ^^  ay  -\-  ßö  -{•  ys  -{-  da-{-  cß  =  Tay 

R  =  aß  +  ßy  +  yd  +  d€  +  sa  =  Taß; 
80  wird: 

n  ^=  P  -{-  2Q  cos  ft  +  2jB  cos  2/i. 

Wird  2ft  für  fi  gesetzt,  so  erhält  man  das  Resultat,  welches  in  ana- 
loger  Weise  die  beiden,  den  Winkel  0*'  bestimmenden  Gleichungen 
ergeben  würden,  nämlich: 

n  =  P  +  2Ö  cos  2fA  +  2R  cos  [i. 

Setzt  man  diese  beiden  Werte  einander  gleich,  so  folgt  daraas  zu- 
nächst: 

und  sodann: 

n  =  P+2Ö(co8  2fA  +  cosft)  =  P—  Q. 

P+  2^  +  2JB  ist  aber  oflFenbar  das  Quadrat  der  Summe 

a  +  ß  +  y  +  S  +  B, 

und  da  diese  Summe  gleich  —  1  ist,  so  hat  man  P-j-4^==l. 
mithin  n  «»  1  —  5Q  und  Q  =>  —  m.  Hieraus  sieht  man^  dafs  die 
Eoefficienten  a,  /3,  y,  d,  s  den  folgenden  Gleichungen  genügen: 

1  +  4m  =  a«  +  /5«  +  y^  +  **  +  ««    =  la* 

—  tn  =  a/S  +  /Sy  +  yd+  da  +  £«  =  Zaß 

—  w  ==  ay  +  /3d  -f"  y£  +  da  +  £/S  -=  Tay, 

von  denen  eine  die  Folge  der  Gleichung 

ist.  Die  erste  zeigt  allgemein,  dafs  die  grofste  der  Grofsen  a,  fi^  y, 
d,  £,  abgesehen  vom-  Vorzeichen,  kleiner  als  }/l  +  4m  und  grofser 

als  l/"~y"      sein  mufs. 
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559. 

Da  wir  nur  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  fünf  Gröfsen 
^9  ßj  V}  ^i  ^  gefunden  haben,  so  sieht  man,  dafs  die  Aufgabe,  sie 
von  vornherein  blofs  aus  der  Primzahl  n  =  5iw  +  1  abzuleiten,  sehr 
unbestimmt  ist. 

Wir  haben  oben  (No.  524)  die  Formeln  gefunden: 

pp  ^Ap  +  Bp  +  Cp   +  Di>'"+  C^ 
pp=  Äp  +  Cp^-  CY+  Dp"+  Dp'''. 

Hierin  treten  sechs  Koefficienten  A,  B,  Äy  C\  C,  D  auf,  zwischen 
denen  die  zwei  einfachen  Gleichungen: 

A  +  B  =  m  —  2C—    D 

Ä+a  =  m  —  C    -2D 

und   zwei  andere  verwickeltere  bestehen,  nämlich: 

a:c  +  äb^{ä  +  b  -  Df-^-c^  -cd  +  d^  —  c  —  d 

A:{A  -^  B)  =  C^  —  C{A  +  2B  -  D  +  l)  +  A^  +  BD  —  d\ 

Man  erkennt  hieraus,  dafs  man  noch  über  zwei  von  den  sechs  Un- 
bestimmten zu  verfügen  hätte,  gleichwie  wir  soeben  gefunden  haben, 
dafs  noch  zwei  von  den  fünf  Unbestimmten  a,  ß,  y,  d,  s  zu  be- 
stimmen bleiben. 

Diese  Resultate  bringt  man  leicht  in  Übereinstimmung  mit  ein- 
ander, wenn  man  den  Wert  von  a,  welcher  gleich 

J>*  +  2P"P"'  +  2p  p^ 
ist,    auf  die   lineare   Form   ap -\-  ßp' -\- yp" -\- dp'" -{- £f^    bringt. 
Dies  giebt: 

a l  -  2m -\- b(C  +  D) 

ß  =  2C'-B  -D 
y  =  2A-  (T—C 
d-=.2ß-  Ä—C 
s  =  2A'—  A-D. 

Denn  substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung: 

a*  +  /J*  +  y*  +  **  +  «*=  4m  +  1, 
so   erhält  man  als  Resultat  die  Bedingungsgleichung: 

AB  +  A'G'^  »»*  -  (4m  +  1)  (C  +  i))  +  5C*  +  7CD  +  D». 

Dieselbe  läfst  sich,  wenn  man 

a^^C  +  D,      6  — C— 2),      t-=A-B,      u^A'-C 
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setzt,  auf  die  Form  bringen: 

0  =  4w«  —  4a(5w  +  2)  +  25a«  +  56*  +  2t^  -f  2m*. 
Eine  zweite  Bedingungsgleichung  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

0  =  Taß  —  Zay, 
welche  man  auch  folgendermafsen  schreiben  kann: 

^  _  4<u  —  u«  =  (4  +  10m)fe  —  25fl6. 

Man  findet  aber  leicht,  dafs  diese  beiden  Bedingungsgleichungen 
mit  den  beiden  übereinstimmen,  welche  wir  im  vorigen  Artikel  an- 
geführt haben,  und  die  oben  auf  einem  sehr  verschiedenen  Wege 
gefunden  worden  sind;  und  es  seheint  nicht,  als  ob  noch  eine  dritte 
existierte,  vermittelst  deren  die  Unbestimmtheit,  welche  hinsichtlich 
der  Koefficienten  A,  B,  -4',  C,  C,  D  übrig  bleibt,  vermindert  werden 
könnte.  Übrigengf  liegt  diese  Unbestimmtheit  in  der  Natur  der  Sache, 
da  die  in  Rede  stehenden  Koefficienten  von  der  Wahl  der  za  ihrer 
Bestimmung  dienenden  primitiven  Wurzel  abhängen;  andrerseits  aher 
mufs  man  beachten,  dafs  keiner  dieser  Koefficienten  negativ  sein 
darf,  und  man  kann  aus  den  bereits  gefundenen  Resultaten  schliefsen, 
dafs  die  Unbestimmtheit,  welche  noch  in  Bezug  auf  dieselben  besteht, 
sich  darauf  reduciert,  dafs,  wenn  C  mit  D  vertauscht  wird,  gleich- 
zeitig A  —  B  in  C — Ä  übergeht. 

Dies  bestätigen  auch  die  vier  in  Artikel  557  zur  Bestimmung 
von  %'  und  0*'  gegebenen  Gleichungen.  Denn  da  diese  Winkel  die- 
selben bleiben  müssen,  welchen  Wert  man  auch  für  die  primitive 
Wurzel  genommen  habeq  möge,  und  sich  nur  höchstens  gegenseitig 
vertauschen  können,  so  kann  die  Änderung  der  primitiven  W^arzel 
keine  andere  Wirkung  hinsichtlich  der  Koefficienten  /),  y^  d,  a  her- 
vorbringen, als  dafs  y  und  8  durch  ß  und  s  und  ebenso  ß  und  f 
durch  y  und  S  ersetzt  werden;  in  jedem  Falle  aber  bleibt  a  dasselbe. 

560. 

Wenden  wir  jetzt  die  vorstehenden  Formeln  auf  den 
Fall  n  =»  41  oder  m  ==  8  an,  so  erhalten  wir  aus  Artikel  528  die 
Werte: 

^  =  3,      5  =  0,      C=2,      D=l,      ^'=2,      Cr=2, 

und  hieraus: 

a  =  — 2,      /J  =  3,      y  =  2,      *  =  —  4,      £  =  0. 

Die  Winkel  0*  und  %•'  ergeben  sich  sodann  aus  den  folgenden   Glei- 
chungen,  in  denen  fi  =  —r-  gesetzt  ist: 
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1 

—  • 

n^  cosd'  =  —  2  —  2  cos  ft  +  3  cos  2ft 

w*  sin  -ö"  =  6  sin  ft  —  3  sin  2ft 

w*  cos  '9''=  —  2  —  2  cos  2ft  +  3  cos  ft 

n*  sin  ^'=  6  sin  2fi  +  3  sin  ft. 

Ist  A:  =  1,  so  wird,  wie  in  Artikel  557: 

--  1  +  vT  '  —  1  _  y  5" 

C0Sj[i=        ~4^^ ;         cos  2  ft  =        -  • 

Substituiert  man   diese  Werte  in  die  von  cos  -ö*  und  cos  ^',   so   er- 
giebt  sich: 


COS-Ö" 


9  — 6>/5 


5                     _ ,          _  9  +  5  V5 
-,  €08-^=  -^ , 


2  V41  2  1/41 

oder  einfacher  für  die  trigonometrische  Berechnung: 

sin  »  =  ]/*^|^  C08  72»  ,      sin  *'=  l/^  cos  36«  . 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  den  negativen  Wert  von  cos  &: 

»  =  141»  59'  26",  21430 

»'=    85«    6'  59",  81875 

2*  +  #'=  369»    5'  52",  24735 

CD  =    73»  49'  10",  44947. 

Mit  Hülfe  dieser  Werte  von  d',  &■'  und  at  werden  die  fünf  Werte 
der  Wurzel  p,  genau  und  näherungsweise,  folgendermafsen  ausge- 
drückt: 

12- 

_p=  _ -i-  +  -i(41)«[co8a)  +  cos  (2(0  — d)] 

=       3,0625390840 

1  2    '      - 

p  =  —  i  +  y  (41)«  [co8(a»  +    n)  +  cos(2a)  +  2^  —  »)] 

=  —  4,5290611770 

1         2  - 

j)  =  —  i  +  y  (41)»  [co8(o  +  2(i)  +  cos(2a>  +  4/t  —  »)] 

=  —  1,1958668420 

P I  +  T  (41)^  [cos  (o,  +  3,t)  +  cos  (2(0  +  6,1  -  »)] 

=       1,2162875050 

1        2         - 

p  =  —  y  +  y  (41)«  [cos (ra  +  4fi)  +  cos  (2a)  +  8fi  —  *)] 

=      0,4461014295. 
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Was  die  Reihenfolge  dieser  fünf  Wurzeln  anl^^ngt,  so  ist  sie  die  um- 
gekehrte von  der^  welche  die  Formeln  des  Artikel  537  ergeben.  Man 
erhält  daher,  wenn  man  p  =  3,0625390840  setzt,  dieselben  Werte 
von  p,  p',  p'\  ^ y  welche  wir  oben  gefunden  haben,  abgesehen  von 
den  kleinen  Fehlern,  welche  den  trigonometrischen  Tafeln  för  zehn 
Decimalstellen  zugeschrieben  werden  dürfen. 

Mittelst  dieser  Werte  von  j),  p,  ...  erhält  man,  wie  in  No.  542, 

eine  der  Gröfsen  cos -jj-,  cos-jj—,  •••,  welche  entweder  zur  voll- 
ständigen Auflösung  der  Gleichung  40***°  Grades  X  =  0  oder  zur 
Teilung  des  Ereisumfanges  in  41  gleiche  Teile  dienen,  und  da  die 
Gröfsen  jp,  deren  angenäherte  Werte  wir  gegeben  haben,  sich  genau 

durch  fünfte  Wurzeln  aus  Gröfsen  von  der  Form  üf  +  N^ —  1 
ausdrücken  lassen,  so  kann  man  offenbar  auch  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  ic*^  —  1  =  0  durch  solche  Wurzeln  in  Verbindung  mit 
Wurzeln  zweiten  Grades  ausdrücken. 

561. 
Wendete  man  dieselbe  Reduktionsmethode  auf  die  Hülfsgieichung 
/+!>*-  4l)»  -  3i)*  +  3i>  +  1  =  0 
an,  welche^  sich  auf  die  Gleichung  x^^  —  1=0  bezieht,  so  würde 
man  zu  denselben  Resultaten  gelangen,  welche  sich  in  den  Abhand- 
lungen der  Akademie  der  Wissenschaften  vom  Jahre  1771  Seite  416 
finden.  Es  scheint  daher,  als  ob  man  Vandermonde  die  erste 
Idee  dieser  Art  von  Untersuchungen  zu  verdanken  habe, 
vermittelst  deren  man  imstande  ist,  alle  Wurzeln  einer  Gleichung 
fünften  Grades,  von  welcher  die  Gleichung  a:"  —  1=0  abhängt,  in 
expliciter  Weise  auszudrücken.  Man  muüs  sogar  hinzufügen,  dafs 
dieser  Autor  von  seiner  Methode  behauptet,  dafs  sie  auf 
die  Auflösung  einer  jeden  zweigliedrigen  Gleichung  an- 
wendbar sei.  Indessen  hat  er  für  dieselbe  nicht  die  zur  Recht- 
fertigung seiner  Behauptung  erforderlichen  Entwicklungen  angegeben. 

562. 

Von  der  Hülfsgleichung  siebenten  Grades «  welche  unter  der 
Annahme  n  =  7m  -l-  1  die  Perioden  von  m  Gliedern  sm  Wniseln  hat. 

Wir   stellen  durch  j),  j?',  p\  p'\  pi^,  p^,  p^  die  Wurzeln    der 

Gleichung  dar,  welche  aufgelost  werden  soll,  und   welche  stets  die 

Form  besitzt: 

p'  +p^  +  Pp^-i Q  =  0. 
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Bezeichnen  wir  sodann  durch  R  eine  der  imaginären  Wurzeln 
der  Gleichung  R''  —  1=0,  d.  h.  bedeutet  JR  den  Ausdruck: 


B  =  cos  ^  +  V^^ 


sin 


7        •     '         7     ' 

^v^o  k  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6  ist,  so  setzen  wir: 

T  =  p+pR+  p'R^  +  p"R'  +p^:^+p^R^+p^R^. 
£rhebt  man  sodann  diese  Gröfse  ins  Quadrat  und  setzt  man: 
T^  =  a  +  62?  +  c22*  +  rfJB«  +  eÄ«  +  fR'""  +  gR'\ 
so   erhält  man,  wie  leicht  zu  sehen: 

a  =  ^3  ^  2p p^  +  2p  p^  +  2p" p^ 
b=^p'-  +2pp  +  2/'i)^  +  2i)i>v 
c  =/'»  +  2p  y  +  2f^p  +  2p^p'^ 
d=p"^  +  2^p"  +  2i>V    +  "^P^P 

f  =  p^^  +2p^p^+2pf'    +^pp' 
g=p^^+2pp^     +2pp^  +2py\ 

Ferner  hat  man  diese  Koefficienten  auf  die  lineare  Form   zu  redu- 
cieren^  so  dafs  sich  ergiebt: 

a^^  ap  •■{-  ßp  +  yp'  +  Sp''  +  £]^  +  i,p^  +  ^P^* 
Wie  man  sieht,  kann  man  aus  dem  Ausdrucke  von  a  denjenigen  der 
folgenden  Koefficienten  b,  c,  d,  . , .  ableiten;  denn  um  Ton  einem 
Oliede  zum  folgenden  überzugehen,  braucht  man  nur  alle  Buchstaben 
j>,  ^/,  p",  . . .  um  eine  Stelle  vorrücken  zu  lassen,  während  die  Koef- 
ficienten ay  ßj  y,  . . ,  dieselben  bleiben.  Man  erhält  daher  folgenden 
Ausdruck  von  T^i 

T^  =  «i>    +  ßp    +  yp'  +  *i>'"  +  «i>^  +  ip^  +  nP^ 

+  R?  {ap'    +  ßp     +  yp"  +  Sp^+ep"^  +  ip"^  +  np) 
+  R^  (ap"  +  ßp"'  +  yp^+  dp^  +  Bp^'+  tp     +  r,p') 

+  ü®  («i>'"  +  /^i^  +  yi^^  +  ^p^  +  ^jp   +  £p'  +  vp) 

+  JJ«  (ai>^+  /Si>v  +  yp^+  dp  +  ap'  +  tp"  +  i,/") 
+  B'\ap^  +  ßp^+  yp  +  öp  +  BP  +  e/"  +  'ni^) 
+  iJ^«(ai)^  -h  /3p     +  yp     +  d/'   +  a|)'"  +  \,'f^  +  i?i)^). 

563. 

Ordnet  man  eben  diese  Gröfse  in  Bezug  auf  die  Wurzeln  p,  p  ^ 
jj",   ...  so  wird  dieselbe: 
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T  =  n^  (cos  q)  +  }/ —  1  sin  9),       T'  =  n*  (cos  q/  -f"  V^  1  sin  tp') 
setzen  können,  die  Gleichung: 

J"i  --J  ^  . ^  V 

■yT-  oder  A  =  w^  (cos  (2q>  —  9')  +  K  —  1  «i"  (2^  —  9?')) ' 

i 
und    somit  ist  der  reelle  Modul  der  Grofse  Ä  ebenfalls   gleich  n', 
und   dies  gilt  in   gleicher  Weise   von  den   andern  analogen    Grofsen 

565. 

Wir  wollen  jetzt  zusehen,  wie  man  den  Wert  von  Tals  Funktion 
der  Gröfsen  A  ausdrücken  könne.    Wir  haben  zunächst: 

folglich: 

T«  =  A'^Ä^T-"'  =  A'^Ä^r'T, 
oder : 

Demnach  läfst  sich  das  t'olynom  T  mittelst  der  Gröfsen  A,  welche 
Funktionen  allein  von  ü  sind,  ausdrücken. 

Setzt  man  — _  -  =  jit,  wo  It  eine  beliebige  der  Zahlen  1,  2,  3,  4, 

5,  6  ist,  so  erhält  man: 

"  sin  ft 


B,  ==  cos  ft    +  y — 
E«  =  cos  2fi  +  }/- 


iJ3  c=  cos  3i[i  +  1/— 
iJ*  =  cos  3ft  —  V'— 


iJ5  ^  cos  2fA  —  V^^ 


sin  2^ 
sin  3fi 
sin  3fi 
sin  2fi 
sin  f(, 


22*  =  cos  ft    —  y-^ 

und  da  die  Gleichung  i2^  —  1  =  0,   nachdem  sie  von  dem    Faktor 
7i  —  1  befreit  ist,  nichts  andres  ist  als 

0  ===  1  +  E  4-  JJ2  +  B»  +  IJ*  +  -K'  +  -»", 
so  genügt  der  Winkel  fi  der  Gleichung: 

0  =  1  +  2  cos'ft  -(-  2  cos  2fA  +  2  cos  3fA, 

oder,  wenn  man  2  cos  jk  ==»  a;  setzt,  der  Gleichung: 

0  — ar^  +  ic»  —  2a?-l. 

Die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  2  cos  fi,  2  cos  2j[i,  2  cos  Sf»; 
von  diesen  ist  eine  positiv  und  zwei  negativ. 
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Setzt  nian  z.  B.  A;  =  1,  so  erhält  man  näherangsweise: 
2co8^    ^       l^l^^    =       1,2469796037 

^  #61235  ' 

2  cos  2;t 4^^^  =  —  0,4450418678 

^  115124  ' 

2  cos  3^  =  -  ^^^^~  -  —  1,8019377362. 
Snbstitaiert  man  die  Werte  von  R  und  seiner  Potenzen  in  die  Formel: 

J[  =  a  +  i?i?  +  gjR*  H n^  (cos  ^  +  Y^^  sin  ^)y 

80  ergeben  sich  zur  Bestimmung  des  Winkels  d'  die  Gleichungen: 

n*  cos  ^  =  «  +  (i^  +  ß)  cos  2ft  +  (S  +  y)  cos  3/t  +  (^  +  *)  cos  (i 
1 

n^  sin  0-  =         (iy  —  ß)  sin 2ft  +  (y  —  S)  sin  3ft  +  (^  —  f)  sin ft. 

Setzt  man  in  analoger  Weise: 

1^  _ 

A'  —  n«  (cos  &'  +  V—  1  sin  d'') 


A"^n*  (cos  -^"  +  /=^  sin  ^") 
j^  

A"'=  n«  (cos  ^"—  V-  1  sin  O, 

so  erhält  man  zur .  Bestimmung  von  ^'  und  ^"  Gleichungen,  welche 
man  aus  den  vorstehenden  dadurch  ableitet,  dafs  man  nach  einander 
2fi  und  3 ft  an  die  Stelle  von  (i  setzt    Es  ergiebt  sich  so: 

n*  co8^'  =  «  +  (fl  +  Ä  cos  3fi  +  (5  +  y)  cos  f*  +  («  +  *)  cos  2fi 
1 

n*  sin ^'  =    —  {fj  —  ß)  sin  3ft  —  (y  —  ß)  sin  f*  +  (*  —  «)  sin  2fi. 
j^ 

n*  cos  ^"«=  a  +  (i)  +  /S)  cos  ft   +  (S  +  y)  cos  2ft  +  («  +  *)  cos  3fi 

_i_ 
w^8in-^"=     —  (ri  —  ß)  Bin  (i    +  (y  -  Ö8in2ft +  (d  — £)sin3ft. 

Sind  auf  diese  Weise  die  drei  Winkel  zwischen  0^  und  360®  ge- 
funden, 80  ei^ebt  die  Einsetzung  der  Werte  von  Ä  in  die  Gleichung 
r  -  A^Ä^Ä"': 

9 

r  =>  n«  [co8(4^  +  2»'  -  »")  +  V^n.  sin  (4*  +  2»'—  »")]. 
Setzt  man  daher: 


4*  +  2«'— «'' 


so  erhalt  man: 
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T  =  w*  (cos  (D  +  }/—  1  sin  ö), 
wobei  zu  bemerken  ist,  dafs  man  in  diesem  Werte,   welcher  deren 

•    \  •  ii-#*<i  -rk«i  1.  2^         ^^         6^         ^^         lOv 

Sieben  emschliefst,  der  Keine  nach  co  um  ^=-,  -=-,  —=-,    — ,  -y-, 
_  -  vermehren  kann. 

566. 

Mittelst  des  Wertes  von  T  sind  nun  die  Werte  von  T\  T",  T'\ 
.     rjiiy ^    rjyy  ohue  Zweideutigkeit  zu   bestimmen.     Dazu  haben   wir  die 
Gleichungen: 

r^      -^  rpftf ■*  m*'  ____      **  'FIV  __  _^  '7'V  ** 

Aus  diesen  folgt: 

r    =n«[cos(2a>  — ^)  +  ]/^=n[  sin(2iD  —  «•)] 

1 
r"  =  n«  [cos (4©  —  2'9-  -  -Ö-')  +  /-  1  sin (4©  —  20-  —  ^O] 

1 
r'  =  n«  [cos  (4(0  —  2*^  —  ^')  —  Y—  1  sin (4©  —  2<d'  —  d-O] 

1  

yiv=  n«  [cos  {2(o  --  %)  -  V—  i  sin  (2©  —  -»■)] 

1  ^ 

T^  '^  n^  [cos  CD  —  }/—  1  sin  a>]. 

Addiert  man  aber  alle  Werte  von   T,  7"  . . .  bis  T^,  welches  gleich 
—  1  ist^  80  erhält  man: 

_  j  ^  j,^  y/^  jy._|_  j-_|_  j,TV^  jv^  7^^ 

Mithin: 

;)  =  —  y  +  -^[coscD  +  cos(2(D  —  '^)  +  co8(4©  —  2^  —  ^'jj. 

Mittelst  dieser  Formel  findet  man  zu  gleicher  Zeit  die  sechs  andern 
Werte  von  p]  mau  hat  dazu  nur  an  Stelle  von  m  der  Reihe  nach 

G)  -| — =- ,    a  -j — =~ ,  • . .  ©  H =—  zu  setzen.     » 

Bei  d^n  Anwendungen  auf  besondere  Werte  von  n  mufs  man 
die  Koefficienten  «,  /5,  y,  .  -  •  ^  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  be- 
stimmen. Dies  geschieht  mit  Hülfe  eines  Wertes  der  primitiven 
Wurzel  g,  den  man  beliebig  wählen  kann. 
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567. 

Wir  bemerken  noch,  dafs  die  gefundenen  Gleichungen  aufser  der 
bekannten  Gleichung 

-  1  =  «  +  ^  +  y  +  d  +  e  +  g  +  7, 

* 

noch  drei  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  KoefGcienten  ajßyy,,..fj 

i.  i_ 

liefem.    Erhebt  man  nämlich  die  für  n'  cosd'y  n^  sin^d*  gefundenen 

Werte  ins  Quadrat^  und  addiert  man  sodann  diese  beiden  Quadrate, 

so  findet  man  die  Bedingungsgleichung: 

n  =  Z  +  2ilf  cosfi  +  2iV^cos2ft  +  2Pcos3fi, 
in  welcher 

Z  =  «2    4-  |32  +  y^  +  d«   +  «'  +  6"   +  1?"   =  la* 

M  =  ad  +  /'^  "f"  yS  +  ^V  +  *"  +  S/^  +  ^y  =  ^«d 

JV=  aß  +  ßy  +  yS  +  Se  +  st  +  tv  +  V^  =  ^^ß 

P  ==  «y  -f  /3d  -[-  y£   -j-  dg  -{-  £12  +  5«  +  ^?/5  =  ^«y 

ist.  Ferner  ist  zu  beachten,  dafs  L-f"2-3f+2^+2P  das  Quadrat 
der  Gröfse  a  +  /5  +  y  +  d  +  *  +  5  +  ^>  welche  den  Wert  —  1  be- 
sitzt, ist  und  dafs  somit  die  Gleichung  besteht: 

l  =  L  +  2M+2N+2P. 

Sodann    kann  man  in  unsrer  Gleichung.^  in  2fi  verwandeln;   dies 

1 

ergiebt  dasselbe  Resultat,  welches  man  aus  den  Werten  von  n^cos^', 

1 
n^sin'd''  erhalten   würde.     Ebenso  kann  man  (i  in  3(i  verwandeln, 

wodurch  man  dasjenige  Resultat  erhält,  welches  aus  der  Elimination 

von    d'"    entstehen    würde.     Mithin    erhält    man   die   beiden   andern 

Gleichungen: 

n^L  +  2Jlf  cos  2fi  +  2iV^co8  3^  +  2P cos  ^ 

n  =  L  -\-  2M cos  3ft  +  2 iV  cos  ^  -{-  2P  cos  2fA. 

Setzt  man  jetzt  für  2cos3fi  seinen  Wert  —  1 — cosf* — 2cos2ft,  so  wird: 

n==L  —  P+  2(M  —  P)  cos  [i  +  2{N—  P)  cos  2ft. 

Da  nun  die  Gröfsen  cos  ft  und  cos  2fi  auf  einander  nicht  reducierbare 
irrationale  Grofsen  sind,  so  mufs,  damit  diese  Gleichung  bestehe, 

M^P,      N^P 

sein.    Mithin  ergiebt  sich: 

n~L  —  M. 


256 

p'emer  haben 

irip 

gefanden : 
1  —  L  +  2JK+2Ä+2P 

lilgliEh: 

1  —  L  +  6M, 

(,<ler: 

L  — 1—6)1. 

Hii^raus  folgt: 

«  —  i  -IM, 

iilso; 

M—N—F—-m,    i— 1  +  61». 

Mau  erhält  daher  die  vier  Bedingungsgleichungen: 

1  +  6«i  -  «•  +  ^  +  /  +  d'  +  ,"  +  S"  +  ,■  _  Z«» 

-„-„ß  +  ßr  +  r^  +  a,  +tt  +  t<i  +  v  —  ^''ß 

-m  — ay  +  ßl  +  r,  +  «(  +  !,  + (a  +  ^ß—Ta, 
-  m  —  itl  +  ße  +  r(  +  iri  +  tu  +  iß  +  ^r  —  Z«d. 
Durch  diese  Gleichungen  wird  bereite  die  Gleichung 

o  +  ^  +  y  +  '  +  .  +  e  +  i  —  1 

üii^drQckt;  letztere  liefert  also  keine  neue  BedingUDgagleichnnf;. 

Aus  der  ersten  GleicbuDg  erkennt  man  noch,   daTs   die   grörste 
<ler  Oröfseo   a,  ß,  y,  . . .  i\   kleiner  als  j/l  -|-  6m  aber  gröfaer  als 


y 


'+' 


"  iat 

568. 


Nachdem  wir  die  neue  Reduktionametliode  fllr  die  allgetneineo 
l'älle  n  =-  5m  ~f-  1  und  n  =  Im  +  1  hinreichend  auseinandergesetzt 
ijaWo,  glauben  vir  nicht  nötig  zu  haben,  noch  weitere  Anwendungen 
davon  zu  geben.  Wie  man  eieht,  gelangt  man  immer  auf  möglichst 
einbche  Weise  zur  Auflösung  der  HQlfsgleichung,  welche  die  Perioden 
von  m  Gliedern,  in  welche  die,  alle  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 
.\"  ^  0  enthaltende,  Periode  (»  —  1:1)  zerfallt,  zu  Wurzeln  hat 

Da  die  Htllfsgleichung  dritten  Grades,  welche  im  Falle 
u  —  3m-f- 1  stattfindet,  und  deren  allgemeinen  T;pas  wir  in  No.  514 
ang^eben  haben,  mittelst  der  gewöhnlichen  Methoden  sich  leicht 
behandeln  läfst,  so  haben  wir  uns  bisher  mit  derselben  nicht  be- 
»cträftigen  zu  müssen  geglaubt.  Um  jedoch  diese  Theorie  mit  mög- 
lichster Gleichmäfsigkeit  darzulegen,  wird  es  nicht  unnQtzlich  sein, 
wenn  wir  unsere  allgemeine  Reduktionsmethode  ancfa  auf  djeae  Glei- 
chung anwenden. 
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569. 
Die  im  Falle  n  »=  3m  -f~  ^  aufzulösende  Gleichung  lautet: 
p^  -{-f^  —  fnp  +  Y  (w*  —  nC)  =  0. 

Um  C  zu  bestimmen^  mufs  man  An  auf  die  Form  4n  =  a^  -|-'  ^'^^^ 

bringen,  was  immer  möglich  ist    Alsdann  erhält  man  C=  -^-  -^—^ 

wobei   von  dem  doppelten  Vorzeichen  dasjenige  zu  nehmen  ist,  für 

welches  — ^ —  eine  ganze  Zahl  ist. 

Sodann  bezeichne  man  mit  p,  p',  p"  die  Wurzeln  der  vorstehenden 
Gleichung  und  setze  der  allgemeinen  Methode  gemäfs: 

T=p+p'R  +p"S? 
r-=p+pS?+pB^, 

w^o  J2  eine  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  22'  — 1=0  ist.  Nimmt 
man  dann 

sm^  so  wird: 

a  =3 p*  +  *^PP\      6  =  i>'*  +  äjp'p,      c  =  p'^  -f-  ^PP- 

Wie  gewohnlich  hat  man  sodann  a  auf  die  lineare  Form 

a  =  «jp  +  ßp  +  yp" 

zu  bringen;  aus  diesem  Werte  von  a  ergeben  sich  die  der  beiden 
andern  Koefficienten  b  und  Cy  indem  man  nach  und  nach  die  Grofsen  p 
um  eine  Stelle  vorrücken  läfst  und  dabei  p"  als  gleichbedeutend  mit 
p  ansieht. 

Ordnet  man  darauf  den  Wert  von  T^  in  Bezug  auf  die  p,  und 
setzt  man: 

A=  «  +  yjR*  +  ßR\ 
so  ergiebt  sich: 

T«  =  ^r     und     r^  =  Ä'T. 

EIndlich  findet  man  auf  dem  schon  angegebenen  Wege: 

und  dies  beweist,  dab  man  zu  gleicher  Zeit 

\_  

T  =  «*  (cos  (o  +  y —  1  sin  o) 

y  =  w  2  (cos  (o  —  y^  1  sin  coi) 

Legendr«,  ZaUentheorie  11.  17 
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setzen  kann.    Aus  den  beiden  Gleichungen  jr*  =  J.T'  und  jT^^ÄT 
erhält  man  aber  {TTf  =  AÄTT,  und  somit: 

Man  kann  daher  gleichzeitig  setzen: 


A  =  n^  (cos  d^  -f  }/—  1  sin  ^) 

j_  

A'=  n^  (cos  -e«  —  }/— T  sin  -O«). 

Aus   den  beiden  Gleichungen  T*  =  J.T'  und  T'*  «=»  J.'T  erhält  mao 
aber  ferner:  T*  =  J.*r«  =  Ä^A'T  oder: 

Sobald  daher  der  Wert  Ton  A  bekannt  ist,  ergiebt  sich  anmittelbar 
der  Wert  von  T, 

Bezeichnet  man  nun  den  Winkel  — r— ,   wo  k  gleich   1    oder  2 

ist;  mit  (i,  so  ist: 


JB  s=  cos  fi  +  ]/—  1  sin  fi 
1?  =  cos  fi  ■—  }/—  1  sin  ft. 
Die  Gleichung  0  =  1  +  Ä  +  iP  giebt  daher:. 

0  =  1  +  2  cos  ft, 

oder: 

1 

COSfi  =  — y, 

und  in  gleicher  Weise  wird  cos  2f(  «»  —  y- 

Substituiert  man  die  Werte  von  R  und  von  i?  in  die  Gleichung: 

j^  

^  «=»  a  +  yi?  +  /SIJ*  =  n"^  (cos  d'  +  1^=1^  sin  «•), 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  ^  die  beiden  Gleichungen: 

w*  cos  0-  =  a  +  (y  +  Z')  cos  f^  =  «  —  v  (y  +  ß) 

n*  sin  ^  =  (ß  —  y)  sin  fi; 

und  da  stets  a  +  /J-f"y  =  —  1  ist,  so  giebt  die  erste  Gleichong: 

n«^cos«'  =  y(l  +  3a). 

Mittelst  der  linearen  Werte  von  f^  und  j^j?'  findet  man  aber  allgemein: 

a  =  3C  — m—  1, 
mithin: 

n^cos  t  =  2  (9C  —  n  —  1)  =  +  J  a, 
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oder 

cos  ^  «=  + 


2n* 

In  diesem  Werte  von  cos  d^  ist  das  Vorzeichen  nicht  willkürh'ch ; 
dasselbe  bestimmt  sich  vielmehr  durch  die  Bedingung,  dafs  n  -|-  1  +  ^ 
durch  9  teilbar  sein  mufs.    Mithin  hat  man  nur  zwischen  den  beiden 

Werten  ^  und  —  0*  oder  zwischen  -8^  und  2n  —  -O*  zu  wählen;   in- 

j_ 

dessen  zeigt  der  Wert  von  n*  sin -ö*  •=  (/S  —  }/)  sin  ft,  welcher  das 
Vorzeichen  von  sin'd'  bestimmt,  an,  welcher  von  diesen  beiden  Werten 
zu  nehmen  ist. 

570. 

Ist  der  Winkel  ^  auf  diese  Weise  mittelst  der  beiden  Werte 
von  cos  ^  und  sin  d'  bestimmt,  so  giebt  die  Gleichung 

T«  =  n^  =  n«  (cos  d^  +  }/—  1  sin  -6«), 
Terbnnden  mit  der  Gleichung  TT''^n,  die  beiden  Werte: 

T=n^(cos|^  +  l/::^sin|) 

r  =  n^  (cos  y  -  V^  sin  y)  • 
Addiert  man  aber  die  drei  Gleichungen: 

so  erhält  man  —  1  +  r+  T'=  Sj),  mithin: 

und  da  man  an  die  Stelle  von  %•  der  Reihe  nach  ^-\-2n  und  ^  -f"^^ 
setzen  kann,  so  lassen  sich  die  drei  Wurzeln  der  aufzulösenden  Glei- 
chung folgendermafsen  ausdrücken: 

p    ==-y  +  --COSy 

1     ,     2n^  d4-2x 

„  1     ,     2n^  '8'+ 4« 

P T  +  -8-<^«         3 

17* 
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571. 

Wir  haben  behauptet,  dafs  dieselbe  Losung  schneller  mit- 
telst der  gewöhnlichen  Methode   gefunden  werden  konnte.    In 

der  That,  setzt  man  in  der  gegebenen  Gleichung  p  =  — - — ,  so  er- 
hält  man  die  transformierte  Gleichung: 

a^  —  3nx  +  wa  =  0, 
und  aus  dieser  folgt  nach  der  Cardanischen  Formel: 


Ist  daher: 

4- -- =  w*  cos  d,      -— —  =  n*smd, 
so  ergiebt  sich: 

3 


X  =  Kn«  (cos  »  +  V^  sin  d)  +  V  n^ 


(cos  »  +  y— 1  sin  d)  +  V  n^  (cos  ^  —  }/—  1  sin  d), 
oder: 

X  =  2n*  cos  -r-, 

und  dies  stimmt  mit  dem  vorhergehenden  Resultate  überein. 

Ist  z.  B.  n=s991,  so  ist  die  aufzulösende  Gleichung  (Artikel  515): 

i>'  +i>'  -  330i>  —  2349  =  0. 
Femer  hat  man  4n  =  61*  +  27  •  3*,  wodurch  man  a  ==  61,  6  =  31 
erhält,  und  da  a  mit  dem  Zeichen  -f-  genommen  werden  mofs,  damit 
n  -f-  I  4"  ^  durch  9  teilbar  sei,  so  mufs  man 

cos  d'  = 


2^991 

setzen.    Die  Wurzeln  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  sind  alsdann: 

1     ,     2n*  & 

p  =-  ^-+_-cos3- 

1     ,     2n^  -9'  + 2« 

P  =--  +  -3-cos--r-- 

Diese  Gleichung  besitzt  überdies  die  Eigenschaft,  dafs,  wenn  eine 
Wurzel  p  derselben  gegeben  ist,  die  beiden  andern  j>'  und  p"  sich 
rational  mittelst  der  Formeln  ausdrücken  lassen: 

'  —    —^17  — 12p  .,         — 117  —  9p 

^  p  +  9  '  -P     ~        p  +  12 
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572. 

Wie  wir  gesehen  haben,  hat  man,  nachdem  die  Gleichung 
k**^  Grades  in  p  aufgelöst  ist,  nach  einander  die  h  Gleichungen 
^'ten  Grades  in  q,  sodann  die  JcJc  Gleichungen  Ä"**"  Grades  in  r  und 
so    w^eiter  aufzulösen,  bis  man  zu  den  Gleichungen  gelangt,  welche 

die   — - —  Perioden  von  zwei  Gliedern  zu  Wurzeln  haben. 

Bei  diesen  aufeinanderfolgenden  Hülfsgleichungen  vom  Grade 
k\  h"  . , .  lassen  sich  die  Eoefficienten  stets  in  linearer  Weise  durch 
die  Wurzeln  der  vorhergehenden  Gleichung  ausdrücken,  und  auf  jede 
▼on  ihnen  lälst  sich  die  Beduktionsmethode  anwenden,  die  wir  bei 
der  Auflosung  der  Gleichung  in  p  auseinandergesetzt  haben.  Jedoch 
siebt  man,  dafs  die  Formeln  sehr  verwickelt  werden,  wenn  es, 
je  nach  der  Anzahl  der  Faktoren  von  n  —  1,  Hülfsgleichungen 
von  verschiedenen  Graden  gäbe;  dieselben  würden  auch  Mehr- 
deutigkeiten enthalten,  deren  Anzahl  von  einer  Hülfsgieichung  zur 
andern  wachsen  würde.  Es  würde  daher  sehr  schwierig  sein,  auf 
diesem  Wege  zu  dem  Endresultat,  welches  den  Wert  einer  jeden 

durch  af  +  ar"<"  oder  die  reelle  Gröfse  2  cos  -^  dargestellten  Periode 

von  zwei  Gliedern  ergiebt,  zu  gelangen. 

Glücklicherweise  kann  man  sich  der  Mühe  überheben, 
die  verschiedenen  Hülfsgleichungen  der  Beihe  nach  aufzu- 
lösen, da  es  ein  viel  einfacheres  Mittel  giebt,  um  direkt 
zum   gewünschten  Resultate   zu  gelangen.     Es  besteht  darin, 

dafs   man   sogleich   die  Gleichung  — - — *"  Grades  in  p  betrachtet, 
welche    die    durch   r^  +  r^f^    oder    durch   2  cos  dargestellten 

n  —  1 


Perioden  von  zwei  Gliedern  zu  Wurzeln  hat    Diese  Gleichung, 

z 

deren  sämtliche  Eoefficienten  bekannte  ganze  Zahlen  sind,  läfst  sich 
mittelst  derselben  Reduktionsmethode  losen,  die  wir  bei  den  Werten 
A;  =  5,  7,  3  in  Anwendung  gebracht  haben,  und  die  daraus  sich  er- 
gebenden allgemeinen  Formeln  sind  unendlich  viel  einfacher  als  die- 
jenigen, die  man  mittelst  der  Auflosung  der  aufeinanderfolgenden 
HQlfsgleichungen  erhalten  würde.  Dies  wollen  wir  in  dem  folgenden 
Paragraphen  näher  darlegen. 


(Ä)      0  = 
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§  5. 

Verfahren,  um  zur  allgemeinen  Auflösung  der  Gleichung  X  =  0 

zu  gelangen. 

573. 

Mittelst  der  Sabstitution 

,    1 

läfst  sich  die  Gleichung  X=Oy  welche  vom  Grade  n — l=2k  ist,  auf 
eine  Gleichung  vom  Grade  Je  zurückführen^  nämlich  auf  die  Gleichung: 

_  (fc-8)(fe-4)(t-6)     ._, 

1.2-8  ^        "r" 

+^-'  -Qc-  2)1)*-»  +  i*-;fc^|,*-» 

_  (t-4)(t-6)(t-6)      ._, 

1.8.8  '^        T 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  P*  das  Polynom 

i)t-(*-l)|»*-«  +  i j9j ^1)*-*— i^ 1.8.8    ^P'~*+-", 

Ä  4-  2  A  4-  1 

welches  bis  auf  — -|—  oder  — ^—  Glieder  fortzusetzen  ist,  je  nach- 
dem Tc  gerade  oder  ungerade  ist,  und  bildet  man  in  analoger  Weise 
die  Polynome  Pk—i  und  Pjt— 2^  indem  man  an  Stelle  von  h  nach 
einander  Jk  —  1  und  h  —  2  setzt^  so  erhält  man^  wie  leicht  za  sehen, 
allgemein: 

so  dafs  also  die  unendliche  Reihe 

Po  +  -Pi^  +  -Pa^  +  •  •  •  +  i'*^  +  •  •  • 

eine  rekurrente  Reihe  ist,  welche  aus  der  Entwicklung  eines  Braches 
mit  dem  Nenner  1  —  pe  -{-  z^  entsteht.  Da  femer  p  =a  x  -f-  x~^  ist, 
so  ist  dieser  Nenner  das  Produkt  der  beiden  Faktoren: 

(1  -  xz)  (1  —  x-^ß\ 

und  hieraus  folgt,  dafs  sich  das  allgemeine  Glied  Pu  folgendermaßen 
ausdrücken  läfst: 

Pk  =  cLa^  +  /Ja:-*, 

wo  a  und  ß  Eonstanten  sind. 
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Setzt  man  aber  nach  einander  Ä;  »=  0  und  X;  «>  1,  wodurch  sich 
J^^  =»  1  und  Pi«=jp«=aa?  +  ^*^^  ergiebt,  so  erhält  man  zur  Bestim- 
mang  von  a  und  ß  die  Gleichungen: 

X  +  x-^  =  aa?  +  /'^"S 
und  aus  diesen  folgt: 

Man  hat  daher: 


aj»  ?      r         1  __  ^> 


P*-i  = 


a.-*+i-a:*+i 


1  — a? 


a 


und  endlich: 


1— Ä 


Mithin  wird  die  Gleichung  X »»  0  allgemein  durch  eine  Gleichung 
in  p  vom  Grade  k  dargestellt,  welche  lautet  P*  +  -P*— i  =*  0. 

574. 

Nunmehr  müssen  wir  auf  die  Gleichung  ( J.),  in  welcher  k  «=  — — 

ist,  dieselbe  Reduktionsmethode  anwenden,  von  welcher  wir  schon 
im  vorhergehenden  Paragraphen  verschiedene  Beispiele  gegeben  haben. 
Diese  Methode,  die  bereits  einigen  Modifikationen  unterliegt,  sobald 
k  keine  Primzahl  ist,  macht  ziemlich  beträchtliche  Änderungen  er- 
forderlich, sobald  k  eine  gerade  Zahl  ist,  und  besonders  sobald  diese 
Zabl  mehrere  Teiler  hat.  Deshalb  wollen  wir  nach  einander 
verschiedene  Werte  von  n  betrachten,  die  wir  so  wählen,  dafs 
sich  in  den  verschiedenen  Beispielen,  deren  Losung  wir  geben  werden, 
so  ziemlich  alle  Schwierigkeiten  vereinigt  finden,  die  sich  bei  jedem 
andern  gegebenen  Falle  darbieten  können. 

575. 

Brätes  BeispieL    n  <=»  31,    k^=  15. 

Alsdann  ist  die  Gleichung,  um  deren  Auflösung  es  sich  handelt, 
die  folgende: 

p'^  -  Up'^  +  78i>ii  -  220/  +  d^Op'  -  252i>»  +  Up^  -  8p 
^  ~     +l)**-13i)"  — 66i)^^-165i)»  +  210i)«-126i?*  +  28i)«-l, 


p 

=  r» 

+  r- 

-1 

j,v 

—  r» 

+  r- 

-5 

1 

p 

=  r» 

+  r- 

l,vi 

^5 

+  r- 

-15 

J 

P 

—  r» 

+  r- 

-9 

pvn 

_,.H 

+  r- 

y 

P 

=  r* 

+  r- 

-4 

> 

p\m 

I        yll 

+  r- 

> 

p^y 

-=r" 

+  ♦- 

-IS 

> 

^x 

—  r* 

+  r- 

-2 

> 
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und  man  waifs  von  vornherein,  dafs  alle  ihre  Wurzeln  reell  und  von 

der  Form  |?  =  2  cos  —.77—  sind. 

Nimmt  man  als  primitive  Wurzel  von   13  die  Zahl  (^  =  3,  so 
werden  die  verschiedenen  Wurzeln  unserer  Gleichung  in  der  Reihen- 
folge,   welche    für   sie    durch    die   Werte   j)  =  (2:l),  p=^{2'9)^ 
p'  =  (2:g*)f . . .  angegeben  wird,  folgendermafisen  dargestellt: 

Mit  Hülfe  dieser  Werte  mufs  man  den  Eoefficienten 

a=p^  +  2p  p^""  +  2p' p^^  +  2p" p^  +  2^p^ 
+  2p^p^  +  2i>vipix  +  2j)V°i>^™ 

auf  die  lineare  Form  bringen.  Nun  findet  man  aber  unmittelbar 
den  entwickelten  Wert  der  verschiedenen  Glieder,  aus  denen  die 
rechte  Seite  besteht,  nämlich: 

i)«=.2+i)i''      ,  ^i)Xi   ^p-{-p^ 

p'pxiv  _  pxi  ^  ^xm^  ^v^       =  J)  + 1)^'™ 

y^xm  =„  pvi  ^  pix  ^  pvi^x     ^  pvn_j.^xi 

p"'pxn_y"^_^v    ^  _pvnj,vin__p'  +  px^ 

folglich: 

a  =  2  +  4i>  +  2/  +  2p"  +  2i>^^  +  2^?^+  2p^+  2i>^'m  +  ?^f^ 

+  4i>^  +  4ii"  +  2i)™, 
oder,  wenn  man  für  2  seinen  Wert  —  2^)  —  2p'  —  2p"  —  --.  setzt: 
a  =  2p  —  2p"  —  2j)V  +  i^^  +  2p^  +  22>^i  -  2i)Xn  _  2p^y. 

576. 

Es  sei  R  eine  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  iJ^*  —  1  =  0  und 
zwar  eine  von  denen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  sie  durch 
ihre  aufeinanderfolgenden  Potenzen  i?,  J2',  i2^, . . .  alle  andern  Wunela 
derselben  Gleichung  hervorbnngen.    Man  kann  etwa 

B  =  cos  -y^  +  K—  1  am  ^^, 
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oder  allgemein 

=  cos -^  + 1/- 1  sm -j^ 

nehmen,  wo  k  eine  der  acht  Zahlen  ist^  welche  kleiner  als  15  und 
prim  zu  15  sind.  Wie  wir  gesehen  haben,  kann  man  die  Funktion 
Aj  welche  in  der  Gleichung  T^  =:  AT*  vorkommt,  aus  dem  soeben 
gefundenen  linearen  Werte  des  Eoefficienten  a  herleiten;  man  hat 
dazu  nur  jedes  Glied  ^^>  in  i2*>-*^  zu  yerwandeln.     Dies  giebt: 

Setzt  man  also  wie  gewohnlich: 

(2)  T=^p+p'R+p''R^  +  p'R^  H \'p^^''R'\ 

so  erhält  man  die  Gleichung  T^  ^=^  A  T'j  aus  der  sich  noch  mehrere 
andere  für  die  Lösung  unserer  Aufgabe  sehr  brauchbare  Gleichungen 
ergeben.  Denn  man  mufs  sich  erinnern,  dafs  wir  mit  jT,  T\  T" ... 
diejenigen  Grofsen  bezeichnet  haben,  welche  aus  dem  Polynom  T 
entstehen,  wenn  man  nach  einander  i2^,  ü^,  22^, ...  an  die  Stelle  von 
R  setzi  Ebenso  bezeichnen  Ä ,  -4",  A'"  y . . .  diejenigen  Grofsen, 
welche  aus  dem  durch  die  Gleichung  (1)  bestimmten  Polynom  her- 
vorgehen, wenn  man  darin  J?,  U^,  B*, . . .  für  R  substituiert.  Hier- 
nach ergiebt  die  Gleichung  T^  =  AT  und  diejenigen,  welche  aus 
ihr  entstehen,  die  folgende  Reihe. von  Gleichungen: 

y"2  j^"  jfYU  jfiYü     ^iv  jix        ^va  A^ T^^ 

(3)  T^^^  =  A^^T^^^  yvn2   __.  ^vny       j>\m2  _3  ^vmy 
^1X2  __.  ^ixyiv  ^X2     _«  ^xyvi       2^X12    ^_  ^xiyvin 
y xna  __  ^xn  yx  yxiTT  ^  =.  A  ^^^  T^^. 

Femer  läfst  sich,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  leicht  zeigen,  dafs 
die  Funktionen  T  der  Gleichung  T<')Tti'-0  =  w  genügen,  und  dafs 
dasselbe  von  den  Funktionen  A  gilt,  sq  dafs  man  also  folgende 
doppelte  Reihe  von  Gleichungen  erhält: 

n  =  2^2^x01  __  y  J^y^^  =s  jT"  T^^  =  T'"  T^  «=s  T^^  T^^  =  I^  y  vin 
(4)  =  yviyvn 

11  =  A4^°  =  ^'^x^=  A'A^"^  =  ^'"^^  =  ^iv^ix  _  ^v^vm 

■ 

Diese  Gleichungen  enthalten  die  Hauptelemente  der  allgemeinen 
Lösung,  die  wir  entwickeln  wollen. 


r 
f 
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577. 


Zunächst  müssen  wir  die  Bestimmung  der  Winkel  d,  d-',  d"..., 
welche  vermittelst  der  allgemeinen  Formel 

^(m)  =  w«  (cos  -0'('")  +  l/^  sin  -^("»)) 
die  Werte  der  Grössen  Ä,  Ä'y  Ä", . . .  ei^eben,  in  Angriff  nehmen. 

Nachdem  wir  hierzu  bereits  B  «=  cos  /i  +  V—l  sin  [i  und  fi = -^ = 24'^ 

I  gesetzt  habeU;  wissen  wir,  dafs  A^^^  aus  Ä  ent^teht^  wenn  man  in 

dem  Ausdruck   Ton  AiR'^'^^  an  die  Stelle  von  i2  setzt.    Man  erhält 
daher  aus  der  Gleichung  (1)  allgemein: 

^("»)  =  2  —  2-8*"»+^  —  2iJ*"'+«    +  2U«"»+8    +  2iJ^^"+" 

und  diese  Formel  reduciert  sich  wegen  R^^  =  1  auf  die  folgende: 
(5)    A^"*^  =  2  —  212*''*+*  —  2B*"»+^    +  2Ji*™+«  +  212**"+^° 

^     JJ12m-f  12  —  2i25"»+*  —  2i2""+". 

Hieraus  ergeben  sich  zur  Bestimmung  des  Winkels  d"^^^  zwei  allge- 
meine Gleichungen,  nämlich: 
j_ 
n*cosd'('»)=2--2co3(2m+2)/i— 2cos(5m+5)/i    — 2co8(6m+6)f4 

+2co8(8m+8)/i+2co8(10m+10)/i— 2co8(llm+llV 
+  co8(12m+12)ft. 

n^8indtm)=  — 2sin(2m+2)ft— 2sin(5m+5)/i     —  2sin(6m+6)fi 

+2sin(8m+8)/i  +  2sin(10m+10)|x— 28in(llm+ilV 
+  8in(12m+12)ft. 

Da  jedoch  15^  =  2jc  ist,  so  hat  man  allgemein: 

cos  (15a  +  h)fi  ==  cos  fe/i    und    sin  (15a  +  6)/i  =  +  sin  6^, 
und  hierdurch  nehmen  diese  beiden  Gleichungen  die  folgende  Form  an: 

n*cos'0'('»)=2— 2cos(2m  +  2)ft+   cos(3m  + 3)ft  —  2co8(4m  +  4> 

—  2co8(6m  -f  6)(i  +  2co8(7m  +  7)/i, 

w*sin'd'<"»)=    —  2sin(2m  +  2)^—    sin(3m  +  3)ft  +  28in(4m+4)fi 

—  4sin(5m  +  5)|x  — 2sin(6w  +  6)/i  — 28in(7m+7)/4. 

Hieraus  ergeben  sich  die  besonderen  Formeln: 
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n*co8^    =2  —  2co8  2^  +  co8  3/i  —  2co8  4fi  —  2coä6fi  +  2  cos  1  gi 

n  *  sin  '0'     =    —  2  sin  2  ft  —  sin  3  ft  -|-  2  sin  4  ^  —  4  sin  5^  —  2  sin  6  /i 

—  ä  sin  7  fi. 

n  *  cos  #'    =2  —  2  cos  4  ft  +  cos  6fi  —  2  cos  7  ft  —  2  cos  3  f&  4~  ^  cos  fi 

i_ 
n  ^sind"'    =    — 2  sin  4^  —  sin6fi  —  2Rin7ft-f-4sin5ft-f-  2sin3fi 

+  2  sin  fi. 
1 

n  *  cos  d'"  =  2  +  cos  6  ^  —  4  cos  3  ^ 

n*8ind"  =    — 4sin3fi  —  3sin6fi. 

n  *  cos  d"'"  =2  —  2  cos  ^  +  2  cos  2  /i  —  cos  6  f*  —  2  cos  7  fi 

n  *  sin  ^'"'  =         2  sin  ^  +  2  sin  2  ft  +  sin  3  f*  —  4  sin  5  fi  -|-  2  sin  6  ^ 

+  2  sin  7  /i. 

n«cosd^  — 1  — 2cos5ft  =  2 

_i_ 
n  *  sin  d^^  =         6  sin  5  /i  =  3  }/3 . 

_i_ 
n  *  cos  -^^  =  2  +  cos  3  ^  -—  4  cos  6  ^ 

n  *  sin  d^  =         3  sin  3  fi  —  4  sin  6  ft. 

n*cosd^°=2  —  2cosfi  —  2 cos  2ft  —  2cos3^  +  2co84^  +  cos6/i 

n  *  sin '9'^^^=    —  2  sin  ^  +  2  sin  2  ^  —  2  sin  3  ft  +  2  sin  4  f*  +  4  sin  5  ^ 

+  sin  6  ^. 

Diese  Werte  lassen  sich  mit  Hülfe  der  bekannten  Eigenschaften 

des  Winkels  u  =  -r^  =  24**  noch  weiter  vereinfachen.     Nach  diesen 

Bigenschaften  hat  man  nämlich: 

cos  4  ^  =      Y  '^"  ^^^  ^  '^  —  ^^®  ** 

cos  5  ft  = 5- 

C08  6  ^  =  —  Y  —  ®^^  ^  ^  >     sin  6  ft  =  sin  4  ft  —  sin  ft 

cos  7  f*  =  —  cos  2  ft  —  cos  3  ft       ,     sin  7  fi  =>  sin3  fi  —  sin  2  ft. 


I 

l 
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Hieraus  erhält  man  die  folgenden  genauen  und  aagenSberten  Werte: 

n^iios»  =2  +  2coflfi  — 4co82ft  — co83f»  =  0,84155 149&475 
ii^üos*'    =2  +4cos^  +  2co82(»~3co83^  =      4,565392060163 

»."^uosfr"  =~  — öcosSf*  0,045084971875 

n^ca»»'"  =3  — 2coa(t  +  4co82(»  +  5eo83(»  =      5,39451648202» 
»"«cos#"  =  2                                                           =      2 
H^cosff'  —  4+5co83(»                                    =      5,545084971870 
H  s  coä  fr™  =  "l  —  4  C08  (t  —  2  coa  2^  —  coe  3/t 2,801460037663 

M  ^  sin  »     —  2  «in  ft  —  3  8in  3(t  —  4  ein  5p  =  —  5,503797877871 

n^ainfr'     =  2Bin2(»  —  38m6(*  +  48in5(i  =■      3,187035509215 

w^ain»"   =.  — 48in3^  — 3sm6p  ■=  —  5,567581822057 

H^ain  »'"  =  3  Bin  3/»  +  2  sin  4p  —  4  sin  5p  =      1,3781 10724284 

n^ain»"  =  6  sin  5p  =      5,196152422706 

«"»ain*^  =38in3p  — 48in6p  =      0,502028539715 

tt^gin  ö-™=  2  sin  2p  —  2  ain  3p  +  3  8in  6  p 

+  48in5p         =     4,811633990380. 

Aux  diesen  numeriecben  Werten  erkennt  man,  dab  von  diesen  sieben 
Winkeln  zvrei,  nämlich  &  und  fr",  negative  Sinus  baben,  d.  b. 
zwischen  180"  und  360"  enthalten  sind.  Die  fflnf  andern  liegen 
zwischen  0  und  180".  Das  Beaultat  der  BerecbnoDg  dieser  Winkel 
bis  anf  eine  Genauigkeit  von  einem  Milliontel  einer  Sekunde  ist 
ioltjeadea: 
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d     = 81^  18'  23",727116 

#'    =       34^55'  6",050634 

#"   =  _  90^  27'  50"^47518 

^'"  =       W  19'  50",090193 

4^iv  =       68^  56'  53",792033 

^v  _         50  10'  23",569784 

^vn_     120^  12'  32",728371. 

Wir  keimen  somit  sämtliche  Werte  der  Hülfsgröfsen  A^  Ä\  Ä'  bis 
A^^^^,  demi  es  ist  allgemein: 

i_ 

^M  =  ««(cos  -ö-^"»)  +  1/— 1  sin  -ö-^"')) , 

und  sein  Komplement: 

j_  

^(18-«)^  n*(co8  d'<'")  —  Y^  sin  -d-t«)) . 

578, 

Gehen  wir  jetzt  zur  Bestimmung  der  Gröfsen  T,  welche  den 
Hauptzweck  dieser  Rechnungen  bildet,  über,  so  können  wir  zunächst 
aus  den  Gleichungen  (3)  die  folgenden  Werte  ableiten: 

^      ~    A 

T"'  _    r'«    _    r* 

yvn 


Aus  der  letzteren  folgt: 

oder,  wenn  man  die  Werte  von  A,  A',  Ä'\  A^  einsetzt: 

ri5_  „"r[co8(8'd'  +  4^'  +  2'd''"  +  d'^) 

+  >^=T  sin  (8^  +  4^'  +  2d"'  +  %'^)\ . 
Nimmt  man  also  den  Winkel  m  so,  dafs 

8-^  +  4-^'  +  «-^"'+-^^ 


(D 


16 

ist,  so  wird  der  Wert  von  T: 


7  BS  n*  cos  CD  +  V'—  1  sin  o)  . 
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Ist  T  bekannt  und  setzt  man: 

1 


r    =n^(co8a    +>/—l  sin  cd') 
r"  =  w^(cos  cd"'  +  l/=T  sin  cd"0 


und  allgemein: 


1 


y(m)  «=  w «  (cos  (0^^^)+  ]/^  sin  ra^»")) , 


SO  ergeben  die  Gleichungen  T  «=  —r-,  T"  =  -^,  T^°^=    ^.,,     un- 

mitt-elbar: 

c'     «  2cD  —  d 

fl,'"  =4cD  — 2^  — d' 

©vn  =  8©  —  4^  -"  2d'  -  d'". 

Auf  diese  Weise  kennt  man  also  bereits  die  Tier  Funktionen  Ty  T, 
r",  T^  und  ihre  Komplemente  T^™,  T^,  T*,  T^i^  ^j  jie 
Summe  dieser  acht  Funktionen  wird,  wie  fdan  siebt,  dargestellt  durch 

2n*  [cos CD  +  cos (2 CD  —  '9')  +  cos(4cd  —  2^  —  d*') 

+  C08(8cD  -  4d  —  2^'  —  «•'")]  • 

579. 

Um  die  Funktionen  T"  und  T^  zu  erhalten,  bemerken  wir,  dafs 
sich  aus  den  Gleichungen  (3)  ergiebt: 

71»»  t  rpY*  7"' 4 


Da  ferner  T'T^^n  ist,  so  folgt: 

oder: 

r'*  =  n«  [co8(2^"  +  &^)  +  >/=^  8in(2d"  +  d^)]. 
Setzt  man  also: 

so  erhält  man: 

j_  

r'  =  w » (cos  cd"  +  y  —  1  sin  o"). 
Aus  diesem  Werte  ergiebt  sich  sodann: 

T^  =      ^  =  n"»  (cos  (2cd"  -  ^" )  +  j/^^  «n  (2 cd"  -  OX 
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und   aus  diesen  beiden  Funktionen  folgen  ihre  Komplemente  oder  die 
zu  ihnen  inversen  Funktionen,  nämlich*: 

j^  _ 

Txi   =n«(coscD"  — >^lsincD'0 

y  vm_,  ^T(eo8  (2  m'  -  &")  —  Y^  sin  (2  cd"  —  d"))- 
Es   würde  somit  die  Summe  dieser  vier  Funktionen  sein  gleich 

2n^  (cos  ©"+  cos(2o"  —  '^")). 

Hier  bietet  sich  jedoch  eine  Schwierigkeit  dar. 

Wenn  wir  T'  aus  T"*^  ableiten,  so  könnte  der  in  dem  Aus- 
druck von  jT"*  enthaltene  Winkel  2d'"  +  'ö'^,  anstatt  einfach  durch 
2^"  +  d'^  bezeichnet  zu  werden,  auch  durch  2-9'"  +  d^  +  2iÄ  dar- 
gestellt werden,  wobei  i  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  ist.  Mithin  konnte  der  Wert  von  o",  den  yrir  daraus  ab- 
geleitet haben,  allgemeiner  durch 

2-9'" +  -9'^     ,      2in 
C     =  r 1 ip- 


ausgedrückt  werden.  Es  giebt  daher  in  Wirklichkeit  fünf  ver- 
schiedene Werte  von  T",  welche  sich  aus  den  fönf  Werten  von  a/\ 
nämlich  aus 

2d"+^^           ,,         2d"+^^     ,2«        '„         2d"  +  ^^    ,     4« 
O,   = g ,     Oi g H-5-;     ö 5 1--5- 


m  = ? h-r-,    <o  = j: H 


8«P 


6  '      6    '  6  '6 

ergeben.  Um  zu  erfahren,  welcher  von  diesen  fünf  Werten  zu  nehmen 
ist,  müssen  wir  ein  Mittel  suchen,  um  T"  direkt  und  ohne  Mehr- 
deutigkeit aus  T  herzuleiten. 

580. 

TT* 
Setzt  man  zu  diesem  Zweck  -^,-  =  üf ,  so  behaupte  ich ,   dafs 

3f  eine  Funktion  von  B  allein  und  unabhängig  von  den  Wurzeln  p 
ist.     Lafst  man  nämlich  die  Gröfsen  p  um  eine  Stelle  vorrücken,  so 

gehen  die  Polynome  T,  T',  T'  über  in  ^^ ,  ^ ,  -^ ,  es  bleibt  so- 

mit  —fTT-  ungeändert.  Man  hat  daher  nur  mittelst  der  Gleichung 
TT  «=  MT'  die  Funktion  M  zu  bestimmen.     Aus  dieser  Gleichung 
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j_  

folgt  aber,  dafs  M  die  Form  n*  (cos  6  +  )/ — 1  sin  O)  besitsen  mufs; 

denn  da  man  hat: 

1  

T  a=»w* (cos CD  -{-y—lsiiKo) 

T  =  n*  (cos  G>'  +  y — 1  sin  cd') 

£  

T"=  n*(cos  o"-f-  V —  1  sin  cü"), 

so  ergiebt  sich  als  Wert  von  M: 

1  

M  ^^  n^  [cos(a)  -{-cd'  —  cd")  +  }^— 1  sin  (©  +  ©'  —  o")]. 

Mithin  maus  cd  -{-  cd'  —  od"  =  Q  sein,  und  ist  G  bekannt,  so  erbalt 
man  aus  dieser  Gleichung  den  Wert  von  cd". 

Um  den  Wert  von  M  zu  erhalten ,  mufs  man  das  Produkt  der 
beiden  Polynome 

r=p+pip+p"B^+p"iü'  +  — \'p^ip^ 

entwickeln  und  die  verschiedenen  Glieder  auf  die  in  p,  p\  Pj*-- 
lineare  Form  bringen.  Bei  dieser  Entwicklung  kann  man  sich  allein 
auf  die  Glieder,  welche  p  enthalten,  beschränken.     Denn  da 

TT  =  MT'  =  M{p  +pR^  +  pR^  H ) 

sein  soll,  so  ist  offenbar  M  gleich  der  Summe  der  Glieder,  mit  denen 
p  multipliciert  ist. 

Ich  bemerke  zunächst,  dafs  in  dem  Ausdrucke  der  Quadrate 

das  konstante  Glied  2  vorkommt,  und  dafs  2  durch  seinen  Wert 
—  2p  —  2p'  —  2p"  —  • 2p^^  ersetzt  werden  kann«  Mithin  ent- 
hält das  Produkt  TT  einen  ersten  mit  p  multiplicierten  Teil: 

-  2p{\  +  ü»  +  jB«  H (-■«*') 

und  zwar  geht  dieser  aus  den  Gliedern  jp* +|?'*li' +jp"*-R' -| 

hervor. 

Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dafs  sich  dieser  Teil  auf  Null  redudert^ 
denn  derselbe  ist  gleich 

Nach  Voraussetzung  sollte  jedoch  für  R  ein  imi^inärer  Wert  ge- 
nommen werden,  für  welchen  R^^  =  1,  aber  nicht  iJ'««  1  isL  Mit- 
hin ei^eben  die  Glieder  des  Produkts  TT,  welche  mit  den  Quadraten 


—  8 

p^  ^r^^  +  r-^» 

—  9 

pvu  =  r^*  +  r-** 

—10 

pYl     ^^15^^-16 
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f^^p*,...  behaffcet  sind,  kein  lineares  Glied,  welches  mit  p  multi- 
pliciert  wäre.  Nur  das  eine  Glied  j>^*Ji^®,  welches  sich  auf 
{2  -^ p)R^^  reduciert,  giebt  in  dem  Werte  von  M  einen  ersten  Teil 
B*«  oder  U». 

Werden  jetzt  die  Wurzeln  jp,  welche  allgemein  durch  r**  +  r"*" 
ausgedrückt  sind,  nach  der  natürlichen  Reihenfolge  der  Exponenten 
a  geordnet,  so  erhält  man: 

p    ^r'  +  r-\        p^     =r«  +  r-«,        jpvni  ^  ^ii  ^  y- n 

|,ix=r«  +  r-*,  p^^  =  r^  +  r''\        p^   =  r*« -f- r-" 

p'    a=:r*  +  r~',  |>xii  =  r* -f- r 

p"  =  f^  +  r-*,  p"     =r^  +  r 

p^  =r^  +  r-^  pxiv^  y,io^  ^ 

Bei  dieser  Anordnung  erkennt  man  unmittelbar,  dafs  das  mit  p 
multiplicierte  lineare  Glied  in  dem  Produkte  TT'  nur  aus  dem  Pro- 
dukt von  zwei  aufeinanderfolgenden  Gliedern  der  vorstehenden  Reihe, 
nämlich  aus  den  Gliedern: 

•,•,11      «IX«'      n'W"      W"n^  f>vn-,vi 

PP      7      P      P  7      PP     1      P    P    7  "  •  P       P 

entstehen  kann.  Und  da  jedes  dieser  Produkte  zu  zwei  Gliedern 
j>(«)p(»)lJ"»+»«,  pifn)pin)ji%m^n  ^es  Produkts  TT  gehört,  so  ergeben 

sich  hieraus  zwei  Glieder  Ji*»+*«  +  jB*'"+*  in  dem  Werte  von  M, 
Addiert  man  also  alle  so  gebildeten  Gröfsen,  und  reduciert  man, 
wenn  es  angeht,  die  Exponenten  mit  Hülfe  der  Gleichung  J2^^  »=  1^ 
so  erhält  man,  wenn  man  zu  dieser  Summe  noch  den  bereits  gefun- 
denen Teil  jR'  hinzufügt,  die  gesuchte  Gröfse: 

+    i?  +  iP^  +  2i2*«  +  4ü*i  +  -B"  +  Ä'*. 
Nun   bestehen   aber  zwischen   den  Potenzen   von  B   allgemeine  Re- 
lationen.    Zunächst  hat  man  die  Gleichung: 

0  =  l+iJ-fiP  +  iJ8  + l-iji*. 

Da  femer  der  Wert  von  i2  derart  gewählt  ist,  dafs  weder  1— i?«=0, 
noch  1  —  JP  =■  0  ist,  so  kann  man  aus  der  Gleichung  1  —  R^^  =  0 
die  beiden  folgenden  herleiten: 

0  =  1  +  iJ»  -f  iJ«  +  1?  +  ü« 

0  =  1  +  1?  +  iJ^«. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  läfst  sich  der  Wert  von  M  folgender- 
malsen  ausdrücken: 

M—  —  2R  +  SR^  +  2B*  +  21«^  -  2ii«  -f  2R\ 

Leg«ndre,  Z»hlentheorie  II.  18 
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Sabstituiert  man  die  Werte: 

1  V 

M  =  «* (cos  0  +  V —  1  sin  e) ,    22  «=  cos  ^  +  }/—  1  sin  ^, 

so  erhält  man  die  Gleichungen: 

i 
w*co8  0  —  1  —  4  cos^  —  2cos  2|x  —  öcos  3^*    =  —  2,44735807 1413 

n«  sin  0  =     —  2  sin  2fi  +  ösin  3^  +  2sin5f*  =      5,001043738090, 
und  aus  diesen  folgt: 

0  =  116«  4' 32",  571039. 

581. 

Die  gefundenen  Werte  von  d,  d',  d*'",  ^^^  geben  näherungs weise: 

15©  =  —  36P  54' 32",  705635. 

unter  der  Voraussetzung,  dafs  15©  =  8^  +  40-'  +  2%^"  +  #v^  +  2» 
sei,  kann  man  einfach 

15©^ 1«  54' 32",  705635 

nehmen  und  erhält  so: 

c    ^ (fi  r  38",  180376 

2©~^=©     =        81«  3'   7", 366364 

2©  —  ^'=©'"=       127«  ir    8",  682094. 

Um  hiernach  den  richtigen  Wert  von  ©"  d.  h.  denjenigen,  wel- 
cher dem  für  ©  genommenen  Werte  entsprechen  soll,  zu  erhalten, 
mufs  man  denselben  aus  der  Gleichung  ©"  =  ©-)-<(>'  —  6  ableiten. 
Auf  diese  Weise  ergiebt  sich: 

c"  =  -  35«  9'  3",  385051, 

und  dieser  Wert  stimmt  hinreichend  genau  mit  dem  ersten  der  föni 
Werte,  welche  wir  oben  gegeben  haben,  überein,  nämlich  mit: 

cd"  =  ^^"  t  ^^ 35« 9' 3", 385054. 

o 

Hieraus  schliefsen  wir,  dafs  der  Winkel  0  vollständig  genau, 
und  nicht  blofs  näherungsweise,  der  Bedingung 

0  =  fl,  +  cd'  -  y  (2d"  +  d^  =  3©  —  d  -  -J^  (2d"  +  #v), 
oder 

50  =  15©  —  5d  -  2^"  —  ^^  =  2«  +  3^  +  4^'  +  2^'"  +  d^^n  _  ^v 
genügt. 
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Kennt  man  a>",  so  giebt  die  Gleichung  T"*  =  Ä'  T^  den  Wert 
von    iT^  mit  Hülfe  des  Winkels: 

©v  =  2a>"  —  -^"  =  610  -  2^  -  26  —  »". 

£s    ^wdrd   daher  die  Summe  der  beiden  Glieder  T"  -|-  T^  zusammen 
mit    der  Summe  ihrer  Komplemente  T^  +  T^°^  gleich: 

1 
2n'«  [cos  (3io  — «'— e)  +  co8  (6©  —  2»—»"  —  26)]. 

582. 

Um  die  Summe  samtlicher  Gröfsen  T,  r,  r\.,, T™^  zu  bilden, 
hat  man  nur  noch  den  Wert  von  T^  und  den  seines  Komplementes 
T^^    zu  suchen.     Nun  ist  aber  T^*=^A^T^^  und  somit 

Setzt   man  also  wie  ge wohnlich: 

T^  =  n^  (cos  m^  +  Y^i  sin  cd^), 

so   hat  man: 

3a>iv  —  -^  =  0    oder  =  2ä    oder  =  4ä, 

-vrodarch  sich  für  m^^  einer  der  Werte  ergiebt: 

3     '     3 '     ^3 

Um  zu  erfahren,  welcher  von  diesen  drei  Werten  zugleich  mit 
dem  von  o  anzuwenden  ist,  mufs  man  zu  demselben  Hülfsmittel 
seine  Zuflucht  nehmen,  welches  zur  Bestimmung  des  Wertes  von  m" 
führte. 

Ist  zu  dem  Zwecke  TT"  ^=^M'  T^ ^  so  beweist  man  leicht,  dafs 
JSrV  eine  Funktion  von  B  und  unabhängig  von  den  Wurzeln  jd  ist. 
Mithin  ist  M'  der  Koefficient  von  |>  in  dem  Werte  des  Produktes 
TT^^'j  wenn  man  dasselbe  so  entwickelt,  dafs  die  verschiedenen 
Glieder  die  Wurzeln  j),  i?',  i>", .. .  nur  linear  enthalten.  Auf  dem- 
selben Wege,  welcher  uns  zum  Werte  von  M  in  der  Gleichung 
TT'  ^MT'  führte,  findet  man  dann: 

M'  =  2B^  +  2i2«  +  2iZ»  +  2S?  -  5i?*«. 

Wird  diese  Grofse  wie  gewohnlich  durch 

n « (cos  6'  +  >/-"!  sin  0')  =  M 

dargestellt,   so   ergeben   sich   zur   Bestimmung   des    Winkels  6'   die 
beiden  Gleichungen: 

18* 


•r^: 


iV  - 


'■* 


L« 
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1 


n » cos  e  =  y  —  6  cos  3  fi  1,354101966250 

n  *  sin  e'  =  4  sin  2  f*  —  2  sin  3  /t  +  5  sin  5  /t  =      5,400593288241, 

und  aus  diesen  folgt: 

0'  =  104^  4' 32",  57 1039. 
Vergleicht  man  diesen  Wert  mit  dem  von  6,  so  mufs  man 
offenbar  0'  =  0  —  12<>  =  0  —  ^/i*  haben,  und  in  der  That  läfet  sich 
diese  Gleichung  in  aller  Strenge  mit  Hülfe  der  Gleichungen,  durch 
welche  die  Sinus  und  Cosinus  der  Winkel  0  und  0'  bestimmt  werden, 
beweisen. 

583. 

Kennt  man  0',  so  erhält  man  den  Wert  yon  d^^,  welcher  dem 
von  CD  entspricht,  nämlich: 

cö^  ==  cj  +  a>'"  —  0'  =  22«  58'  57",  930679. 

Andrerseits  aber  hat  man: 

4-  ^^^  =  22«  58'  57",  930678: 

...  9^ 

mithin  stimmt  der  Wert  von  a>^  genau   mit  dem  von  — j-  überein. 

Hierdurch  ergiebt  sich  die  neue  Bedingungsgleichung: 


oder: 


CD  +  o"'  =  0'  +  1  ^iv 
5io  -  2-9-  —  -&•'=  0'  +*-i-9'iv=  0  _  12«  +  l^nr 

ö  3 


Multipliciert  man  diese  Gleichung  mit  3,  und  setzt  man  «an  die  Stelle 
von  15a>  seinen  Wert  8a'  +  4a'  +  2-9-'"  +  -9-^  +  360«,  so  wird: 

30  =  2a  +  -a'  +  2a'"  —  a-^^  +  a^^  +  396« 

Endlich  ergiebt  die  Vergleichung  der  Werte  dieser  verschiedeneii 
Winkel  die  Gleichung: 

0  =  -9.  +  «.'  —  ö'"  +  72«, 

die  man  ohne  Zweifel  in  aller  Strenge  mit  Hülfe  unserer  Formeln 
würde  beweisen  können.  Wir  haben  somit  zvrischen  den  Winkeb 
d'  zwei  Gleichungen,  nämlich: 

_  ^  +  ^'  +  ^IV  _  ^V  =  IgQO 

2«^  +  a-'  —  3a"  —  2a"'  -  a-^  +  d^, 

und  diese  können  dazu  dienen,  um  zwei  dieser  Grofsen  mittelst  der 
fünf  andern  zu  bestimmen. 
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Vereinigt   man  jetzt   sämtliche   Werte   T,   T,,,.   bis  T™^   zu 
einer  Summe,  und  verbindet  man  damit  die  Gleichung 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  p  die  Gleichung: 

15p  =  —  1  4-2n*(cosa>4"COsio'  4"C08ß>'  +  cosa)'"+cosö>^+cosa>^ 

+  cos  o^^) , 

in  welche  man  nur  noch  die  Werte  der  Winkel  cd,  so  wie  sie  durch 
die  vorhergehenden  Rechnungen  bestimmt  sind,  einzusetzen  hat. 

Die   genauen   sowie    angenäherten   Werte    dieser    Winkel    sind 
folgende: 


0     =    0 

o'    =2a>-f~«' 

tu  I  I        r0r 

©vn=7ß,^„vn 


a ö'  =        SmS' 23",  727116 

a"    =-^— e  =—  34^46'  8",843924 

a'  =  — 2-9'  — a-'  =      127^41' 4r,403598 

«iv  =  «'"  _  e  +  ^  ^  =        23<>37'  8",  832558 

«v 2'^~-&"  — 20  =        20^55' 32",559670 

«^  =  —  4-0- -  2-9-'  -  a-'"  =  - 118^56' 2r',282997. 

584. 


Wir  haben  nur  noch  in  die  allgemeine  Formel  den  oben  ge- 
fundenen Wert  von  cd  einzusetzen,  um  diese  Formel  wenigstens 
näherungsweise   zu   berechnen.      Dadurch    lernen   wir    diejenige   der 

Wurzeln  p  =  2  cos  — ^ j—  kennen,  welche  durch  die  Formel  dargestellt 

dl 

wird.     Die    Werte   der  verschiedenen  Winkel  m,   deren  Cosinus   zu 
berechnen  sind,  sind  demnach  folgende: 

o  =—0°    r  38",  180376 

a  =       8m3'   7",  366363 

m"      .. 350   9'   3",  385054 

m'"  =  127«  11'  8",  682091 

0)1^  =   22»  58' 57",  930675 

o^  =   20»  9' 43",  477410 

0)^  =—  1 19«  57'  32",  726010. 

Es  wOrde  fQr  unsem  Zweck  genügen,  diese  Cosinus  mittelst  sieben- 
stelliger Logarithmentafeln  zu  berechnen.    Der  gröfseren  Genauigkeit 
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wegen  geben  wir  aber  hier  das  Resultat  der  Recbnong,  wie  es  akb 
mit  Hülfe  von  vierzehnstelligen  Tafeln  ergiebt: 

2n»(co8a)    +coaa)     =       12,86749028364577 

2  n^(cos  a>"  +  cos  ai^    =       19, 55799  20442  6960 

1 
2n « cos  m^  =       10, 25161 70782  9619 

42,67709940621156 

—  1  +  2»«  (cos  w"  +  cos  a^) 13, 29120 11688  2311 

30  cos  -^  =      29, 38589  82373  8845 

cos  -^^  ==  0, 97952  99412  4628. 
Aus  den  trigonometrischen  Tafeln  findet  man  aber: 

cos  4r-  =  0, 97952  99412  5247. 
Mithin  sieht  man,  dafs  der  durch  unsere  Formel  gegebene  Wert  von 

1  2« 

YP  der  Wert  von  cos  -^    ist. 


585. 

Wird  der  Wert  von  cd  der  Reibe  nach  um  fi,  2(i,  3^,..»,  ^o  f» 

gleich  -— -  oder  24®  ist,  vermehrt,  und  bildet  man  mit  jedem  Werte 

von  CD  die  entsprechenden  Werte  von  cd',   cd",  ...id^,  a>^°,  so  giebi 
die    Formel    der  Reihe    nach    alle   andern  Werte   von  p   oder  tod 

2 cos—  -    in  der  Reihenfolge  p,  p,  i>", ...1>^^^,  wie  sie  durch  die  von 

uns  gewählte  primitive  Wurzel  bestimmt  wird,  oder  in  umgekehrter 

2ff 

Reihenfolge.     Ausgehend  von  2  cos  -jr- ,   das   wir   soeben  bestimmt 

haben,  erhalten  wir  somit  die  Werte  der  fünfzehn  Wurzeln  2cos-^ 
entweder  in  der  Reihenfolge: 


2  cos 

29r 

31   ' 

2  COS 

6ff 
31   ' 

2  COS 

18« 
31    ' 

2  COS 

8« 
81   ' 

2  COS 

24« 
31 

2  cos 

10« 
31   ' 

2  cos 

30ff 
31    ' 

2  COS 

28« 
31    ' 

2  cos 

22« 
31    ' 

2  COS 

4« 

31 

2  cos 

12« 
31" ' 

2  COS 

26« 
31    ' 

2  cos 

16« 
31    ' 

2  COS 

14« 
81' 

2  COS 

20« 
31  ' 
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wie  dieselbe  durch  die  primitive  Wurzel  g  =  3  bestimmt  wird,  oder 
in  der  umgekehrten  Reihenfolge: 

2co8— j-,     2co8-gj-,    2cos-gj-,    2  COS -— - ,  u.  s.  w. 

Welche  von  diesen  beiden  Reihenfolgen  stattfindet,  läfst  sich  leicht 
bestimmen,  wenn  man  die  Formel  mit  dem  um  24^  vermehrten  Werte 
von  d  d.  h.  mit  dem  Werte 

©  =  23^52' 21",  82... 

berechnet.  Eine  Vergröfserung  des  Wertes  von  cd  um  fi  bringt  bei 
dem  Werte  von  a/  eine  solche  um  2f*,  bei  dem  Werte  von  a/'  eine 
solche  von  3^  u.  s.  w.  hervor.   Man  erhält  daher  die  folgenden  Werte: 

(o     =    23«  52' 21",  82 

o'    =129«    3'    7",  37 

,      cj"  =    36«  50' 56",  615 

a>"'  =223«  11' ^8",  68 
^iv  _  1420  53'  57-  93 

a>v  =  164«    9'  43",  48 
cö^=    72«    2' 27",  27. 
Beschränkt  man  sich   auf  sieben  Decimalstellen,  so  ergiebt  die 

Berechnung  der  Formel  -5-1?«= — 0,44039437.     Dieser  Cosinus  ent- 

spricht  so  genau  als  möglich  dem  Winkel     ^      =  116«  7' 44",  52. 

Vermehrt  man  also  den  Wert  von  a  nach  und  nach  um  fi  oder 
24«,  und  berechnet  man  die  entsprechenden  Werte  von  m',  co"...©^ 
so  erhält  man  sämtliche  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  in  der 
Reihenfolge  p,  p^^,  i?^"°, . .  •!>',  welche  der  durch  die  primitive 
Wurzel  ^  "»  3  bestimmten  gerade  entgegengesetzt  ist.  Diese  Wurzeln 
wurden  in  der  eigentlichen  Reihenfolge  aufeinander  folgen,  wenn  man 
den  Wert  von  id,  anstatt  denselben  beständig  um  (jt  zu  vermehren, 
am  dieselbe  Grofse  vermindert  hätte,  indem  man  der  Reihe  nach  an 
Stelle  von  cd  die  Werte  to  —  ft,  o  —  2/i,  cd  —  3f*, . . .  setzte. 

586. 
Wie  dem  auch  sein  möge,  die  allgemeine  Formel 

jP  =  —  —  -\-  -^ [cos m  +  C08(2<D  +  «'  ) 4- cos(3a)  +  a") 

+  cos  (4  CO  +  a'")  +  cos  (5©  +  «^) 
+  cos  (6co  +  «v)  +  cos  (81D  +  «^^)]' 
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welche  den  genauen  Wert  der  Wurzel  cos  -^r-  giebt,  wenn  man 


d 


31 
16 


setzt,  liefert  auch  je  nach  Belieben  den  Wert  jeder  andern  durcb 
cos     . .      dargestellten  Wurzel.   Man  braucht  dazu  nur  in  der  Formel 

91 

CD  -f"  ^f^  ^^  ^^^  Stelle  von  m  zu  setzen,   wobei  m  die  Stellenzahl 
von  2i  in  der  Beihe 

20,  14,  16;  26,  12,  4;  22,  28,  30;  10,  24,  8;  18,  6,  2 

bezeichnet. 

So  mufs  man  z.  B.,  um  direkt  den  Wert  von  cos    ..     oder  von 

—  cos  -TT-  zu  erhalten,  in  die  Formel  o  +  9f*  oder  o  +  216^  an  Stelle 

31 

von  (o  einsetzen.  ^ 

Wir  sind  daher  zu  einer  allgemeinen  Formel  gelangt,  welche  je 
nach   Belieben    alle   Wurzeln   der  Gleichung   in  p  oder  alle  Werte 

von  cos  -4r^  liefert,  wobei  i  jede  zwischen  1  und  15  liegende  Zahl 

91 

bedeutet. 

Bei  diesem  Beispiel  lassen  sich  sämtliche  Winkel  d'  geometrisch 
konstruieren,  da  die  Winkel  ^,  von  denen  sie  abhängen,  nur  die 
Teilung  des  Ereisumfanges  in  15  gleiche  Teile  voraussetzen.  Mithin 
läfst  sich  die  Teilung  des  Kreisumfanges  in  31  gleiche  Teile  aus- 
führen mitt'Clst  der  Teilung  eines  geometrisch  bestimmbaren  Bogens 
15<9  in  15  gleiche  Teile. 

Diese  Teilung  in  15  gleiche  Teile  wird  bewirkt  mittelst  der 
Teilung  desselben  Bogens  in  5  und  in  3  gleiche  Teile.  Wenn  wir 
nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren  die  Gleichung  in  p  zunächst  mit 
Hülfe  einer  Gleichung  5^°  Grades,  sodann  mit  Hülfe  einer  Gleichung 
dritten  Grades  aufgelost  hätten,  so  würde  die  erstere  Gleichung  die 
Teilung  eines  Bogens  in  5  gleiche  Teile,  die  zweite  die  Teilung  eines 
andern  Bogens  in  3  gleiche  Teile  erfordert  haben;  es  würde  also 
aus  diesem  Grunde  wie  aus  mehreren  andern  Gründen  die  Losung 
weniger  einfach  gewesen  sein,  wie  die,  welche  wir  soeben  ausein- 
andergesetzt haben. 

587. 
Zweites  Beispiel,    n  <»  13,  X;  «»  6. 
In  diesem  Falle  lautet  die  aufzulosende  Gleichung: 
0  =^«  +  jp*  —  5i>*  —  4|)»  +  6p^  +  3i?  —  1. 
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*  Sind  |>,  j?',  p",  jj'",  ^y  p^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  und  nimmt 
man  als  primitive  Wurzel  von  13  die  Zahl  g  '=2,  so  stellen  diese 
Wurzeln  die  Perioden  von  zwei  Gliedern  (2:1),  (2:2),  (2:4),  (2:5), 
(2:3),  (2:6)  dar,  und,  wenn  man  durch  r  eine  beliebige  imaginäre 
Wurzel  der  Gleichung  x^^  —  1  =  0  bezeichnet,  so  erhält  man: 

p['=  f*  +  r-*  ;        p^  —  r«  +  r-«. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Quadrate  sowie  die  Produkte  von  je  zweien 
der  Wurzeln  in  linearer  Form,  wie  folgt: 

p^    =2+i>'  ,    pp      =p    +j>^^,  pp"   =p"  +p^,    pp"  =p    +1>^ 

/2   =2+i>",    pp     =p    +1>^,  p'p"  =P^+P^y    Pf^=P'+P 

P=2+p\    pp'-P+P    ,  P'f'-^P'+P    ,    i>V=l>^+/. 

/'*=2+l>^,    py^=p"+p    ,  f'p^^p   +p    , 

|)i^=2+i)V,    ^p^'^p^^-p    ,  p^p=p    +/', 

I,v»^2+j)  ,    p^p    =-p^  +/",  i)V  =P"+P"% 

588. 
Es  sei   12  eine  imaginäre  Wurzel   der   Gleichung  B^  —  1=0, 
und    zwar    nehmen    wir    R  =  cos  fi  +  |/~- 1   sin   ft,     wobei     wir 

fi  =  ---  =  60®   setzen.      (Wir   hätten    ebenso    gut  ^  =  —^   setzen 

können.)     Sodann  setzen  wir: 

T  =  p+pR+p'IP  +i>'"i23  +l>i^i?*  +pVB\ 

und  bezeichnen  wie  gewöhnlich  mit  T,  T\  T"\  T^^  das  ,was  aus  dem 
Polynome  T  wird,  wenn  man  darin  resp.  12*,  jB',  jB*,  jB^  an  die 
Stelle  von  22  setzt. 

Ist  k  eine  gerade  Zahl,  wie  in  unserm  Beispiele  und  in  allen 
denen,  wo  n  die  Form  4m  -{-  1  besitzt,  so  kann  man  nicht  mehr 
annehmen,  dafs  der  Wert  von  T^  allein  aus  geraden  Potenzen  von 
R  zusammengesetzt  sei,  wie  wir  dies  in  allen  Fällen,  wo  die  Zahl  k 
ungerade  ist,  gethan  haben.   Man  mufs  vielmehr  in  diesem  Falle  setzen: 

+bR+VR^  +  V'R', 

und  man  würde  diese  Reihen  noch  weiter,  nämlich  bis  zur  Potenz 
ü*~^,  fortsetzen  müssen,  wenn  k  gröfser  als  6  wäre.  In  dieser 
Formel  unterliegen  die  Koefücienten  a,  a,  a"  einem  gewissen  Ge- 
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setze,  die  Eoefficienten  b,  b',  b"    aber  einem   andern^  Gesetze.    Man  * 
hat  nämlich: 

a  =p^  +/"«  +  2i) V  +  2p'P^  7        ^  =  ^PP     +  2i> V  +  ^^P" 
d  =i)'«  +i)iv«  +  2i)'>  +  2|)"  V  ,        *'  =  2l>y  +  2i?i)"'  +  2i>Y^ 

Diese  Koefficienten  müssen  auf  eine  lineare  Form  gebracht  werden; 
jedoch  genügt  es,  die  beiden  ersten  a  und  b  zu  berechnen,  da  man 
leicht  erkennt,  dafs  die  andern  aus  diesen  hervorgehen,  wenn  man 
die  Buchstaben  p,  !>',.••  ^  Dach  und  nach  um  eine  Stelle  vorrücken 
läfst.    Man  erhält  auf  diese  Weise: 

a  =2-/  -^^  ,        b  =2p  +4p    +2p"  +4p^ 

a'=2'-p'-p^    ,        V  =2p' +4p'  +2p^+Ap^ 

a"  =  2  -|)'"-i)      ,        6"=2|>"^  V  +  2i)V  +4j>, 

und  der  Wert  von  T*  wird: 

T«  =      2(1  +  i?  +  R*)      +R{2p  +  4p   +  2i>'"  +  4p^ 

-  i>'    -i)"B^  -  j>'"lJ*  +  B»(2i>'  +  4/'  +  2p''' +  4i>^) 

_  ^  —p^R^  -  _pB*    +  B5(2i)"  +  4p''  +  2p^  +  4p). 

Sodann  muTs  man  diese  Gröfse  nach  p,  p,»'-  p^  ordnen,  nachdem 
man  noch  zuvor  den  konstanten  Teil  2  +  22?  +  2B**)  auf  die 
Form  gebracht  hat: 

-  (2  +  2R^  +  2R^)(p  +/  +p'  + /"  +l>^^). 
Dadurch  ergiebt  sich: 

T»=-  _p  (_2  +  2B  -22?  — 31J*  +  42P) 
+  ^'  («  3  +  4 jB  _  222«  +  2R^  —  22?) 
4- JE)"  (— 2  —  322«  +  42^3  —  22?  +  22J5) 
+  /"  (_  2  +  222  -  22?  —  32?  +  422*) 
+  ^iv(_  3  4-  4E  -  222«  +  222»  -  22?) 
+  ^v  (_  2  -  322«  +  422»  —  2R^  +  22?). 

*)  Wenn  es  sich  nur  darum  handelte,  den  Wert  des  Koefficienten  A  oder 
aach  den  von  Ä'  zu  erhalten,  so  könnte  man  diesen  Teil  ganz  weglassen,  da  der 
far  R  genommene  imagin&re  Wert  der  Gleichung  0  =  1  -f  JS'  -f  -K*  °^  ^^ 
der  Gleichong  0  ■=»  1  + 12*  +  JB*,  welche  aus  der  vorigen  durch  Snbstitntion  von 
B^  an  Stelle  von  B  entsteht,  Genüge  leistet.  Da  jedoch  die  allgemeine  Formel 
durch  welche  man  Ä  aasdrflcken  will,  auch  dazu  dienen  soll,  Ä"  ansxodrucken, 
indem  man  einfach  B*  fär  B  setzt,  so  mufs  man  den  in  Rede  stehenden  Teil  in 
dem  Ausdrucke  von  Ä  beibehalten,  da  die  GrÖfse  1  +  -B*  +  -B*  durch  jene  Sub- 
stitution in  1  +-B^  +  22''  übergeht  und  somit,  anstatt  gleich  Null  zu  sein,  den 
Wert  8  annimmt  Anm.  d.  Verl 
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Ist  A  der  Koefficieut  von  p  in  diesem  Ausdruck;  so  sieht  mau 
leicht;  dafs  ÄR^  der  Koefficient  von  p,  ÄB^  der  von  p"  u.  s.  w.  ist. 
Setzt  man  also: 

A 2  +  2B  —  2B*  -  31J*  +  4JB^ 

so  wird: 

T«  =  AT, 

eine  Gleichung;  die;  wie  man  hieraus  sieht;  für  jeden ;  geraden  oder 
ungeraden;  Wert  von  Je  besteht. 

589. 

Der  Wert  von  A  kann  noch  auf  eine  einfachere  Weise 
gefunden  werden;  wenn  man  beachtet;  dafs  A  gleich  dem  Eoef- 
ficienten  von  p  in  dem  entwickelten  und  auf  die  lineare  Form  ge- 
brachten Werte  von  T^  sein  mufs.  Jedoch  ist  es  gut^  zunächst  die 
Wurzeln  p,  welche  sämtlich  von  der  Form  /•«  +  *"""  sind;  nach  der 
natürlichen  Reihenfolge  der  Exponenten  so  wie  folgt  zu  ordnen: 

Hieraus  ergiebt  sich;  daüs  die  einzigen  Produkte  je  zweier  der  Buch- 
staben Py  aus  denen  p  entsteht,  die  folgenden  sind:  pp\  p'p^^,  P^P\ 

ff     ftt  ttt      TV 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist;  giebt  die  Entwicklung  von  T^ 
einen  ersten  Teil: 

p^  +  p^W  +  i)"«l?*  +  /"» JP^  +  l>iv«B8  +  i>v«Bi^ 

in  welchen  man  die  Werte  j)*  =  2  4-i>',  i>'^  =  2+i>">  JP"^  =  2 +!>"'; 
u.  8.  w.  einzusetzen  hat.  Da  nun  das  in  allen  diesen  Werten  ent- 
haltene konstante  Glied  2  gleich  —  2p — 2p— 2p  — 2p" — 2^^ — 2p^ 
ist;  so  ist  der  Teil  von  A^  welcher  aus  diesem  konstanten  Gliede 
entspringt: 

-  2(1  +  B^  +  2J*  +  JS«  +  JS»  +  B^). 

Derselbe  könnte  bei  der  Bestimmung  von  A  und  Ä  weggelassen 
werden;  dagegen  nicht,  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  von  Ä' 
bandelt;  weil  alsdann  W  an  die  Stelle  von  22  zu  setzen  ist  und  so- 
mit die  Gleichung  0  =  1  +  iJ«  +  jR*  +  JR«  +  B«  +  JRi<>  ihre  Gültig- 
keit verliert. 

Man  bemerkt  femer;  dafs  das  Glied  |)^*1?*^,  in  welchem  !>'''*«=  2 +jp 
ist,  einen  Koefficienten  B}^  oder  B*  liefert,  der  ebenfalls  zu  A  hin- 
zugezogen werden  mufs. 
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Der  zweite  Teil  der  Entwicklung  von  T^j  welcher  zu  berQck- 
sichtigen  ist,  ist  derjenige,  welchen  die  Glieder 

2ppR  +  2pp^R'  +  2p^p'li'  +  2pp"K?  +  2/^2? 

liefern.     Derselbe  giebt  in  dem  Ausdrucke  von  A  einen  dritten  Teil: 

222  +  2JS^  +  22i«  +  2^5  +  21?, 

welcher,  mit  den  beiden  andern  vereinigt,  den  voUsföndigen  Wert 
von  A  liefert,  nämlich: 

(1)  ^  =  —  2  +  2B  -  21?  —  3Ä*  +  41^^ 

und  dieser  stimmt  mit  dem  bereits  gefundenen  Werte  überein. 

590. 

Die  Gleichung  T*  =  -4  T\  in  welcher  man  der  Reihe  nach  IP, 
12',  12^,  12^  an  die  Stelle  von  12  setzen  kann,  ergiebt  die  folgende 
Reihe  von  Gleichungen: 

T*    ^AT    ,     r«    =^'r"    ,    T^'^Ä'T^ A", 

\r)        y'«g_.  ^'"y         yiV2 J[IV  rj^" 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  in  der  dritten  Gleichung  T"*=3 — X' 
für  Tv  sein  Wert  —  1  gesetzt  worden  ist,  weil  T^  dasjenige  be- 
deutet, was  aus  dem  Polynom  T  wird,  wenn  man  12^  oder  1  an  die 

Stelle  von  R  setzt,  und  demnach  I'^=j)+P+l>''+l>'"+JP'^-hP^='-l> 
also  T"*  =  —  Ä'  ist.  Da  andrerseits  Ä'  der  Wert  von  A  ist,  wenn 
man  darin  12'  an  die  Stelle  von  12  setzt,  so  bemerken  wir,  dals  der 
aus  der  Gleichung  12^ — 1  =  0  erhaltene  Wert  von  12  derart  gewählt 
ist,  dafs  er  nicht  der  Gleichung  12'  — 1=0  genügt;  denn  sonst  wür- 
den die  aufeinanderfolgenden  Potenzen  von  12  nicht  sämtliche  Wurzeln 
der  Gleichung  12^  —  1  =  0  ergeben.  Es  mufs  demnach  dieser  Wert 
der  Gleichung  12'  -f-  1  =  ^  genügen.  Substituiert  man  aber  in  der 
Gleichung  (1)  für  12  den  Wert  12'= —  1,  so  reduciert  sich  die  rechte 
Seite  auf  —  13  =»  —  n.     Folglich  hat  man: 

-4    =  —  n, 

und  daher: 

T'^'^n    oder     T  =  ±}/n. 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  des  Artikel  588  überein;  denn 
da  T"  nichts  andres  ist  als  das  Polynom  T,  wenn  man  darin  ^ 
oder  —  1  für  12  setzt,  so  wird: 

r- =p -j,' +1," -p'"  +  j,iv  __pv, 

und  diese  Gröfse  ist  nach  dem  angeführten  Artikel  gleich  Hh  Yn, 
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Das  doppelte  Vorzeichen  ist  hier  dadurch  gerechtfertigt,  dafs  die 
Reihe  der  Wurzeln  p,  p\  jd",  .  . .  jp^  mit  einem  beliebigen  Gliede  be- 
ginnen kann.    Setzt  man  daher: 

P  —  P+P'  —  P"+P^  — 1?^  —  +  /w, 

80  hat  man  gleichzeitig: 

p—p'  +  p'^—p^  +|,v_p  =  — ]/w. 

Die  andern  Folgerungen ,  welche  man  aus  den  Gleichungen  (2) 
ziehen  kann,  sind: 

Nun  beweist  man  aber  leicht  die  Gleichung: 

und  demnach  analog: 

Entwickelt  man  nämlich  das  Produkt  der  beiden  Polynome: 
T    — p+p'B  +i)"i?  +i>'"E»  +i>^ü*  'Vp^IS' 
Tiv= p  +  /JB»  +  p"2Jiö  +  p'"B«  +  ^IBf^  +  p^m, 
so  erhält  man,  wie  in  ähnlichen  Fällen  gezeigt  wurde: 
TT^  —  Ij)«  +  jRIpp'  +  W'Lpf  +  WLpp"  +  B^Zpp^  +  IfiZpp\ 
Nun  ist  aber: 

Ip«  =  2  •  6  -  1  =  13  —  2  =  n  —  2, 

Zpp  =  Zpp"  ==  I,pp"=  ^PPf^  =  Tpp^  =  —  2; 
mithin: 

TT^  =  n  -  2  (1  +  B  +  i?  +  i?8  +  E*  +  JB«^)  —  n. 

Ebenso  würde  man  T'T"^n  und  T"*  =  n  finden.  Man  hat 
daher  die  doppelte  Reihe  von  Gleichungen: 

591. 

Nunmehr  ist  es  leicht,  die  Grofsen  T  als  Funktionen  von 
A  zu  bestimmen.     Aus  den  Gleichungen  (2)  ergiebt  sich  nämlich: 

T«  —  nA^A\ 
Setzt  man  also: 


^=  n«  (cos  d  +  y^^  sin  ») 
^'=  n«  (cos  #'+  /^  sin  #'), 
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80  wird: 

und  daher: 

1 

T  =  n*  (cos  CD  +  Y—  1  sin  ci), 

wobei    «0=   '    -^ —  gesetzt  .ist.     Sodann  folgt   aus   der  Gleichung 
T«  =  ^r: 


r  =  w*  [cos  (2»  —  -Ö-)  +  l/—  1  sin  (2©  —  »)]. 

Mittelst  der  Gröfsen  T  und  T  kenirt  man  auch  die  zu  ihnen  inversen 

T^  und  T"',  indem  man  einfach  das  Vorzeichen  von  Y—l  ändert. 

Substituiert  man  sodann  diese  Werte  und  den  Wert  von  T"=s  +  Yn 
in  die  Gleichung: 

6|)  =  —  1  •+  T+  r+  r'+  r"+  2^, 

so  erhält  man: 

(4)         1>  =  —  y  +  ^  +  "f-  [coscö  +  cos  (2©  —  ^)]. 

Diese  Formel   enthält   implicite   alle   sechs   Wurzeln  der   gegebenen 
Gleichung  in  sich. 

Es  bleiben  nur  noch  die  Winkel  &  und  9''  zu  berechnen«    Zu 
diesem  Zwecke  mufs  man  in  die  Gleichung  (1)  den  Wert 

R  =  cos  (i  +  y —  1  sin  fi 
einsetzen.    Dies  giebt: 

n*  cos  ^  =  —  2  +  2  cos  ft  —  2  cos  2^  —  3  cos  4fi  +  4  cos  5f* 

n^  sin  'S*  =  2  sin  fi  —  2  sin  2/i  —  3  sin  4fi  -f-  4  sin  5fi. 

Setzt  man  R^  an  die  Stelle  von  R  oder  2(i  für  fi,  so  hat  mau  analog: 

n*  cos  -9*'=  —  2  +  2  cos  2f*  —  2  cos  4fi  —  3  cos  8fi.  +  4  cos  10^ 
1 

-  • 

n*  sin  d'=  2  sin  2^  —  2  sin  4f*  —  3  sin  8fi  -f  4  sin  10^. 

Diese  Gleichungen,  in  denen   der  Winkel  f»  =«  -^  «=  60**  ist,  redu- 
cieren  sich  auf  die  folgenden: 

n^cos-ö"«      4—    cosft=      Y?    Wsin'9'  =  —    sinfi=;  —  yK3 
n^cos-ö-'—  —  1  —  3co8^  =  — y;    n*sinö''=  —  3sin/i  =  —  ^  y^3. 
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Bieraus  ergeben  sich  die  Näheronga werte: 

»  =  —    13»  53' 52",  3904929 
fl/=  _  133»  53'  52",  3904929. 

Dieselben  zeigen,  dafs  genaa  #'»=#  —  120^  ist.  Man  kann  dies  mit 
Hülfe  der  vorstehenden  Formeln  bestätigen ,  aus  denen 

cos  (d  —  '9'')  =  cos  2 II    und    sin  (d*  —  d')  =  sin  2fi. 
folgt. 

Kennt  man  d'  und  ^'b=  ^  — .  120^,  so  erhält  man 

«,_  »*Jl^_|fr'+60o, 

und  daher:  ' 

a>  «  -^  29^  15'  54",  92699526 

2©  -  ^  =  —  44«  37'  57",  46349763. 

592. 
Bevor  wir  diese  Werte  in  die  Formel  (4)  einsetzen,  müssen  wir,  um 

zu  wissen,  welches  Zeichen  man  für  n'  zu  nehmen  hat,  den  Wert,  den 
T"  haben  mufs,  wenn  es  dem  für  ci  genommenen  Werte  entsprechen 
soll,  von  vornherein  zu  bestimmen  suchen. 

Dazu  müssen  wir  T"  mittelst  der  Gleichung  TT'=JlfT",  in 
welcher  M  eine  Funktion  von  22  allein  sein  mufs,  ermitteln.  Die  zu 
bestimmende  Funktion  ist  der  Eoefficient  von  p  in  dem  entwickelten 
und  auf  die  lineare  Form  gebrachten  Produkte  TT.  Multipliciert 
man  aber  die  beiden  Polynome: 

T^p+p'B  +  p"R^  +  p"B^  +  f^Kf^  +  p^m 

r  =  p  +  pB^  +  i>"B*  +  p"'Ifi  +  i^^iZ«  +  pVJB*« 

mit  einander,  so  erhält  man  einen  ersten  Teil: 

in  welchen  man  die  Werte  jp*  «=  2  +|?',  p'*  =  2  -^p",  . . .  j)^* «=  2  +p 
einzusetzen  hat.     Wegen  des  konstanten  Gliedes  2  ergiebt  sich  für 

M  der  Teü: 

2(1  +  B»  +  22«  +  J?  +  E>«  +  iji6)^ 

und  dieser  reduciert  sich  auf  Null,  da  man  22'  =  —  1  setzen  kann. 
Sodann  liefert  das  in  jp^^  enthaltene  Glied  j9  fUr  Jlf  das  Glied  22^^ 
oder  ein&ich  —  1. 


288  Fünfter  Hauptteil. 

Der  zweite  Teil  des  Produktes   TT^   den  man  in  Betracht  zu 
ziehen  hat,  ist: 

pp{B  +  i?)  +  i)i>^(B«  +  B?)  +  p^p'iß^  +  IV^) 

Derselbe  liefert  für  M  die  Glieder  E  +  i?  +  2J«  +  2PH ,   und 

fQgt  man  diese  zu  dem  bereits  gefundenen  Gliede  —  l  hinzu,  so  er- 
giebt  sich: 

M~  -1  +B  +  lP  +  i?«  +  ii*  +  jR»  +  B^®  +  B^  +  JR*  +  B*^  +  Ä". 


Vereinfacht  man  diesen  Wert  mit  Hülfe  der  Gleichung  iZ'  »»  —  i^ 
so  findet  man: 

Jlf  =  —  l  +  2E  +  2i?  =  -3  +  4it 
Wird 


JH  =  n«  (cos  e  +  y—1  sin  6) 
gesetzt,  so  folgt: 

ti*  cos  0  =  —  3  +  4  cos  fi  =  —  1 

ti«sine  =  4sinf*=   .    2/3. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  genaue  Wert  6  b=:  ^  -|-  120^.    Sodann  erhalt 
man  aus  der  Gleichung  TT^MT': 


r'—  n«  [cos  (3©  —  «•  —  0)  +  Y^^  sin (3o  —  Ö-  —  0)] 

oder: 

i-  JL 

r'=  n«cos(—  180«)  —  —  n«, 

ein  Wert,  dessen  Zeichen  nunmehr  bestimmt  ist. 


593. 
Es  ist  daher  nur  noch  die  Formel 

1)  =  -|-  —  ^  +  2~-  (coso  +  cos(2ci  -  d)) 

ZU  berechnen^  um  zu  erfahren,  welcher  von  den  sechs  durch  2  cos  - — 

dargestellten  Werten  von  p  dem  für  m  genommenen  Werte  entspricht 
Das  Ergebnis  dieser  Rechnung  ist  folgendes: 


§  6.  Verfahren,  um  zar  allgem.  Auflösung  der  Gleichung  X=>0  zu  gelangen.     289 

4-  COS  (D  =  1, 04845  32790 
-'*    cos  (2  a»  —  «•)  =  0, 85526  80937 


1,9037213727 


i-  (1  +  «« )  =  0, 76759  18792 


1, 13612  94935 
cos  ~  =  0,56806474675. 

Nun  findet  man  aber,   dafs  dieser  Cosinus  zu  dem  Winkel 


13 

gehört^  denn  der  nach  den  trigonometrischen  Tafeln  berechnete  Wert 

18 


Yon    cos  -T^  ist  bei  Berücksichtigung  der  dritten  Differenzen: 


cos  ^  =  0, 56806  47467  31155. 

Um  die  andern  Werte  von  p  zu  erhalten ,  mufs  man  in  der  Formel 
nach    einander  cd  4~  f^^   c  +  ^f^;   ^  +  ^(^7  ...  an   die  Stelle  von  a 

setzen  und  zugleich  jedesmal  das  Vorzeichen  des  Gliedes  n^,  welches 
den  Wert  von  T"  darstellt,  ändern.  Addiert  man  zunächst  60^  zu 
dem   ersten  Werte 

o  =  -  29^  15'  54"  926995, 
so    erhält  man  einen  zweiten  Wert: 

(o  =  30«  44'  5",  073005, 
und   ffir  diesen  lautet  die  zu  berechnende  Formel: 

1?  =  —  -j-  +  ^-  +  -|-  (cos  (ö  +  cos  (2  Co  —  ^)) . 

Dieselbe  liefert  das  Resultat: 

-Lp  =  0, 88545602546, 
und  dieses  ist  der  Wert  von  cos  -— -  • 

13  - 

Ordnet  man  aber  die  Wurzeln  p,  p\  p\  p",  p^,  p^  nach  der 
Reihenfolge,  welche  die  primitive  Wurzel  jf  =  2  für  sie  bestimmt, 
so   sind  dieselben: 

2co8-.^-,    2cos    j^3    ,    2co8-^^-,    2cos--^— ,    2cos— ^y-, 

o  2/7*« 

2  cos  --3  - . 

Legendre,  Zahlentheorie  II.  19 


290                                            Fünfter  flauptteil. 

oder  wenn  man  reduciert: 

2co8-Yg-,    2  cos  ^^  ,    2  cos  ^^  ,    2  cos    ^^   , 

2  cos   j3  , 

2  cos    ^3 

•  4 « 

Man  sieht  alsO;  dafs;  wenn  man  mit  2cos-t^  beginnt,  die  Reihen- 
folge der  Wurzeln  die  umgekehrte  ist  von  derjenigen ,  welche  unsere 
Formel  geben  würde.  Wie  dem  aber  auch  sein  möge,  die  sechs 
Wurzeln  unserer  Gleichung  lassen  sich  mittelst  der  Werte 

c 29«  15'  54"  . . .,      ^  =  -  13«  53'  52"  . .  . 

in  folgender  Weise  ausdrücken: 

2co8  4f- l  +  ^+^  [cos  (»  +  -!)  +  cos  (20)  +  -^  -  »}] 

2cos-jg-  =  — y  — -^  +  - g    Lcoscö  +  cos(2iD  — a-jj 

2COS-3-  =  -  _  +  _  +  -_[cos((D  -  -3  j    +  cos(2a, —^  »)j 

^         10«  1         n^    ,    2n^  r        /  2«\    ,  /«  4w         ^X"! 

2cos--=~-~— +  -g     Lcos(cD-  — )  +  cos(2iD  ~  -3-  -  ^)J 

2cos-^  =  — y  +  ^  +  -^-[cos(ß}  — ä)     +  cos(2a)  — -^)] 

2cos--^ y— 6  +~6-L^^n^ 3-)+cos(2a, ^)J. 

Alle  diese  Wurzeln  kann  man  auch  durch  eine  einadge  Formel 

ausdrücken.     Dieselbe  lautet: 

1 
^  2  t«  1  n^cosm« 

2cos    i3 Y 6 

+  — -  [cos  (oj  -  -g-)  +  cos  {2m--  -~  -  -  »)\. 

Dabei  giebt  m  die  Stelle  an,  an  welcher  2i  in  der  Reihe  8,  10,  6, 
12,  2,  4  steht. 

In  diesem  Falle  erhält  mau  die  allgemeine  Losung  des  Problems 
durch    die    einfache    Dreiteilung    eines    geometrisch    bestimmbaren 

Bogens  -ö*',  da  cd  =  — 1-  —  und  -ö*  =  '^'  +  -y-  ist. 

594. 
Drittes  Beispiel,    n  <=»  41 ,  %  =  20. 

In  diesem  Falle  lautet  die  Gleichung  2(y^^  Grades  in  j),  welche 
aufzulösen  ist,  folgendermafsen: 
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0  = 


yo  _  19^18  _|. 


18-  17 
1  •  2 


.16 


P      —  •  •  • 


+  ,19  _  18p"  +  illlip« , 


ixnd  die  Werte  der  Wurzeln  |),  p,  p\  ...|>^^  sind  dieselben,  wie 
die,  ^welche  oben  durch  ^,  t\  t",  . . .  {^^^  (No.  539)  bezeichnet  wurden, 
unter  der  Voraussetzung  jedoch,  dafs  wiederum  ^  »»  13  als  primitive 
l?Vurzel  von  41  genommen  werde. 

Die  Werte  dieser  Wurzeln,  ausgedrückt  als  Funktionen  von  r, 
m'<y  r  eine  der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichung  r**  —  1=0  be- 
deutet, sind  folgende: 


1> 

=  r»  +  »^'  , 

1> 

ylS   J_   y— i» 

f 

=  y5    +  r-«^    , 

p'" 

=  yn_|.^17^ 

|,iV 

yie    1    ,^1« 

p" 

—  r»  +  r-»  , 

JP^ 


+ 


9 


P 


VI 


,vn   ..15 


vnr 


P 
P^ 


+ 
+ 

+ 


15 


10 


t)Xni   _,  ^11    I    y— 11 
jp3cv     =  r'*  +  r-^* 

pXVI     =^18-|_,.~18 
«3CV^    =  r^2     I     ^- 18 


l' 


XIX 


,-is»  ^  , 


—  19 


Ordnet  man  eben  diese  Wurzeln  nach  der  natürlichen  Aufein- 
anderfolge der  Exponenten  von  r,  so  ergiebt  sich  folgende  Tabelle: 


P 
p^ 


xvni 


=  r*  +  ^^* 

=  r^  +  ^^^ 
=  r^  -fr-® 

=  r'  +  r-' 


P 


p^       ^=  r^  -{-  r 


—  9 


1> 


,vin 


=  ri<>  + 


10 


,XIII   ^_.  yll     I     y.— 11 

XVII  yl2    _1_   y^  12 

13  _l     *^13 


P 

p       =  r^3  -f 

pXV      =yU_|.^U 
:==:  ^15  _|.  ^ 


,VII 


15 


P 


,iv     —  -ir. 


=  r»'-  +  r 


—  16 


V 


2)        =r"-Pr-^^ 

|)XVI    ,^  ^18     I     ,^18 
XIX    __  yl9     I     ^.—  19 


p^' 


..80 


+ 


80 


19 
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595. 

Es  sei  R  eine  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  2?^  —  1=0, 
welche  derartig  gewählt  sein  soll,  dafs  sie  mittelst  ihrer  aufeinander- 
folgenden Potenzen  sämtliche  Wurzeln  der  Gleichung  2P^  —  1=0 
liefert.     Diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  man  in  dem  Werte 

R=2  coQ  (i  -{-  Y—l  sin  fi 
(i=-r^  setzt;  sie  ist  ebenfalls  erfüllt,  wenn  man  lJt='-^;r  annimmt, 

AvI  «SU 

wobei  i  eine  der  acht  Zahlen  1,  3,  7,  9,  11,  13,  17,  19,  welche 
kleiner  als  20  und  prim  zu  20  sind,  bedeutet. 

Dieses  vorausgeschickt,  setzen  wir  wie  gewöhnlich: 

T  =  p  +pR+p'B^  +i)'"jB»  H [-p^R'^ 

und  bezeichnen  mit  T,  T",  T'",  . . .  T^vm  jj^  analogen  Polynome, 
welche  dadurch  gebildet  werden,  dafs  man  in  T  der  Reihe  nach  2?, 
R^j  U*,  . . .  R^^  an  die  Stelle  von  R  setzt.  Es  handelt  sich  hiernach 
darum,  die  Gröfse  Ä,  welche  eine  Funktion  von  12  allein  ist,  zu 
finden,  die  der  Gleichung  T^  =  AT  genügt. 

Zu  diesem  Zwecke  kann  man  T^  auf  die  Form  bringen,  welche 
sich  aus  dem  entwickelten  Werte  von  T  ergiebt,  nämlich: 

T2  =        a  +  aR^  +  a'JB*  +  a'R^  H h  a^R'^ 

+  hR  +  6'iJ3  +  ri?-^  +  6"'/?'  H h  h^R'\ 

Alsdann  ist: 
a=|)»+|)X2+2/)'i)^™  +  2i)'i>xvin_|.2j,'"j,xvn_| \^2f^f^ 

b  =  2pp  +  2p'p^  +  2i)"iy^vm  +  2p^p^^  H h  2p^p^. 

Diese  Werte  dienen  zugleich  dazu,  um  den  Ausdruck  der  «ndern 
Koefficienten  a,  a",  . . .,  b\  V\  ...  zu  finden,  indem  man  bei  dem 
Übergange  von  a  zu  a',  von  a  zu  a ',  u.  s.  w.  die  Buchstaben  p  um 
eine  Stelle  vorrücken  läfst. .  Jedoch  braucht  man  diese  Operation  nur 
an  den  auf  die  lineare  Form  reducierten  Werten  von  a  und  h  vor- 
zunehmen. Diese  Werte  sind  mit  Berücksichtigung  der  Werte,  welche 
die  verschiedenen  Produkte  von  je  zwei  Buchstaben  p  unter  Voraus- 
setzung der  primitiven  Wurzel  ^  =  13  besitzen  (Artikel  537),  die 
folgenden: 
a  =  —  2p—  2p"—  2/"— 4i)^  —  2jpv— |}Vi_2pvn__4^vin_2i)^ 

—  2p^  —  2tP^  —  2p^^—42^^^—2p^'^—p^^'-2p^ 
_2pxix 

b  =       2p+  2p  +  2/'+  2/"+  4p^+  4i)V-4-  4j)vn  ^  2p^  +  2p^ 
-|.  2p™  +  2p™i  +  4p^  +  4p^v  +  4p^^. 


§5.  VerfahreD,  nm  zur  allgem.  AuflGsuDg  derGldchoDg  X=0  zu  gelangen.    293 

Mit  Hülfe  dieser  Werte  findet  man  unmittelbar  den  Koefficienten 
von  p  in  jedem  der  Glieder  des  Polynoms 

a  +  aB^  +  a'^B!'  -\ h  aP^B^\ 

Die  Summe  derselben  ist: 

--  2  -  2iJ*  -  4i?*  —  222«  —  B«  —  2B^^  —  412"  -  212^*  -  2B^\ 

Nimmt   man  ebenso  den  Koefficienten  von  p  in  jedem   der  Glieder 

des  Polynoms 

IB  +  VB"^  +  6"JB'^  H h  l)^B'\ 

so  ist  die  Summe  dieser  Koefficienten: 

2jB  +  4jB'  +  4i2i^  +  4i2^3  +  21i^^  +  222^'  +  22?^^ 

Vereinigt  man  diese  beiden  Summen,  so  erhalt  man  den  vollständigen 
Wert  von  Ay  nämlich: 

|— 2    -2iP-4iJ*-2B«-B8— 2E*«-4iii*-212**— 2JB^« 

^  ^      ""l  +  2iJ+412'+41i"+41Zi»+2i?»^+2i?^'+2iZ^^ 

596. 

Diesen  Wert  hätte  mau  einfacher  auf  dem  in  Artikel  589 
angegebenen  Wege  finden  können.  Diese  zweite  Rechnung,  welche 
zur  Bestätigung  der  ersten  dienen  möge,  ist  folgende: 

Betrachten  wir  zunächst  in  T^  den  Teil,  welcher  die  mit  den 
Quadraten  der  Wurzeln  py  jp',  jp",  . . .  multiplicierten  Glieder  umfafst, 
so  ist  dieser  Teil: 

p«  +  p^B^  +  i)"*i2*  +  p'^^iJ«  H h p^^B^. 

Setzt  man  hierin  die  Werte  |)*  =  2  +  P^7  p  *  =  2  +  j)^°,  . . .  ein, 
so  giebt  das  konstante  Glied  2,  für  welches 

—  2p  -  2p  -2p'' 2jp™ 

zu  setzen  ist,  in  dem  Werte  von  Ä  einen  Koefficienten  von  p,  welcher 
gleich  der  Reihe  ist: 

—  2(1  +  -B^  +  2J*  +  B«  H h  jRW). 

Dieser  Wert  reduciert  sich  auf  Null  nicht  allein  för  A,  sondern  auch 
für  alle  daraus  abgeleiteten  Gröfsen  Ä,  A'\  Ä'\  ...  Ä^^  mit 
alleiniger  Ausnahme  von  AF^^  welches  aus  A  entsteht,  indem  man 
ff^  an  die  Stelle  von  B  setzt.  In  diesem  Falle  wird  die  vorstehende 
Keifae,  anstatt  sich  auf  Null  zu  reducieren,  gleich  —  40  d.  h.  all- 
gemein gleich  —  n  +  1. 

Um  daher  ein  vollkommen  allgemeines  Resultat  zu  erhalten, 
müssen  wir  die  vorstehende  Reihe  beibehalten.  Wir  können  darin 
nur  B^^  =  1  setzen,  wodurch  sich  dieselbe  auf 


y^'* 
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:f» 


A 


-  4(1  +  B*  +  iJ*  +  JR«  H h  ^"0 

• 

reduciert.  Aufserdem  kommt  das  Glied  p^^^B^  vor,  und,  da  hierin 
^^v2  __  2  +  p  ist,  so  ergiebt  dasselbe  für  A  den  KoefBcienteD  iP 
oder  R\ 

Wir  haben  daher  nnr  noch  diejenigen  Glieder  von  T*  in  Betracht 
zu  ziehen,  welche  von  der  Form  2|}^^p(*'JJB'*+*'  sind.  Unter  diesen 
Gliedern  sind  aber  der  Tabelle  (1)  zufolge  die  nachstehenden  die 
einzigen,  welche,  auf  die  lineare  Form  gebracht,  p  enthalten: 

2pp^^B^       +  2p^p^R''        +  2|)V^™J?"      +  2i)™/U" 

+  2p'p^R'^     +  2i>xip^JJ*«      +  2p^p^^^'^R^  +  2p^'^p^1?' 

+  2p^p'^R'^  +  2p^^^p^^R^'  +  2p^^p^'^^R'^+  2p^'^pR'' 

+  2pp^^R'^     +  2p^^p^R^^    +  2p^p^R''     +  2i)iV"^' 

+  2p"p^'^R''  +  2l>^VI^,XlXB85    ^  2i>™^i>^VjR8S^ 

Der  hieraus  sich  ergebende  Teil  von  A  ist  somit: 

2JB«  +  2iJ"  +  21Z"  +  2i?^*  +  212^»  +  2R^^  +  2JJ"  +  2iP» 

+  2JB1«  +  2Ü»*  +  2R^  +  2  jB*8  +  2J?*«  +  2R^  +  2B"  +  2ff 

+  2B^»  +  2iJ»*  +  2R^^, 

oder  wenn  man  die  Exponenten  mit  Hülfe  der  Gleichung  JR^  =  1 
reduciert: 

2  +  2iJ    +2i?  +21J«  +4R'  +2Ä«  +25^^  +  45" 

+  4Ü»8  +  2i?^*  +  2iZ*^  +  2R'^  +  2Ü"  +  4E*8  +  2R''. 

Auch  diesen  Wert  kann  man  noch  mit  Hülfe  der  Gleichung 

vereinfachen,  und  zwar  erhält  man: 
—  2R^—2R^  —  2R^  +  2R'  —  2R!'  +  2R''  —  2R'^  +  2R'^  +  2B'\ 

Addiert  man  jetzt  die  drei  gefundenen  Teile,  so  ergiebt  sich: 

A 4(l+lZ2+lJ*+JB«+E»+JJ^«+12**+B"+iJ*«+Ä")+J^ 

— 2B»-2E*-212»+2ii'-2ii«  +  2J?"— 2B"+2Ü»+2B^'. 

Verbindet  man  diesen  Wert  mit  der  Gleichung 

O^l  +  R  +  R^  +  R^-i h  JB", 

so  findet  man  das  bereits  in  Gleichung  (2)  angegebene  Resultat 


597. 

Nachdem  wir  nunmehr  einen  Wert  von  A  kennen,  aus  welchem 
sich   sämtliche  Gröfsen  A\  A",  • . ,  A^^^  ohne  Ausnahme  ableiten 


I 
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lassen,  können  wir  das  System  der  Gleichungen  aufstellen,  welches 
aus  der  Gleichung  T^  =  AT  entspringt.   Dieses  System  ist  folgendes: 


r      ^AT, 

ya 

= ^r",    , 

^'j 

-=  ^"r^, 

y"2     g5_  ^'"yvn 

yiV2 

^A"T^    , 

^'V» 

-=  /<vr", 

y VI2    __3  ^vi  yxni 

yVII2 

—  /ivu^xv  ^ 

yviif« 

s^  ^vin  ^'XA 

(3)  T^^  —A^T^^  ; 

yx2    ^A^r 

yXT2 

=  ^^T"'      , 

JTtTI» 

=  /l™T^, 

yxnrsi  __3  ^xrn  yvn 

yxiv8 

^^xivyiA   ^ 

yxv« 

_^xvyxi^ 

yxvi2  ess  ^xvi 2^x111      yxvns  j-.  ^xvn  yxv      j^^vnis  ^^  ^xvmyxvii 

Unter  diesen  Gleichungen  bemerkt  man  die  Gleichung: 

yix2  _«  AP^  jjrrsi 

in  welcher  T^^  dasjenige  bedeutet,  was  aus  T  wird,  wenn  mau  jR*" 
oder  1  an  die  Stelle  von  R  setzt  Es  ist  demnach  T^^  =  Z|)  =  —  1, 
und  daher: 

Da  aber  T^  aus  T  hervorgeht,  wenn  man  darin  JB?^  oder  —  1  an 
die  Stelle  von  R  setzt,  so  hat  man: 

und  diese  Reihe,  welche  sich  auf  die  Primzahl  n  =  41  bezieht,  ist 

nach  der  Formel  des  Artikel  509  gleich  +  j/w-  Wenn  also  die 
Gleichung  T°^*  =  — J.^  bestehen  soll,  so  mufs  J.^  =  —  n=  —  41 
sein.  Dies  ist  in  der  That  der  Wert,  welchen  man  aus  der  Formel  (2) 
erhält,  wenn  man  R^^  oder  —  1  für  22  setzt.  Mithin  ist  die  in  Rede 
stehende  Gleichung  bewiesen  für  den  Fall  n  »=  41  oder  m  =  10.  In- 
dessen findet  eine  analoge  Formel  für  jeden  Wert  der  Primzahl 
n  =  4m  -f~  1  statt.     Diese  Gleichung  ist 

y(m — 1)2  j__  ^(m  —  1)  2»(2  wi  —  1) 

wobei  (wie  durch  die  Parenthesen  angedeutet)  w  —  1  und  2w  —  1 
Indices  aber  keine  Exponenten  sind.  In  der  That  stellt  T^"»— i)  die 
Reihe  dar: 

p—p'^p''—p'''^ (-|,(2m-2)  ^p{2m-l)^ 

deren  Wert  dem  angeführten  Artikel  zufolge  gleich  +  Yn  ist,  und 
da  r(2»n-.i)  Q(jer  y(t— 1)  der  Wert  von  T  ist,  wenn  man  darin  iJ* 
oder  1  an  die  Stelle  von  1  setzt,  so  bat  man: 

T(2m-1)  =jp  +  j/+;/'-^ |-|,(2m~l)  ==r   —   1 . 
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Mithin  mufs  allgemein  sein: 

^(m-l)  ^  _  n, 

eine  Gleichung,  die  wir  soeben  in  dem  Falle  n  =  41  bewiesen  haben 
und  die  in  gleicher  Weise  bei  dem  Falle  n  =»  13  sich  ergeben  hatte. 
Nachdem   so   der   Fall   von   Ä^^   erledigt   ist,   können  wir  die 
Gleichung  (2)  vereinfachen  ^  indem  wir  die  Gleichung 

0  =  1  +  iJ8  +  jR*  +  i?«  -( f-  U»8 

in  Anwendung  bringen.  Dieselbe  gilt  für  jeden  Wert  aus  der  Beihe 
R,  JB*,  R^y  ...  R^^,  das  einzige  Glied  R^^  ausgenommen,  welches  sich 
auf  —  1  reduciert  und  das  in  dem  Falle  von  A^y  mit  dem  wir  uos 
nicht  mehr  zu  beschäftigen  haben^  einzusetzen  ist 

Mit  dieser  einzigen  Ausnahme  läfst  sich  die  Formel  (2)  auf  die 
Form  bringen: 

^  =  -  21Z»  -  22J*  —  22i»  +  2E'  +  2?  —  2R^  +  2i?"  -  2B'' 

+  2U"  +  2iP^, 

und  aus  dieser  leiten  wir  sogleich  die  besonderen  Werte  A,  A\  Ä\ 
Ä"\  ^iv,  Ä"",  Ä^,  Ä^  und  A"^  her. 

598. 

Die  Eigenschaften  der  Funktionen  T  und  A  sind  zum  grollten 
Teile  in  den  Gleichungen  (3)  enthalten;  indessen  giebt  es  noch  ffir 
jede  dieser  Funktionen  zwei  andere  Reihen  von  Gleichungen. 
Die  erste  besteht  in  der  Entwicklung  der  allgemeinen  Gleichung 

welche  in  unserm  Falle  die  folgenden  zehn  Gleichungen  umfafst: 

^^'^         ma  yv  jpxin  ,^  yvi  yxn ,_,  yvn  yxi  ^^  yvm  yx T^^. 

Es  würde  genügen,  wenn  wir  nur  eine  von  diesen  Gleichungen  be- 
wiesen, da  man  aus  dieser  leicht  alle  andern  ableiten  kann;  indessen 
würde  dieser  Beweis  dem  bei  mehreren  andern  Beispielen  gegebenen 
vollständig  analog  sein,  so  dafs  wir  uns  damit  nicht  aufzuhalten 
brauchen. 

Multipliciert  man  jetzt  die  beiden,  aus  dem  System  (3)  ent- 
nommenen Gleichungen 

T^  s=z  AT      j^viiK  s^  ^xvmjTxvn 

mit  einander^  so  erhält  man: 

(jyxvm)2  _  (y jxvn)  (^^xvm) 
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oder: 

n«  =  nÄA^^^^y    also  n  —  AA^"^. 

In  dieser  Gleichung  kann  die  Funktion  A  durch  0(i2)  bezeichnet 
werden,  alsdann  wird  J.^^^^°^  durch  0(JB*^)  oder  ^(-g)  zu  bezeichnen 

sein.  Man  hat  daher:  .4>(-R)0(  ^^j  =  n.  Setzt  man  in  dieser  Glei- 
chung R^,  U', ...  an  die  Stelle  von  R,  so  ergiebt  sich  4>(iP)0(ü»)  =»  w, 
(t)(2i')0(-gjj  «=  n,  u.  8.  w.,  oder  n  =  A'A^^'^,  n  =  A"A^^,  u.  s.  w. 

Hieraus  sieht  man,  dafs  es  für  die  Funktionen  A  eine  Reihe  Yon 
Gleichungen  giebt,  die  ähnlich  ist  der  für  die  Funktionen  T  geltenden 
Reihe  (5),  nämlich: 

n  =  ^^x^'  =3  ÄA^^  =  ^"^xvi  =  ^'"^xv  ^  ^iv^xiv 

Jedoch  läüst  sich  diese  Reihe  von  neun  Gleichungen  nicht  um  eine 
zehnte  vermehren,  wie  dies  bei  der  Reihe  (5)  stattfindet.  Denn  wir 
haben  gezeigt,  dafs  die  Gleichung  J.^*  =  n  unrichtig  ist  und  durch 
die  Gleichung  A^^  ==*  —  n  ersetzt  werden  mufs. 

599. 

i_ 

Aus  den  beiden  Reihen  (5)  und  (6)  schliefsen  wir,  dafs  n*   der 
reelle  Modul  der  imaginären  Grofsen  T  und  A  ist,  so  dafs  wir 

T^n*  (cos  CO  +  Y^  sin  ©),    A  =  n^  (cos  -9-  +  }/—  1  sin  d) 

ji_  1 

r=  n«  (cos  ©'+  Y^  sin  ©'),     ^'=  w«"(cos  -9'+  l/^  sin  -9'), 

und  allgemein: 

J(m)  ^  ,j  2  (cog  ß,(m)  ^  l/ZTl  sin  |d(«)) 

£  

^(m)  =  ^2  (cos  -^"»J  +  y^^  sin  -ö<"»0 

setzen  können.  Ferner  sieht  man,  dafs  die  inversen  Funktionen  von 
r^^J  und  ^("•),  nämlich  T(*-8-»»)  und  J.(*-«-"»)  einfach  dadurch  aus- 
gedrückt werden  können,  dafs  man  das  Vorzeichen  von  Y —  1  in  den 
Werten  von  T^"*^  und  -4^"»)  ändert,  also: 

T^*-«-'»)  =  w«  (cos  ©("»)  —  Y—  1  sin  ©(»»O 

i_ 
J.(*-2-'»)  =  w*  (cos  -9^'")  —  Y^  sin  -ö^"*)). 
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Vereinigt  man  daher  die  Summe  der  Funktionen 

J4-  3^+  T"H h  Tvm 

mit  der  Summe  der  inversen  Funktionen 

yxvin  ^  jxvii  j^  yxvi  ^ p  jrx^ 

so  wird  die  Gesamtsumme  gleich 

j_ 
2n*  (cos  CD  +  cos  ©'+  cos  ©"+•••  +  cos  o^^^). 

Addiert  man  sodann  zu  dieser  Summe  die  Funktion  T^  =  +yn 
und  die  Funktion  T^°^,  welche  nichts  anderes  ist  als 

p  -f-  !>'  +  i>"  +  •  •  •  +  p^^  =  —  1 , 

so  erhalt  man  die  Gleichung: 

i^          1 
(7)  20|)«=  •—  1  +^^  +  2w^  (cosiD  +  cosa>'+cos»"-j [-coso^^ 

Aus  dieser  kann   man   alle  Wurzeln  der  Gleichung  in  p  und  somit 
alle  Wurzeln   der  gegebenen  Gleichung  X  =»  0   ableiten.    Denn  da 

jede  Wurzel  p  =^  2  cos ist,  so  erhält  man  daraus  zwei  Wurzeln 

der  Gleichung  X  =  0,  nämlich:  x  =  cos +  y —  1  sin 

Es  reduciert  sich  demnach  alles  darauf,  die  Werte  der  Winkel 
(D,  a\  cd"  ...  CD^"^^  zu  finden.  Dazu  müssen  wir  aber  zuerst  die  9, 
&•',  -Ö"", . . .  -ö"^^,  welche  zur  Bestimmung  der  Grofsen  A,  Ä\  Ä\ . . .  X^ 
dienen,  kennen. 

600. 

Um  die  Formel  (4)  auf  jedes  Glied^<'»)  der  Reihe  ^,^',^",...i™ 
anwendbar  zu  machen,  müssen  wir  12^+'''  für  i2  substituieren;  da- 
durch erhalten  wir  allgemein: 

—  2iP+^"»+  2B^*+"«  — 2-B"+^2"*  +  22J^»+"'»  +  2B*^+**"'. 

Setzt  man  sodann: 

iJ  ■=  cos  fi  +  V" —  1  siii  f* 

und 

£  

^(m)  =  n«  (cos  -Ö-^"»)  +  ]/^  i  sin  '^'»)), 
so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von  '^^)  die  beiden  Gleichungen: 
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1 
n*cosd<'">=— 2cos(  3+  3i»)fA  — 2cos(  4+  4m)ft— 2cos(  5+  5m)(i 

+  2co8(  7+  7w)ft+  cos(  8+  8w)(i  — 2co8(  9+  9m)(i 

+  2cos(ll+llm)/i— 2co8(12+12m)(i  +  2co8(13+13w)fi 

+  2co8(18+18m)ft, 

n^^siu-ö^"»)«»  — 28in(  3+  3m)(i— 28in(  4+  4m)ft  — 28iii(  5+  5m)(i 

+  2sin(  7+   7m)(i+  8in(  8+  8m)(i—2sm(  9+  9m) {i 

+  2siii(ll+llw)ft— 28m(12+12w)ft+28in(13+13m> 

+  28m(18+18»i)ft. 

Vereinfacht   man   diese   beiden   Gleichungen   mit  Hülfe   des  Wertes 

o  «=  -— ^  welcher  für  eine  beliebige  ganze  Zahl  a 

cos(20afi  +  ^f*)  *=       cosftfi 
8in(20aft  +  b(i)  =  +  sin  h(i 
giebt,  so  erhält  man: 

ti^cos'^'»)=     2co8(2  +  2m)/i— 2cos(3  +  3m)ft— 2cos(4+4w)(i 

(8)  +4co8(7  +  7m)fi—   cos(8  +  8w)ft  +  2sin-^, 

1 
n^8in-^'~>=  — 28in(2  +  2m)fi-~28in(3  +  3m)fi— 28in(4  +  4w> 

+  3  sin  (8  + 8m)  (i — 48in(9  +  9m)fi — 2co8-2^- 

Nachstehend  geben  wir  die  Resultate ^  welche  diese  Formeln 
liefern  y  wenn  man  sie  auf  die  besonderen  Werte  m  «»  0,  1,  2^  3,  . .  . 
anwendet.  Dieselben  sind  auf  die  einfachste  Form  gebracht  mit  Hülfe 
der  Gleichungen,  welche  aus  dem  Werte  I0(i=x  entspringen,  nämlich: 

008  (10  —  6)  ft  =  —  cos  hfl]    sin  (10  —  &)  f*  =  sin  6(i. 

sin  fi    SS  cos  4ft;     sin  2ft  =  cos  3fi,  sin  Sft  «=  cos  2ft, 

sin  4ft  =  cos  fi   ;     cos  4fA  =»  —  y  +  ^^^  2(i,     sin  3ft  =»  -^  +  ^^^  f*- 

n^cos  -^  =  1  +  cos  2fA  —  6co8  5(i  .     =—  1,71769451937989 

1 

n^sin d  —  sin  2(1  -  6  sin  3ft  -  2  sin  4ft      —  — .  6,16842974654752 

-^  =  _  105°  33'  38",  4567363 

n«  cos  ^'  =  g-  +  cos  2ft  =       3,30901699437495 

1 
»*  sin  -^'—  2  sin  2;*  -  7  sin  4(i  =  -  5,48182510948113 

-^'=  —  58«  53'  0",  18138297 


r 

\\ 

r        ♦ 
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1 
n  »cos  ^"  =      6  cos  (i  +  2  cos  2(1  —  3  cos  4  fi  =       6,39732210339598 

n^Hm^"=  ~  esüifi  +  28in2ft  +  sm4(i     =       0,27252505463012 

-^"=2«  26' 21",  5432637. 

Diesem  Werte  zufolge  hat  man  d"«=«  -Ö"  +  108^  =  a*  +  6fi,  und  in 
der  That  kann  man  mit  Hülfe  der  bekannten  Werte  von  sin  d,  cos  d, 
sind"  und  cosd''  beweisen,  dafs  diese  Gleichung  in  aller  Strenge  gilt 


X 

.*'  ..9 Afff 


f  n » cos  d'"  =  -  1  —  5  cos  2  j»  =  —  5,04508497 1874735 


1 


n»  sin »'"  =  —  3  sin 2jt  +  6  sin  4(t  =       3,942983340893505 

#"'=  1410  59'  26",  2143000993 


r-.'  M*C08d^'=  —  5 


_1^ 

n»8inÖ^=  -4 

•fr^  ==  —  141"  20'  24",  6902852726 

'  1        * 

n « cos  d^  =  3  —  cos  2  ft  =       2,190983005625053 


n*  sin  ^'^  =  7  sin  2(*  +  2  sin  4ft  =       6,016609798637619 

»^  =  69»  59'  26",  2143000993  =  »'"  -  4^ 

Die  Gleichung  •fr^  =  *"' —  4fi  lafst  sich  mittelst  der  Formeln,  welche 
•&'"  und  fl-^  liefern,  in  aller  Strenge  beweisen. 

n'cos*^  =      1^  — 6co8ft  — co8  2^  =  —  5,015356092145871 

n*  sind^  =  -  6sin  ft  -  28in  2/t  -  sin  4ft    =  -  3,980728987129782 

»VI  „  _  1410  33'  33"^  4567363  =  »  —  2(t 

n « cos  »^ y  +  5  cos  2  ft  =      0,545O849718747iT 

n «  sin  »'°  =     6  sin  2  /t  +  3  sin  4  ft  =      6,37988 106264030fi 

»yn  =  85"  6'  59",  81861703  =  »'+  8ft 

n«  cosd^™=      1  +  cos  2ft  +  6  cos  3p  ==  —  5,335728508  1297inö 

n»  8in*^^=—  sin 2ft  -  6  sin  3p  +  28iu  4p  =  -  3,539774185951847 

«•^^=  —  33»  33'  38"  4567363  =  »  +  4p. 
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Stellt  man  alle  diese  Resultate  zusammen,  so  erhält  man  nach- 
stehendes System  der  Werte  von  >&,  aus  welchem  ersichtlich  ist,  daTs 
Tier  dieser  Grofsen,  nämlich  d,  9'',  •&'",  9^,  zur  Bestimmung  der 
fünf  anderen  genügen: 

»     =  _  105»  33'  38",  4567363 
*'     =  -    58«  53'    0",  18138297 
»"    =  2«  26'  21",  5432637        =  »  +  108» 

»'"    =       141»  59' 26",  2143000993 
(9)       »IV  =^  _  1410  20'  24",  6902852726 

»^  =  69«  59' 26",  2143000993  =  d'"-  72« 
»«  =,  _  1410  33'  38"^  4567363  —  d  —  36« 
»vn  =  85«  6'  59",  81861703  = »'  +  144« 
*vin 33«  33' 38",  4567363        =■»+    72«. 

601. 

Wir  gehen  jetzt  Qber  zur  Berechnung  der  Winkel  m.  Nach 
den  Gleichungen  (3)  hat  man: 


Ä  ,  '  Ä'  A*A'  ' 

TWÜ  _  _Z T^LV  t , 

Multipliciert  man  den  Wert  von  T^^  mit  dem  von  T"'  und  beachtet 
man,  dafs  nach  den  Gleichungen  (5)  T^^T"  =n  ist,  so  giebt  das 
Produkt: 

Substituiert  man  in  dieser  Gleichung  die  Werte  von  A,  A\  Ä'\  A^^ 
ausgedrückt  als  Funktionen  von  -ö*,  *&',  -ö*'",  -ö-^^,  und  setzt  man  in 
gleicher  Weise  für  T  seinen  Wert  als  Funktion  von  cd  ein,  so  er- 
hält man: 

20©  =  10-^  +  5-^'+  2d"'+  ^^ 
und  somit: 

^U;         CD  —  2^  —  j^ 

Setzt  man  endlich  in  diese  Formel  die  angenäherten  Werte  der 
Winkel  %  ein,  so  ergiebt  sich  der  Näherungswert: 

fo 49^  2'  46",  661353031 . 

Diesen  Wert  haben  wir  bei  der  Bestimmung  der  andern  Winkel  cd 
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zu  Grunde  zu  legen^  um  in  der  allgemeinen  Auflosungsformel  jegliche 
Art  von  Mehrdeutigkeit  zu  vermeiden. 

Ist  (0  bekannt;  so  erhält  man  die  genauen  sowie  angenäherten 
Werte  der  Winkel  ©',  cd'",  id^^,  nämlich: 

o'     =2a)-#  =    7^28'    5",  134030238 

0,'"   =4m  —  2»  —  »'  =  73»  49'  10",  449443446 

a,vn  =  8 03  -  4^  -  2-^'  ~  ^'"  =    5^  38'  54",  684586793. 

Diese  ersten  Werte  liefern  den  Wert  der  Funktionen  T,  T,  f"*, 
r^  und  der  zu  diesen  inversen  Funktionen  T^^^m^  yxvn^  yxv^  yxi, 

602. 

Um  weiter  fortzufahren,  mufs  man  zunächst  den  Wert  yon  T' 
mittelst  der  beiden  Gleichungen 

suchen.    Man  erhält  aus  diesen:  ^ 

und  somit: 

4(D"=2d"+^v__cVii. 

Da  aber  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nach  Belieben  um  2x,  4% 
und  Gn  vermehrt  werden  kann,  so  erhält  man  vier  Werte  von  &\ 
nämlich: 

2d"+d^-a>^  ,,       2^'  +  ^v_^vn         1 

09   = ^-^ +  3r,     cö  = -^-^ hy«! 

und  von  diesen  hat  man  denjenigen  auszuwählen,  welcher  dem  für  o 
genommenen  Werte  entsprechen  soll. 

Um  diese  Wahl  zu  treffen,  müssen  wir  zu  dem  schon  mehrfach 
angewandten  Hülfsmittel  unsre  Zuflucht  nehmen;  dasselbe  besteht 
darin,  dafs  man  T"  aus  dem  Produkte  TT  mittelst  der  Gleichung 
TT^^  MT'  herleitet,  in  welcher  M  eine  zu  bestimmende  Funktion 

von  R  allein  ist     Ich  bemerke  zunächst,  dafs  diese  Grofse  itf,  in- 

TT' 
sofern    sie    aus   der   Gleichung   M  =  -jr,-   entspringt,    ausgedrückt 

wird  durch: 

M  =  n^  [cos  ((0  +  ©'—  o")  +  y —  1  sin(©  +  o' —  o")], 
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also  dargestellt  wird  durch  einen  Ausdruck,  der  eine  ähnliche  Form 
besitzt  wie  die  Grofsen  T,  A,  T\  A\  ...    Wenn  man  also  direkt 

M  =  n^  (cos  0  +  Y'—i  sin  0) 
findet,  so  hat  man  o  +  <ö' —  cj"=  0,  und  somit: 

©"=  CD  +  ©'  —  0  =  3(0  —  d"  —  0. 

Vergleicht  man  sodann  diesen  Wert  mit  den  vier  bereits  gefundenen, 
so  sieht  man,  welcher  von  diesen  vier  Werten  genommen  werden  mufs. 
Es  reduciert  sich  somit  alles  darauf,  den  Wert  von  M  mit  Hülfe 
der  Gleichung  TT  ^=  MT"  zu  bestimmen.  Wie  man  sieht,  ist  M 
gleich  dem  Eoefficienten  von  p  in  dem  entwickelten  und  auf  die 
lineare  Form  gebrachten  Produkt  der  Polynome: 

T  =  p  +p'R  +  p''R*+p'"R^  H \'p^B'^ 

r=p  +  p'B'  +  p'B'  +  p"R'  -j h p^R"^. 

Wir  betrachten  zuerst  den  Teil: 

p^  +pm^  +  p''^R^ + p'"^^  +  — h  p^'R^\ 

in  welchem  man  die  Werte  der  Quadrate  |)*  =  2  +l)^^,  p^  =  2  +  jp^ 
a.  s.  w.  zu  substituieren  hat.  Da  das  allen  diesen  Quadraten  gemein- 
same konstante  Glied  2  dasselbe  ist,  wie  — 2p — 2p' — ••,  so  ist  der 
daraus  entstehende  Eoefficient  von  p,  welcher  einen  Teil  von  M  bildet, 

der  folgende: 

—  2(1  +  JB^  +  jR«  +  i?»  H h  iJ"). 

Multipliciert  man  diese  Gröfse  mit  1  —  R^,  welches  nicht  Null  ist 
(auch  dann  nicht,  wenn  man  für  R  ein  beliebiges  Glied  der  Reihe 
i?,  JJ^  iJ*  . . .  R'^  setzt),  so  erhält  man  als  Produkt  —2(1  —  R^) 
und  dieses  ist  Null.  Es  kann  daher  dieser  Teil  in  dem  Werte  von 
M  vollständig  weggelassen  werden. 

Man  braucht  daher  bei  diesem  ersten  Teile  des  Produktes  TT 
nur  das  eine  Glied  p^^^^ü"  =  (2  +  jp)^**  zii  berücksichtigen,  und 
dieses  giebt  für  M  das  Glied  JR**  oder  R\ 

Sind  pf*  und  p^  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder  des  Systemes  (1), 
80  giebt  es  in  dem  Produkte  TT  zwei  Glieder 

welche  wegen  des  in  pf^p*  enthaltenen  Teiles  j)  für  Jf  die  beiden 
Glieder  2?'*+''+  E'*+*''  geben.  Das  Ergebnis  aller  dieser  in  ähnlicher 
Weise  mit  Hülfe  des  Systemes  (1)  gebildeten  Glieder  ist  folgendes: 
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PP"' 

•  .B«+ü'«, 

pXVlUpX 

•••Ü^+E««, 

,  P^^^P^    • 

■••iJ^+B« 

j,vi^y      . 

••B'^+R", 

pXpViu 

■■R^  +  IP», 

,  P^P" 

...Jja^B» 

p'fp^     . 

•.•2?*+-B*', 

|)Vni|,rai 

••  .B^+ü»*, 

,  i>'V^^  ■ 

,..J?»  +  BK 

p^p"     . 

.••B»«+i?«, 

pxm^vn 

•..Ji*»  +  iJ", 

^Vlj,XlX 

■•.ü"+iP' 

P"P^      ■ 

.•.i2»»+ü", 

p^'^p 

...jB»+iJW 

,    |)«X|jXlV. 

••2i«'+iP-'. 

p^p^     . 

...2?ä+iJäS 

P'P^^ 

••.B"+l?», 

pixpx-vm, 

.••iJ»6+J2*«, 

px.yp\u 

■"B"-^E^, 

Addiert  man  alle  diese  Potenzen  von  R  zu  dem  bereits  gefundenen 
Gliede  B?,  und  vereinfacht  man  die  Exponenten  mit  Hfllfe  der  Gleicliung 
2?"«=  1,  so  ergiebt  sich: 

M=='      3B^  +    ü»  4-    JJ*  +    iZ*  +4Ä«  +2B'  +   i? 

(11)  +41?'  +    iJi«  +  4Ü"  +  2  JJ"  +  2E'*  +  4E«  +  3F 
+  3Ä"  +  2B«+    B« 

Wird  diese  Gröfse  mittelst  der  Gleichungen 

^»0  =  — 1,       1  —  B*  +  B*  —  B^  +  B!>^0 
noch  weiter  reduciert^  so  erhält  man  schliefslich: 

(12)  Jf  =  ~  512  +  22?»  ~  AW^  +  2Ä«. 


603. 
Substituiert  man  in  diese  Formel  die  Werte: 

B  =  cos  ft  +  V~l  sin  ft,      Jf  =  n*  (cos  0  +  }/—  1  sin  9), 
so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von  6  die  beiden  Gleichungen: 

w«  cos  0  =  —  7  cos  ^  +  2  cos  3(1  —  —  5,481825109481 
1 

n«  sin  0  =  —  3  —sinp        =  —  3,309016994375, 

und  aus  diesen  folgt: 

0  =  -  148«  53'  0",  18138297  =  #'  —  -1«. 

Man  braucht  übrigens  nur  die  Formeln,  welche  0  und  ^'  liefero, 
zu  vergleichen,  um  sich  zu  überzeugen,  dafs  die  Gleichung 

0  =  -9- —jc 

nicht  nur  n&herungsweise  gilt,  sondern  in  aller  Strenge  richtig  ist. 
Kennt  man  "0,  so  giebt  die  Gleichung  (o"=  3©  —  ^  —  9: 

ö,"=  107*18'  18",  654060177. 
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Andrerseits  hat  man: 

2^  H-^^-«> 170 13'  18",  654060177. 

Man  sieht  also,  dafs  derjenige  unter  den  vier  oben  angeführten 
Werten  von  o",  welchen  man  als  den  dem  für  o  genommenen  Werte 
entsprechenden  wählen  mufs,  der  folgende  ist: 

m  = ^ +  -n. 

Man  hat  auch  für  an"  den  Ausdruck  a}"=3o-— -ö-  —  6  oder: 

&"=  3©  —  -ö-  —  -ö-'  +  Y^' 

Sodann  ergiebt  sich  o^  aus  der  Gleichung  T^=-^,  nämlich: 

cv  =  2o"—  -Ö-"«  6(0  —  2»  —  2^'-  -9'"+  ar 
oder: 

cv  „  60  —  3^  -  2^'+  72^  =  212«  10'  15",  764856654. 

Vermittelst  der  Winkel  o"  und  o^  kennt  man  jetzt  die  Punk- 
tionen T"  und  T^  und  die  zu  ihnen  inversen  Funktionen  T^vi  ^^j 
r^™.  Wir  müssen  also  noch  die  Werte  von  T^,  T^i^  yvin^  welche 
zugleich  die  Werte  der  inversen  Funktionen  T^^^,  T^°  und  T^  er- 
geben, bestimmen. 

604. 

Den  Wert  von  T^  kann  man  aus  den  Gleichungen  JivÄ^^ivyix 
T^^  =  n  ableiten,  aus  denen  folgt:  T^^*  =  nA^^,  und  somit: 

4o)"'=2*iv+2A«     oder     a)iv  =  1  ©.iv  ^  i_  Ä„^ 

WO  A  einen  der  Werte  0,  1,  2,  3  besitzen  mufs. 

Um  diese  üngewifsheit  zu  heben,  müssen  wir  wieder  zur  Glei- 
chung TT"=  NT^  unsre  Zuflucht  nehmen,  in  welcher  N  eine 
Funktion  von  R  allein  ist,  die  sich  folgendermafsen  ausdrücken  läfst 

N^n^  [cos  (o  +  o'"  -  (D^'')  +  Yr^  sin (gj  +  o'"  -  a^"^]. 
Findet  man  also  auf  direktem  Wege: 

^  =  w^  (cos  A  +  V —  1  sin  A), 
80  wird:  o  +  cd'" —  co^^  =  A  oder: 

Legendre,  Zahlen theorie  n.  20 


(13)     N= 
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Man  hat  also  auch:  o  +  o'" —  A  =  —  -9^^  +  -^  hjt,  oder: 

A  =  o  +  o)'"  —  l'^v  - -i7iÄ  =  5a)  —  2»  —  »' -  i »IV  —  |fc«. 
Ferner  ist: 

mithin: 

A  =- i  («• +  *'  +  »'"— ^v^  +  36»  — -i^  A)t, 

oder  in  Zahlen  ausgedrückt: 

A=  95''26' 36",  133233051  -  ~hn. 

Der  direkt  berechnete  Wert  von  N  ist  nichts  anderes  als  der 
Koefficient  von  p  in  dem  Werte  des  entwickelten  und  auf  die  hneare 
Form  gebrachten  Produkts  TT".  Auf  demselben  Wege,  der  uns  zur 
Bestimmung  des  Koefficienten  M  geführt  hat,  findet  man  aber: 

-  10  (1  +  li"^  +  JB^«  +  B''0  +  iJ'^ 

+  2-f4i?  +  2E2+37?»+Ä*+B5+3ii«+3ü'+21f+3iP 

+  2Ü»«  +  3i?»« +27J1' + /f^^  +  7{»^  + 1?'« +  E»«  +  2Ä^'' 
Dieser  Wert  von  N  bleibt  auch  besteheu,  wenn  man  für  U  seUt 
R\  R\  i^^...  bis  B^\  Dadurch  würde  sich  N  in  N\  K\  i^'V-A'"'™ 
verwandeln.  Bei  den  Werten  N,  K%  J^T^v  ... iV^^^™,  deren  Index 
gerade  ist,  kann  man  aber  die  Formel  vereinfachen,  iiidem  man 
IJio  =  _  1  und  1  —  /{^  +  IJ*  -  JB«  4-  jR»  =  0  setzt  Dies  giebt  den 
reducierten  Wert: 

(14)   .        JV^=  — 2  +  4i2  +  B^  — ii*  +  3iR«  +  3B'. 

Da  es  sich  hier  nur  um  den  ersten  Wert  von  N  handelt,  welcher 

dem   Werte   U  =  cos  fi  +  y—\  sin  fi  entspricht   und   welcher  dar- 

\_  ^    

gestellt  wird  durch  w*(cos  A  +  V —  1  siii  A),   so  erhält  man  zur  Be- 
stimmung des  Wertes  von  A  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 
j_ 
n*co8  A  —  4  cosfA  —  4cos  2f*  —  2cos  3fA    =  —0,607412416904118 

j[_ 
n*  sin  A  =  2  +  8  sin  ft  +  2  sin  4fA  =      6,374248987589876. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

A  =  95«  26'  36",  13324, 

mithin  ist  A  =  0  und  ©^^  =  -^^6^,  oder  näherungs weise: 


I 
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(o^v 70040'  12",  3451426363. 

Man  kann  auch  cai^^  auf  die  Form  bringen: 

welche  in  der  allgemeinen  Formel  a)("')  =  (m  +  l)aj  +  a^*»)  enthalten 
ist.  Dabei  bedeutet  a("»>  eine  Grofse,  welche  nur  von  den  vier  Winkeln 
^,  -ö-',  »"\  »^  und  von  dem  Winkel  ^  =  18®  abhängt. 

Da  der  Wert  von  T^^  zugleich  mit  dem  Werte  von  o^  bekannt 
ist,  so  kennt  man  auch  die  inverse  Funktion  T^^^;  überdies  bestimmt 

dieser  selbe  Wert  den  von  T^^  vermittelst  der  Gleichung:   ~ =  T^^. 

Denn  da  co^^  =  —0"^^  ist,  so  hat  man: 


und  somit: 

Wir  wufsten  bereits,  dafs  T^^  nur  +  w^  oder  —  n^  sein  konnte; 
es  bleibt  daher  in  Bezug  auf  die  Bestimmung  von  T^^  keine  ünge- 
wifsheit  mehr  übrig. 

605. 
Wir   kommen   jetzt   zur  Bestimmung   der  Funktionen  T^  und 
P'™,  die  nebst  den  zu  ihnen  inversen  Funktionen  T^^  und  T^  allein 
nocb  zu  bestimmen  sind. 

T^^  kann   man   aus   der  Gleichung   y^'J^=  ylvijTxm ^^^^ 

ableiten;  dieselbe  giebt: 

2cdVi  =  -^vi  _  ^v^  Qjg^     2a>vi  ^  ^vi  _  ^v  ^  2n, 
mithin: 


T 


V 


lVI         „V 


»''—»"  .J._  .,  *vi_     V 


Ebenso  erhält  man  r^"^  aus  der  Gleichung 


yviii2  __  ^vni^xvii  __  w-^ 

T'     ; 
dieselbe  giebt  die  beiden  Werte: 


2  '         *°         = 2 ^^• 


a,vni  _   ^       -^_ ,       ^vm        ^^^^^- o,' 


Um  sodann  zu  entscheiden,  welchen  Wert  man  in  jedem  dieser 
Klle  nehmen  mufs,  könnte  man  das  gewöhnliche  Verfahren  in  An- 


20 


« 
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Wendung  bringen,  welches  darin  besteht ^  dafs  man  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  TT^^  =  PT""^,  TT""^  =  QT''^  die  Grofsen  P  und  q, 
welche  Funktionen  von  R  allein  sind,  ermittelt.  Denn  kennt  man 
T  und  T^^y  so  geben  diese  Gleichungen  die  Werte  voiji  T^'^  und 
T^™  oder  die  Werte  der  Winkel  o^  und  ai^^. 

Indessen  bietet  sich  in  diesem  Falle  ein  einfacheres  Hülfmittel 
dar,  um  zu  dem  gesuchten  Resultate  zu  gelangen;  und  dieses  Hülfs- 
mittel,  von  dem  man  auch  bei  ähnlichen  Fällen  Gebrauch  machen- 
kann,  bietet  den  Vorteil,  dafs  es  eine  neue  Reihe  von  Sätzen 
über  die  Funktionen  T  liefert. 


606. 

Wir  nehmen  die  Gleichung  TT  =  MT"  wieder  auf  und  setzen 
voraus,  dafs  man  in  dieser  Gleichung  für  R  der  Reihe  nach  £^,  l?. 
R",...  hisR'^  substituiere,  wodurch  sich  Min  ilf',  M",  M"\...W'^ 
verwandeln  möge.  Auf  diese  Weise  bildet  man  eine  neue  Reihe  von 
Gleichungen,  welche  ebenso  viele  Sätze  über  die  Funktionen  T  dar- 
stellen, nämlich: 


(15) 


TT 

—  MT' 

yxj" 

=  Jlfxyxn       ^ 

rpf  rnftf 

=    M'T''                  ; 

yxi  2"" 

=  ilfxiyxv       ^ 

rpf  rp\ 

_j,£"yvin    ^ 

yxn^ 

—  JlfxnyxTm  ^ 

J¥*f  fj^\U 

jf-yxi 

yxni^wu 

—  M™r     , 

yrvyix 

JJflV  JXIV   ^ 

j'xiv  yix 

=  Jlf^tiv^'^v     ^ 

J'VJ'XI 

_Jl£VyXVII    ^ 

yxv  yxi 

—  j^/xvjnn     , 

y  VI  j^xni 

4 

yxvi  yxin 

=  Ä/x^iT^      , 

y  vn  jfxy 

^w'^r" 

yxvu  yxv 

=  jyrxvnyxm  ^ 

^vni  j'xvn 

jlf  vni  y  VI 

j'xvin  j^xvn 

^  jjfxvmjxvi 

yiX  ^TX 

„jfixyix 

Multipliciert  man  in  der  vorstehenden  Reihe  die  beiden  äufsersten 
Gleichungen,  sowie  je  zwei  gleichweit  von  den  Enden  abstehende 
Gleichungen  mit  einander,  so  bieten  die  Produkte  eine  Eigen- 
schaft der  Funktionen  Jf  dar,  die  derjenigen  der  Funktionen 
A  analog  ist,  und  die  durch  die  folgenden  Gleichungen  ausgedrückt 
wird: 

n=ilfjf^vm=j)f'j[fxvn^j|f-3fxvi  =M'"M^'^^M^M^'^ 

Jedoch  erstreckt  sich  diese  Reihe  nicht  bis  zu  der  Gleichung  M^^^^ 
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welche  unrichtig  sein  würde;  vielmehr  sieht  man  aus  der  zehnten 
Gleichung  des  Systems  (15),  dafs 

jlf  IX  ^  yxix  ^  _  1 
ist. 

Aus  diesen  Gleichungen  geht  hervor,  dafs  ein  beliebiges  Glied 
der  Reihe  M,  M\  M", . . .  dargestellt  werden  kann  durch  die  Formel : 

1^  

jjf  (m)=,  ^2  (^.^g  0(„o  _}-y_  1  sin  e(«)). 

In  dem  Falle  w  =  0  haben  wir  bereits  mit  Hülfe  der  Formel  (12) 

1 
üf  =  n^(cos  0  +  V"— i  sin  0),     0=»'  -^tc 

gefunden.  Ist  w  eine  gerade  Zahl,  was  bei  den  Gliedern  M",  M^^, 
My^, . . .  stattfindet,  so  kann  man  ebenfalls  mit  Hülfe  der  Glei- 
chung (12)  den  zu  Jf  ^*"J  gehörigen  Winkel  0^"*^  berechnen,  indem  man 
in  dieser  Formel  ü"*'+^  oder  ü**+^  für  JB  setzt.  Daraus  ergeben  sich 
die  beiden  Gleichungen: 

w^cos  0(«')  =  —  5 cos(2i  +  l)fi  +  2 cos(6i  +  3)/t 

(lY)  —  4  co8(10i  +  5)fA  +  2  cos  (18i  +  9)/i, 

1 
ns»sin0(^O  =  -5sin(2i+l)f*  +  2sin(6i  +  3)^ 

-  4  sin(10i  +  5)ft  +  2sin  (18i  +  9)fi. 
um  z.  B.  den  Wert  von  0"  in  der  Formel 

M"  =  n^(cos  0"  +  Y^  sin  0") 
zu  finden,  setze  man  2i  =  2]  dies  giebt  die  beiden  Gleichungen: 

n^  cos  0"  ==  —  2 cos/t  —  7  cos  3^ 

JL 
n^  sin  0"  =      3  —  sin  3/t. 

Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  denen,  durch  welche  d^^^ 
bestimmt  wird  (Artikel  600),  so  erhält  man: 

Um  ebenso  den  Wert  von  0^^  zu  erhalten,  welcher 

ji_  

jlf  VI  _  ^jT(cos  0VI  +  ]/irrsin  0^^) 

ergiebt,  mufs  man  22  =  6  setzen.     Dann  wird: 
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1 

n^  cos  0^^  =  2  cosfA  +  7  cos  3^ 

1       • 

w2si!i0vi  =  3  — sinSf*, 
mithiD: 

Diese  beiden  Resultate  werden  uns  dazu  dienen,  um  die  Losimg 
unserer  Aufgabe  zu  yervollständigen. 

607. 

Um  zu  den  Gleichungen  (15),  welche  ebensoviele  neue  Sätze 
über  die  Funktionen  T  darstellen,  zurückzukehren,  bemerken  wir,  dafe 
die  Eoefiicienten  mit  ungeradem  Index  M',  M"\  M^, . . .,  welche  ent- 
stehen, wenn  man  in  M  für  jR  der  Reihe  nach  ü*,  B*,  If®, ...  sub- 
stituiert, aus  der  allgemeinen  Formel  (11),  aber  nicht  aus  der  reducierten 
Formel  (12),  welche  nur  für  die  Eoefficienten  niif  geradem  Index  gilt, 
abgeleitet  werden  müssen.  Denn  die  Gleichung  JB*®  =  —  1,  deren 
Gültigkeit  die  Formel  (12)  voraussetzt,  hört  auf  richtig  zu  sein,  so- 
bald man  JB*,  B*  oder  allgemein  R^*  für  R  setzt,  da  R^^  =  + 1, 
aber  nicht  i?*®'  ==  —  1  ist. 

Um  daher  z.  B.  den  Wert  von  M'  zu  erhalten,  setze  man  in  der 
Formel  (11)  R*  an  die  Stelle  von  JR.     Dadurch  wird: 

31'  =  -  4  — 3i?-  2Ü«  — 2B« 

n*  cos  0'  =  —  5  +  cos  2ft 

n*  sin  0'  =  —  5  sin  2^  —  2  sin  4fi. 
Hieraus  erhält  man  den  genauen  Wert: 

e'  =  -&.'  _  72^  =  ^'  -  4(1, 
und  dieser  giebt: 

M'  =  n^[cos  (-&•'  -  4ft)  +  ]/- i  sin  (^'— 4ft)]. 

aus  der  Gleichung  T'  T''  =  M!  T^,  und  zwar  erhält  man: 

o^  =  cd'  -f"  ö>  '  —  -ö"'  4*  4f*, 
oder: 

©v  =  6©  —  ?^%  —  2-9^'  +  4ft, 

ein  Wert,  welcher  mit  dem  schon  oben  gefundenen  Werte 

©v  =  6(D  —  2^-  —  2-9-'  -  a-"  +  lOft 
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übereinstimmt;  denn  setzt  man  beide  einander  gleich,  so  findet  man 
^"  =  -0-  +  6^,  und  dies  ist  in  der  That  der  Werth  von  O*". 

Nachdem  wir  aus  den  Gleichungen  T'^  =  AT,  TT  =  MT'  die 
beiden  Reihen  von  Sätzen,  welche  in  den  Gleichungen  (3)  und  (15)  ent- 
halten sind,  abgeleitet  haben,  wird  man  erkennen,  dafs  es  leicht  sein 
würde,  eine  Reihe  von  analogen  Sätzen  aus  der  Gleichung  TT"=^NT^^ 
und  vielen  andern  Gleichungen  von  derselben  Art,  wie  z.  B.  aus 
TT"  =  j?r",  TT^v  =  DTv  . . .  abzuleiten.  Diese  Sätze  aber,  die 
so  leicht  zu  vermehren  sind,  haben  keinen  Nutzen  für  den  Zweck, 
den  wir  im  Auge  haben,  d.  h.  für  die  Bestimmung  der  verschiedenen 
Polynome  T,  T  T", ...  als  Funktionen  der  Wurzel  IL  Die  kleine 
Anzahl  von  Anwendungen,  die  wir  von  der  Reihe  (15)  und  der  Glei- 
chung TT"  =  NT'^  gemacht  haben,  reicht  nämlich  für  die  in  Rede 
siehende  Bestimmung  sowie  für  die  allgemeine  Auflösung  der  Glei- 
chung Z  =  0  für  den  Fall  n  =  41  aus. 

608. 
Mit  Rücksicht  auf  den   Wert  0"  =  d^  +  y  ^>   durch    welchen 

Jü"  bestimmt  wird,  giebt  nämlich  die  dritte  der  Gleichungen  (15)  d.i. 
rTv  =  Jf"Tv°^  den  Winkel  oj^^^,  durch  welchen  sich  T^ni  be- 
stimmt,  nämlich: 

^vm  =  0,"  +  a>^^  -  0"  =  9ü  —  3^  -  3d'  _  ^"  +  «  —  -9-^ 

oder: 

ovm  =  9c  _  4  ^  _  3^'  _  ^'"  ^  1440^ 

Ferner  erhält  man  aus  dem  Werte  0^^  =  —  ä  —  ^^  =  162^  —  %^'\ 
durch  welchen   sich  My^  bestimmt,  den  Winkel  tni^  mit  Hülfe  der 

aus  der  Reihe  (15)  entnommenen  Gleichung  T^^  =  — ^^  «= 

Es  folgt  hieraus: 

©VI  =  d  +  ojv  +  evi  =  7aj  —  2^  —  2'9^  —  d"  -  d'"  +  2ä  —  18^, 

oder,  wenn  man  2it  wegläfst: 

a,vi  =  7(0  —  3^  —  2d'  —  '9'"'  —  126^. 

Diese  Werte  von  o^^  und  o^'^^  stimmen  mit  denen  des  Artikel  605 
überein,  wenn  man  letztere  in  folgender  Weise  wählt: 

Übrigens  wird  bei  diesen  Gleichungen  ein  Unterschied  von  2n  oder 
einem  Vielfachen  von  2n  für  0  angesehen,  da  derselbe  in  der  Lage 


des    durch    sie    auf    dem    Kreisumfange    bestimmten    Funlites   keist 
Änderung  herrorbringt. 

609. 
Um  alle  Resultate  der  Torhergeheoden  Rechnungen  auf  eiu[ii&] 
vur  Augen  zn  haben,  stellen  wir  sie  hier  nochmals  zusammen: 


6»  +  3y +»"'  +  78'' 


491  2'46",661363031 


m      —2o  +  a  —  7»28'  5",  134030238 

o"     —  So  +  o"  —      107»18'18",654O601J7 

„■■■    _4o  +  a"'  —        73»49'10",449443446 

U)  civ    —öo  +  o"  70"40'12",346142636 

a"    —  6«!  +  o»  —  ~  147"49'44",235143346 

a,vi    _  7«,  +  «>•■  _  —  176"51'57",110796477 

B,vn  _  8«.  +  o™  —  6'>38'54",684586793 

i»""_9„^„vm  _      159"29'  8",204616731 

«• »  -  105»33'38",4667363 

«" »— »•+!-  —  254«26'38",63811927 

,,"' 2»-*'  —  270"  0'17",09485657 

„IV |»_|»'_i»"'+"»iv_?^_  174"33'40",96162252 

«> 3»  — 2»'  +  ^  —      146"26'65",73297484 

„"   —  —  3»  — 2»'  —  »'" ^ 193"32'30",48132526 

„lu 4»_2»'_»'"  —        38»  1',  7",97641104 

.,""—  — 4»  — 3»'  —  »"' !^  —  —  119"  5'5r,84320599. 

Substituiert  man  nunmehr  die  für  m,  <ä,  m",... m^^^  gefnudenen 
Werte  in  die  Formel 

|)  =  ^-~-  +  -^  (co8ro  +  coBa'+coBo)"-j f-coso^™), 

sü  findet  man,  wenn  man  die  Rechnung  nur  mit  Hülfe  Ton  gieben- 
^ielligen  Logarithmentafeln  ausführt: 

j)  — 2cos79"l'27",8. 
Dieser  Wert  ist  sehr  nahe  gleich  dem  Ton  2cos-— --   Somit 
k>'unt  man  die  Wnrzel,  welche  durch  die  mittelst  des  eiaten  Weites 
v'jn  m  berechnete  Formel  genau  dargestellt  wird. 
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610. 
Um  die  andern  Wurzeln  zu  erhalten,  mufs  man  fQr  a>  der  Reihe 
nachai  +  -|^,    o  +  ^T'     ©  + -gj  ,•••  bis  a>  + -^  substituieren 
und  dabei  folgendes  beachten: 

1)  Bei  jeder  Substitution  mufs  das  Glied  n*,  welches  die  Gröfse 
r^  darstellt,  sein  Zeichen  wechseln;  denn  die  Reihe  der  Wurzeln  |>, 
welche  durch 

2  cos  X,    2  cos  Xg,    2  cos  A^,     2  cos  Xg^, , 

wo  g  die  primitive  Wurzel  ,von  n  bedeutet,  dargestellt  wird,  giebt 
allgemein  für  T^^  den  Wert: 

2  cos  A  —  2  cos  Xg  +  2  cos  A^r*  —  2  cos  Ay*  -| 

Derselbe  wechselt  aber  sein  Zeichen,  wenn  das  erste  Glied  2  cos  A 
durch  das  folgende  2  cos  Xg  ersetzt  wird. 

2)  Wenn  man  o  um  das  Vielfache  hfi  oder  ä— -  vermehrt,  mufs 

man  zu  gleicher  Zeit  a'  um  2Afi,  a'  um  3Af(,  o'"'  um  ihfi  u.  s.  w. 
vermehren,  wie  man  aus  den  soeben  angegebenen  Gleichungen  (^A) 
unmittelbar  erkennt. 

FQhrt  man  hiemach  die  Rechnung  durch,  indem  man  ca  um  18^ 
vermehrt  d.  h.  cd  den  neuen  Wert 

a>  =  ~3102'46",66... 

beilegt  und  die  andern  Winkel  ©',  ©",...0^°^  in  dem  angegebenen 
Verhältnis  vergrofsert,  so  giebt  die  Formel,  in  welcher  man  überdies 

das  Vorzeichen  des  alleinstehenden  Gliedes  n^  zu  ändern  hat,  als 
Resultat  den  Wert  von  2  cos  —7^—  •     Ich  bemerke  aber,  dafs  in  der 

41 

Reihe  der  durch  die  primitive  Wurzel*^  =13  bestimmten  Wurzeln 
die  Wurzel  2  cos  —rr-  der  Wurzel  2  cos     .,       vorangeht.      Daraus 

41  41 

folgt,  dafs,  wenn  man  nach  einander  cd  -f~  f^y  ^  +  ^/^>  ^  4"  3fi, . . . 
fBr  o  substituiert,  diese  Substitutionen  sämtliche  Wurzeln  der  ge- 
gebenen Gleichung  in  derjenigen  Reihenfolge  liefern,  welche  der  durch 
die  primitive  Wurzel  ^  =  13  bestimmten  gerade  entgegengesetzt  ist. 
Diesem  Werte  von  g  zufolge  würde  man,  wenn  man  von  der  Wurzel 

|)  =  2  cos  -jT-  ausgeht,  die  Reihe  der  Wurzeln  p,  p\  p\ ...  in  folgen- 
der Anordnung  erhalten: 
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Fünfler  Hauptteil. 


P 


=  2  cos  — .— 


r// 


2  COS 


|)Vi  =  2  cos 
jP^  =  2  cos 
|}X"  =  2  cos 
l>xv  .3^  2  cos 
pxrui  =  2  cos 


84« 
41 

4?r 
41 

14« 
IT 

8« 
41 

28« 
41 

16« 
41 


p'       =2  COS 
p^^    c=  2  COS 

j,vn  «=2  COS 

p^     —  2  COS 
jjxm  _s_  2  cos 

3  2  COS 


XVI 


P 


pXix  -__  2  cos 


26« 

82« 
41    ' 

80« 
41    ' 

18« 
41    ' 

22« 

86« 
"IT' 

88« 


// 


P' 


=  2  COS 

=  2  €08 


^vm_2co8 
p^  =  2  cos 
p^^  =2  COS 
l>xvn^2co8 


10« 
41  » 

6» 
41  ' 

20« 
IT' 

12« 

IT' 

40« 
41  ' 

S4« 


41 


41 


18  X 


Die  Formel  giebt  also,  wenn  man  von  dem  ersten  Gliede  2  cos  —  , 

welches  man  immer  mit  p  bezeichnen  kann,  ausgeht,  die  Glieder 
derselben  Reihe  in  umgekehrter  Reihenfolge,  so  dafs  man  der  Reihe 
nach  erhalt: 

2cos-|^  =  ----  +  -^  +  ^[cosö  +  cos(2o  +  a)+cos(3fl>+0 

+  cos  (4©  +  a  ")  + . . .+  cos  (9  o + ß™)] 


20 


20 


o         14«  1  n^  , 

2  COS = 1- 

41  20         20    "^ 


2n^ 
20 


o         20«  1      ,    n*   , 

2co«^T-  =  — ^+-    + 


41 


20 


20 


[cos  (<0'\'ii)-\-  COS  (2  Cd + 2ft + a') 

4-cos(3a}  +  3fA+a')-j — 

+  cos(9<D+9fi  +  a^)] 

-^[cos(aj  +  2/t)+co8(2ai+4fA+a) 

+  cos(3ai  +  6fi-j-0^"" 
+  cos(9o+18/i+a^^j] 


U.   8.  W. 


2»« 


Allgemein  kann  eine  beliebige  Wurzel  2  cos  ^*~  durch  die  Formel 


dargestellt  werden: 


2  cos 


2  t« 


1      ,     n*co8m«     ,  2n 


20 


20 


41 

2^  ,...^        +  cos(2Q  +  a) 


i 


[cosQ 

+  cos  (3Q  +  a")  4-  cos  (4Q  +  « ") 
+  co8(5Q  +  a^)  +  cos(6Q  +  «^) 
+  cos  (7Q  +  «VI)  +  cos  (8Q  +  c^) 

+  cos(9Q  +  aV™)]. 
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Hieria  ist  Q  =  o  +  ♦Wf*  und  m  +  1  giebt  an,  die  wievielste  Stelle 
2}  in  der  Reibe  18,  14,  20, . . .  einnimmt,  wie  aus  folgendem  Schema 
zu  ersehen  ist: 

2»=18,14,20,30,4;6,32,34,10,26;  2, 38, 16, 24, 36; 28, 40, 22,  8,12; 
m=  0,    1,  2,   3, 4; 5,   6,   7,   8,   9;  10, 11, 12,13, 14;  15,16,17, 18, 19. 

Soll  z.  B.   die  Formel   den   Wert  von  2  cos  -—r-  darstellen ,   so 

41 

mufs  man  m  =»  10  und  Q  =  a>  +  10/*  =  ©  +  ^  setzen.  Hierdurch 
ergiebt  sich  das  folgende  Resultat: 

2  cos  -rr- 
41 

=—- 2Ö-+-|ö^  +  ^ö-  [—  COS  fij  +  COS  (2©  +  a)  —  cos  (3cd  +  «") 

-f  cos  (4cD  +  «"') cos  (9  CD  +  a"^)]. 

Diese  verschiedenen  Beispiele,  für  welche  wir  die  Rechnungen 
mit  der  ganzen  erforderlichen  Ausführlichkeit  angegeben  haben 
beweisen,  dafs  es  stets  möglich  ist,  eine  allgemeine  Formel 
zu  finden,  welche  alle  Wurzeln  der  Gleichung  in  p  enthält 
und  nach  Belieben  irgend  eine  derselben  liefert.  Aus  diesen  Wurzeln 
kann  man  dann  auch  alle  Wurzeln  der  Gleichung  X «» 0  finden, 
wenn  n  eine  beliebige  Primzahl  isi 

611. 

Viertes  BeispieL    n  «>  17,  A;  =  8. 

Obgleich  die  Auflosung  dieses  Beispiels  bereits  in  Artikel  535 
gegeben  worden  ist,  dürfte  es  doch  nicht  unnützlich  sein  zu  zeigen, 
wie  unsere  neue  Methode  zu  einer  allgemeinen  Formel  führt,  welche 
in  der  einfachsten  Form  sämtliche  Wurzeln  der  aufzulosenden  Glei- 
chung enthält.    Diese  Gleichung  lautet: 

0  =|}8 +!>' -  7j)«  —  62?*  +  löp*  +  10|>»  —  lOjp«  —  42?  +  1, 

und  wir  nehmen  wie  gewöhnlich  au,  dafs  ihre  Wurzeln  |},|}',  2?",...  J>^° 
seien.  Nimmt  man  den  Wert  g  "^  3  als  primitive  Wurzel  von  17, 
so  bezeichnen  diese  Wurzeln  die  acht  Perioden  von  zwei  Gliedern 
(2:1),  {2:g),  (2:g^),..,(2:g'^)j  und  müssen  dieselben  daher  in  der 
folgenden  Reihenfolge  angeordnet  werden: 

p    ^r'^r-\  p^y^t^  +  r-^ 
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Mit  Rücksicht  auf  die  Anwendungen;  welche  wir  davon  zu  machen 
haben,  können  wir  diese  nämlichen  Wurzeln  auch  nach  der  Reihen- 
folge der  Exponenten  von  r  ordnen ,  wie  folgt: 

p     =r*-|-r"'\  p^   s=a  r^ -|- r~* 

(^)  p'    =  r»  +  r-',  p"  =  r'  +  r-' 

piY^r^^r-',  p     ^i^^r-"". 


612. 

Wir  setzen  wie  gewohnlich: 

T  =  |,  +  |,'i2  +  p'W  +  2?'"  Jü»  +  •  •  •  +  p^'^B}, 

wo  12  eine  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  2P  —  1=0  bedeutet, 
und  zwar  soll  diese  Wurzel  derart  gewählt  sein,  dafs  sie  mittelst 
ihrer  aufeinanderfolgenden  Potenzen  alle  Wurzeln  eben  dieser  Glei- 
chung giebt     Derart  ist  z.  B.  die  Wurzel  JB  ==  cos  fi  +  ^ — 1  sin  fi, 

wenn  man  fi  =  -g—  =  45®  setzt. 

Ebenso  bezeichnen  wir  durch  T,  T\  T",  T^,  T,  T^  die- 
jenigen Funktionen,  in  welche  T  übergeht,  wenn  man  in  ihr  der 
Reihe  nach  JB*,  B\  ü*,  I^^  JJ«,  jB'  für  B  setzt 

Wir  haben  nun  allgemein  gesehen,  dafs  die  Grofse  A  in  der 
Gleichung  T^  ==^  AT  eine  Funktion  von  B  allein  und  unabhängig 
von  den  Wurzeln  p  sein  mufs,  und  dafs  somit  A  gleich  dem  Eoef- 
ficienten  von  p  in  dem  entwickelten  und  auf  die  lineare  Form 
Ap  +  Bp' 4"  Cp'  +  •  • '  gebrachten  Werte  des  Quadrates  T*  ist 

In  dieser  Entwicklung  müssen  wir  zuerst  den  Teil 

betrachten  und  in  demselben  die  Werte  p\  =  2  +l>^^,  p^  ■=  2  +  j>, 
p"^  =  2  4" l^'?  •  •  •  substituieren.  Da  das  in  jedem  dieser  Glieder  vor- 
kommende konstante  Glied  2  gleichwertig  ist  mit — 2p — 2p — 2p — . 
so  ist  ersichtlich,  dafs  die  aus  diesem  ersten  Teil  der  Entwicklung 
von  T^  herrührenden  Glieder  von  A  die  folgenden  sind: 

—  2(l+lP  +  2J*  +  i2«H hi2")  +  J^. 

Der  zweite  Teil  der  Entwicklung  von  T*  besteht  aus  einer  Reihe 
von  Gliedern  von  der  Form  2p^p''B^'-^''\  von  diesen  Gliedern  aber 
brauchen  wir  nur  die  in  Betracht  zu  ziehen,  in  denen  das  Produkt 
pf*p^  die  Wurzel  p  enthält,  und  wie  aus  dem  System  (1)  zu  ersehen 
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ist,  giebt  es  nur  sieben  solcher  Produkte,   welche   diese  Bedingung 
erfüllen,  nämlich: 

pp^\  p^^p,  py\/^p\  p^p""^,  p^^p'\  p"p^ 

Jedes  Produkt  php"  giebt  an  A  den  Koefficienten  2jß''+*'  ab,  und 
die  Summe  dieser  Koefficienten  giebt  in  dem  Werte  von  A  den  Teil: 

2^  +  2Ü'  +  272*  +  2B»  +  2Ii}^  +  22Z*^  +  222^ 

Vereinigt  man  also  diese  beiden  Teile,  so  erhält  man  den  vollstän- 
digen Wert  von  Ay  nämlich: 

f-2(l  +  i?*  +  -K*  +  B«  +  B«  +  B^«  +  B"  +  B^*)  +  iJ* 
+  4Ä^  +  2B«  +  2B'  +  2i2»  +  2B^°  +  2JB» 


(2)      4  = 


613. 

Aus  dem  Vorhergehenden  weifs  man,  dafs  man  nicht  blofs  den 
Wert  von  Ay  sondern  auch  die  Gröfsen  Ä^  A',  Ä'\  . . .  Ay^  kennen 
mufs,  welche  aus  A  dadurch,  dafs  man  i»^,  12',  JR*, . . .  W  an  die 
Stelle  von  TL  setzt,  also  nach  demselben  Gesetze  entstehen,  nach 
welchem  die  Funktionen  T\  T\  T'^..!"^^  aus  T  hervorgehen.  Man 
mufs  daher  die  Formel  (2)  als  Repräsentant  von  sieben  verschiedenen 
Grofsen  A^  Ä,  Ä'y . . .  A^^  ansehen,  welche  aus  den  angegebenen  Sub- 
stitutionen entspringen.  Hinsichtlich  aller  dieser  Grofsen,  mit  alleiniger 
Ausnahme  von  Ä'\  kann  man  aber  den  Teil 

—  2(1+JB«  +  2J*H h  B'*) 

gleich  Null  setzen,  weil  dieser  Teil  mit  1  —  jB^  (welches  nur  ver- 
schwindet, wenn  man,  um  Ä"  zu  erhalten,  B^  für  R  setzt)  multi- 
pliciert  zum  Produkte  —  2  (1  —  B}^  =  0  giebt.  Mithin  reduciert 
sich  der  Wert  von  A  in  allen  Fällen,  um  welche  es  sich  handelt 
(den  Fall  von  Ä"  allein  ausgenommen),  auf  die  einfache  Form: 

4  =  It*  +  4Bß  +  2iJ«  +  2R\+  2R^  +  2i2^^  -|-  2R'K 

Wird  diese  von  neuem  mittelst  der  Gleichung  R^=l  oder,  nach 
Ausschliefsung  der  Wurzel  22=1,  mittelst  der  Gleichung 

0  —  1  +  i2  -f  i2«  + 1-  i2^ 

reduciert,  so  erhält  man: 
(3)  ^=-2  — 2I2^  +  i2*  +  2B5. 

Diese  sehr  einfache  Formel  wird  uns  der  Reihe  nach  die  Werte 
von  A,  Äy  Ä'y  A^^y  ^v  und  ^^i  üefern.  Was  den  Wert  von  Ä" 
angeht,  so  mufs  derselbe  unmittelbar  aus  der  Formel  (2)  abgeleitet 
werden,  indem  man  ü*  d.  i.  —  1  an  die  Stelle  von  R  setzt;  denn  die 


318  Fünfter  Haapiieil. 

Gleichung  0=1— JJ®  =  (1  —  B*) (1 +-R*)  kann  nur  bestehen,  wenn 
man  B^  =  —  1  annimmt,  da  nicht  B^  =  1  sein  kann.  Setzt  man  also 
—  1  fCbr  jß  in  die  Gleichung  (2)  ein,  so  erhält  man: 

4'"  =  _17  =  -n, 

und  dies  stimmt  mit  der  bei  den  andern  Beispielen  entwickelten 
Theorie  überein.  ' 

614. 
Setzt  man  jetzt  in  die  Formel  (3)  die  Werte 

j^  __ 

A  =  n* (cos  %^  +  }/— 1  sin %)  y     i?  =  cos  f*  +  j/^  1  sin ft 

ein,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  %•  die  beiden  Gleichungen: 

ji_ 
/^\  n*  cos  -ö*  «=  —  2  —  2co8  3fi  +  ^o»  4f*  +  2 cos  5fi 

i_ 
w*  sin  -Ö*  =  —  2  sin  3fA  +  sin  4/t  +  2  sin  5fi. 

Für  a  «=  — ^  =  45^  wird  hieraus: 

n^cos-O-  =  —  3,     n*3in  d  =  —  2  ]/27 

und  aus  diesen  ergiebt  sich  d^r  angenäherte  Wert: 

^  =  —  136UriO",12. 

um  den  Wert  von  %'\  durch  welchen  sich  der  von  Ä  bestimmt, 
zu  erhalten,   braucht  man  nur  in  den  Gleichungen  (4)  2fA  f&r  fi  zu 
setzen;  es  kommt  dies  auf  dasselbe  hinaus,  als  ob  man  in  den  Glei- 
chungen (3)  2?  für  R  setzte.     Auf  diese  Weise  folgt: 
\_ 
n^ cos d'  =  2  —  2 cos  6/t  +  cos  8/t  +  2  cos  lOft  =  —  1 

j_ 
n^sin-O"'««    — 2  8in6f* +8i^8f* +2  8in  10f«=      4. 

Hieraus  erhält  man: 

^'  =  104°  2^10",  48. 

Um  %'"  zu  erhalten,  setzt  man  analog  in  den  Gleichungen  (4) 
3f(  fUr  fi.     Dadurch  ergiebt  sich: 
i_ 
n^cos  0""  =  —  2  —  2  cos  9f*  +  cos  12ft  +  2cos  15f*  =  —  3 

n^sind"—         —  28in9fi  +  8inl2f*  +  28inl5ft  =  — 2VT. 

Folglich: 

^"  =  -^  =  —  136°4r  10",  12. 
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Da  wir  bereits  %"\  welches  den  Ausnahmefall  bildet,  bestimmt  haben, 
so  braachen  wir  nicht  weiter  zu  gehen,  weil  man  von  vornherein 
weifs,  dafs  Ä' AF^  «=  n,  Ä A^  =  n,  AAP'  =  n  sein  und  man  somit 
^iv  ==  —  -^"  =  —  ^,    -Ö-v  «  —  ^',    -Ö-vi  =  -.  ^  finden  mufs.     Man 

würde  dies  auch  leicht  aus  den  Gleichungen  (4)  ableiten  können. 
Denn  um  z.  B.  ^^  zu  erhalten,  mufs  man  in  den  Gleichungen  (4) 
5fi  fQr  fi  setzen,  wodurch  sich  ergiebt: 

n«cos  -Ö^v  =«  —  2  —  2cos  15fi  +  cos20fi  +  2co8  25fi  —  —  3 

»« sin ^v  ^         „2 sin  15ft  +  sin 20f*  -j-  2 sin 25/t  =      2 ]/35 

mithin  -^^  =  —  -ö-". 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  6 /t  an  die  Stelle  von  fi  setzt: 

»«cos'ö'^'  =  —  2  —  2cos  18fA  +  cos24ft  +  2co8  30f*  =  —  1 

i. 
n  »  sin  -^v  =         —  2  sin  1 8  ^  +  sin  24  /t  +  2  sin  30f*  =  —  4 , 

mithin  d^^  — -9-'. 

Endlich  würde  man  -ö*^  ==s  —  %  finden.     Dies  ist  eine  neue  Be- 
stätigung der  bekannten  Eigenschaften  der  Gröfsen  A. 

615. 

Wir  gehen  jetzt  über  zur  Bestimmung  der  Gröfsen  T.     Zu 
dem  Zwecke  haben  wir  die  Reihe  von  Gleichungen: 

'P  =Ar     ,  r«  =Ar'\  t'^^a't^, 

(5)  T"'«  =  A"  T^  ,     2^^*  =  A^  r ,     T^»  =  A"^  T'\ 

y  VI2  _3.  ^vi  y  v^ 
Zu  diesen  kann  man  noch  die  beiden  Reihen  hinzufügen: 

^^^  n  =  ^^vi  _  ^'^v  _  ^-^iv^ 

Mittelst  der  Gleichungen  (5)  beweist  man  zunächst  die  Gleichung 

T^=>n*A^A]  aus  dieser  folgt,  wenn  man  wie  gewöhnlich 

1^  

T  =  w^(co8  o  +  V — 1  8in  o)    • 

setzt: 

o  =  ll±^  =  -  42^20' 2", 44. 
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Kennt  man  o  und  demnach  auch  T,  so  wird  T  =  — r-,  also: 

o'  =  2(0  -  ^  =  52«  1'5",24. 
Sodann  giebt  die  Gleichung  T"  =  — ^i- : 

0}'"  =  2«d'  —  -9^'  *=  4o  —  2^  —  '^'  =  0. 

j_ 
Dieser  Wert  lehrt,  dafs  T'"  =  n«  sei.    Die  Gleichung  r"*  =  il"'r*", 
in  welcher  Ä"  =  —  n  und   T^n  =  _  i  igt^  würde  r'^  =  n,  mid 

somit  T"'  =  +  ]/w~  geben.  Die  üngewifsheit  in  Bezug  auf  das  Vor- 
zeichen wird  also  durch  den  Wert  0  von  m"  beseitigt;  denn  hier- 
durch hat  man  T"'  =  +  Yn. 

Wir  kennen  also  jetzt  T  und  T'  und  die  zu  ihnen  inversen 
Funktionen  T^^  und  T^;  wir  haben  daher  nur  noch  die  Funktion 
T'\  aus  der  sich  zugleich  die  Funktion  7^^'  ergiebt,   zu  bestünmeo. 

Dazu  haben  wir  die  Gleichung  T'^  «=  A"  T^  =  ^^,  ,  aus  der  sich 
ergiebt: 

2ö"  =  -ö-"  —  a      oder     =  -ö-"  —  o'  +  2x. 

Mithin  kann  der  Wert  von  m"  nur  einer  der  beiden  Werte  sein: 

//  ^    — CO  tt  ^" — fl>'        , 

a>    = — 2 — -^     •»  = — 2 *"*' 

oder  in  Zahlen  ausgedrückt: 

o"  =  _  94"  21'   7",  68 
c"  =       85»  38'  52",  32. 

616. 

Um  von  vornherein  zu  entscheiden^  welchen  von  diesen  beiden 
Werten  man  nehmen  müsse,  damit  er  dem  Werte  von  ci  entspreche; 
müssen  wir  von  der  Gleichung  TT  =  MT'  Gebrauch  machen;  in 
welcher  M  eine  Funktion  von  i2  allein  sein  mufs.  Wie  man  sieht, 
ist  M  der  Eoefficient  von  jp  in  dem  entwickelten  und  auf  die  lineare 
Form  gebrachten  Produkte  TT ,  Nach  der  Methode,  von  welcher 
wir  bereits  mehrere  Beispiele  gegeben  haben,  findet  man  aber: 

ilf  =  2  +  3B  +  B»  +  12*  +  312^  +  4B«  +  Ji\ 

und  dieser  Wert  reduciert  sich  der  Gleichung  jB*  =  —  1  zufolge  auf 
die  sehr  einfache  Form: 

Jf  —  1  -  4  i?.  ' 
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Setzt  man  also: 

M  =  n*(co8 0  +  1/—1  sin  0)  und  JJ  =  cos  ft  +  }/— 1  sin  ft, 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  0  die  beiden  Gleichungen: 

j_ 
n*  cos  0  =  1  —  4  cos  2ft  =»      1 
j_ 
n*  sin  0  =     —  4  sin  2fi«=  —  4. 

Oben  hatten  wir  aber  gefunden: 

i.  i 

n*  cos  &'  =  —  1,       n*  sin  &'  «=  4, 

mithin  ist: 

0  =  ö'  —  Ä. 

Hiemach  erhält  man  aus  der  Gleichung  TT  =  MT': 

cd"  =  CO  +  cd'  —  0  =  CD  -f-  o'  —  ^'  +  ^ 

oder: 

CD    =»3c>  —  %"  —  %"  -\-  %  =  — 1-  lt. 

Somit  sieht  man^  dafs  der  zweite  der  oben  gefundenen  beiden  Werte 
gelten  mufs,  nämlich: 

o"  =  3cD  —  '^  -  ft'  +  «  =  85^38' 52",32. 

Bildet  man  jetzt  die  Summe  der  drei  Gröfsen  T,  T  T'  und  der 
drei   inversen   2^^,    T^y   T^,   und   addiert   man   zu    dieser   Summe 

T"'  =  n*  und  TT^  =  —  1,  so  erhält  man  die  Formel: 

JP  =  —  T  "■"  ~8~     ' 8~  ^^^^  CD  +  cos  CD    +  cos  CD  ). 

Berechnet  man  diese  Formel  mit  Hülfe  der  fQr  cd^  (o,  gj!'  gefundenen 
Werte,  so  findet  man: 

i-l,  =  cos  ^  =  0, 93247223. 

Dieser  Cosinus  unterscheidet  sich  nur  wenig  von  dem  wahren  Werte 
von  cos  -yTf  welcher  0,932472 17  ist.  Man  erkennt  hieraus,  dafs 
die  mit  Hülfe  dei^  streng  richtigen  Werte  von  0-  und  ^'  berechnete 

2« 

Formel  den  genauen  Wert  von  2  cos  —r^  ergeben  würde. 

617. 

Setzt  man  in  der  Formel  m-^-^  oder  cd  4-45^  an  die  Stelle  von  cd,  so 
mufs  man  m  um  90^  und  m"  um  135^  vermehren,  wodurch  sich  ergiebt: 

Legcndre,  Zahlentheorio  II.  21 
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fl,  =     2^  39' 57",  56 

o'  =  142^   r   5",  24 

(ö"=  220«  38' 52",  32. 
j_ 
Hieraus  folgt:     2n*(co8  o  +  cos  m  +  cos  o")  =  —  4,5190484. 

Bei  diesem  zweiten  Werte  von  (o  mofs  man  n^  mit 
dem  Zeichen  —  nehmen  und  demgemäfs  von  der 
vorstehenden  Grofse 


l+n«  =5,1231055 


-  5,1231055 


abziehen;  dies  giebt  für  den  zweiten  Wert  von  \pi  — 0,60263462. 

12« 


Dieses  ist  aber  sehr  nahe  der  Cosinus  von   *  *  *  .    Vermehrt  man 
also  (D  um  ft,  so  folgt  auf  die  Wurzel  p,   welche  cos  -r^-  war^  die 


17 


Wurzel  2  cos 


12« 
17 


jn 


Ordnet  man  aber  die  Wurzeln  jp,  jp',  p",...i> 
nach   der   durch    die    primitive   Wurzel  ^  «=  3    bestimmten  Reihen- 

2  IS 

folge,  und  bringt  man  dieselben  dann  auf  die  Form  2  cos  —^  ,  so 
sind  dieselben: 

2  2«  t         c\  ^^  ''  ck         16«        f//         c\        "* 

co8-j^,    |)    =2cos-Y^,  1)     =2cos-j^,  1)      =2C08-j^ 


|)iv  S-.  2  cos 


8« 


|>V_.2c08 


10« 


1> 


VI 


2  cos 


4« 


»vn 


2cos  — 


17   I     ^  ""    17   '  ^'     ^'^  "^"    17   '  -P 

Man  sieht  also,  dafs  man,  um  von  irgend  einem  GTiede  dieser  Beihe 
zu   dem   vorhergehenden  Gliede   überzugehen,   gleichzeitig  o  um  fi, 

o'  um  2/t,  cd"  um  3f&  zu  vermehren  und  das  Vorzeichen  ?od  n^ 
zu  ändern  hat  Man  erhält  daher  alle  Wurzeln  der  gegebenen  Glei- 
chung, aber  in  einer  Reihenfolge,  welche  die  umgekehrte  ist,  wie  die 
durch  die  primitive  Wurzel  ^  «»  3  bestimmte. 

Man  würde  diese  letztere  Reihenfolge  erhalten,  wenn  man  o  om 
ft,  m   um  2ft,  cd'"  um  3ft  verminderte. 

618.' 
Hiernach  erhalten  wir  die  allgemeine  Formel: 

2  t« 


—  l  +  n* 


16 


cos-^ 

cosm«    *,     2n^  r       /  \    i  /o  o  ä\ 
1 — ^r  —  Lcos(ai  —  mft)  +  cos  (2a>  —  2iiifi  —  ^) 


16 


+  cos  (3»  —  3mft  —  ^  —  -&'  +  «)]• 
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In  derselben  giebt  die  Zahl  m  4"  1  an,  an  der  wievielsten  Stelle  sich 
die  Zahl  2i  in  der  Reihe 

2,  6,  16,  14,  8,  10,  4,  12 

befindet.    Man  kann  auch  sagen,  die  Zahl  m  leite  sich  aus  der  Zahl  i 
mittelst  der  Bedingung  her,  dafs  3*"  +  «  durch  17  teilbar  sei. 

Die  gegebenen  Grofsen,  welche  in  unserer  allgemeinen  Formel 
vorkommen,  reducieren  sich  auf  die  beiden  einzigen  Winkel  0-  und  #', 
welche  durch  die  Gleichungen 

cos  -ö-  = 7-^ ,     sm  d  =  — -p±^- 

cos  d"  = — ,     sin  u  = 


y\7  ]/l7 

bestiiumt    werden.     Denn    mit    Hülfe    dieser    Winkel,    welche    sich 
geometrisch  konstruieren  lassen,  kann  man  auch  die  dritte  gegebene 

Grofse  <d  = 7~ —  konstruieren.    Man  kann  demnach  mittelst  unsrer 


4 


Formel  die  verschiedenen  Werte  von  cos  geometrisch  konstruieren. 

Hierdurch   wird   alles    das   bestätigt,   was  wiederholentlich   über  die 
Teilung  des  Ereisumfanges  in  17  gleiche  Teile  gesagt  worden  ist. 
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Sechster  Hauptteil. 
Beweis  versehiedener  Sätze  ans  der  nnbestimmteii  Analysis. 


§  1- 
Es  wird  die  Aufgabe  gestellt,  eine  gegebene  Zahl  in  vier  Quadrate 
zu  zerlegen,  derart,  dafs  die  Summe  ihrer  positiv  genommenen 
Wurzeln  gleich  einer  gegebenen  Zahl  ist. 

619. 

Die  Aufgabe  besteht  allgemein  darin,  den  beiden  Glei- 
chungen 

a  =  s«  +  <«  +  M«  +  v« 

^^  b  =  s  +t  +u  +v, 

in  welchen  a  und  b  gegebene  Zahlen  sind  und  die  vier  Wurzeln 
s,  tf  u,  V  positiv  vorausgesetzt  werden ,  Genüge  zu  leisten. 

Zunächst  bemerken  wir,  dafs,  weil  x^  -{-x  stets  eine  gerade  Zabl 
ist,  auch  a  -{-  b  eine  gerade  Zahl  sein  mufs,  und  dafs  somit  die 
gegebenen  Zahlen  a  und  b  von  derselben  Art  d.  h.  entweder 
beide  gerade  oder  beide  ungerade  sein  müssen. 

Wenn  femer  die  vier  Zahlen  s,  t^  u,  v  einander  gleich  wareD, 

so  würde  a  =  4s*,  6  =  4«,  also  6"=»)/4a  sein,  und  wenn  von  diesen 
vier  Zahlen  drei  gleich  Null  wären,  so  würde  man  a  =  5*,  6  =  5, 

also  b  =  )/ä  haben.     Mithin   mufs  allgemein  b  stets  zwischen  den 

Grenzen  }/a  und  YÄä  enthalten  sein. 

Diese  Bedingungen  sind  nicht  die  einzigen,  welche  stattfinden 
müssen,  wenn  die  Aufgabe  möglich  sein  soll.  Bevor  wir  dieselbe 
jedoch  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  betrachten,  wollen  wir  ZQ* 
nächst  den  Fall  untersuchen,  wo  eine  der  Zahlen  s,  ^,  «» f 
gleich  Null  ist 
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620. 
In  diesem  Falle  haben  wir  die  Gleichungen  aufzulösen: 

(2)  ^      ^ 

und  die  Bedingungen  dafür^  dafs  dies  möglich  sei,  sind  folgende: 
Erstens:   Es  darf  a  nicht  von  der  Form  4*(8n  + 7)  sein;  denn 

man  weifs,  dafs  keine  Zahl  von  dieser  Form  gleich  der  Summe  von 

drei  Quadraten  ist. 

Zweitens:  Die  Zahl  b  mufs  stets  von  derselben  Art  wie  a  sein; 

ferner  aber  mufs,  in  diesem  Falle,  b  zwischen  den  Grenzen  ]/a  und 

}/3a  liegen.     Denn   wenn   die   drei   Zahlen  t,  Uj  v   einander   gleich 

wären,  so  würde  a  ■»  3^,  6  «=  3 1,  also  b  =  Y^a  sein;   dies  ist  der 
gröfste  Wert  von  &;  der  kleinste  Wert  ist,  wie  im  allgemeinen  Falle, 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  mufs  wenigstens  eine  der  drei 
Zahlen  t,  u,  v  von  derselben  Art  wie  a  sein.  Ist  t  diese  Zahl,  so 
müssen  die  beiden  andern  u  und  v  alle  beide  gerade  oder  alle  beide 
ungerade  sein.     Setzt  man  also: 

u  -\-  V  =  2pf       u  —  t;  =  2qy 

also: 

u=|)  +  gr,         v=p  —  q,         t  =  b  —  2p, 

so  hat  man  nur  noch  die  Gleichung 

a  =  (b-2py  +  ip  +  qy  +  (p-q)*, 
oder  die  folgende 

1^  =  (31.  -  by  +  3«* 

ZU  befriedigen. 

Hieraus   sieht    man,   dafs   die   dritte,   fQr   die  Möglichkeit   der 

Losung  erforderliche  Bedingung  die  ist,  dafs  sich   die  Zahl  — - — 

auf  die  Form  xl^-^-Sy^  bringen  lassen  mufs.    Dies  findet  statt;  wenn 

— - —  nur   einfache   Faktoren   von   der  Form   6n  -j-  1   besitzt,   zu 

m 

denen  noch  der  Faktor  3  hinzutreten  kann,  wenn  b  durch  3  teilbar 
ist,  und  der  Faktor  4,  wenn  a  die  Form  8n-|-3  besitzt,  oder  wenn 
a  durch  4*  teilbar  ist,  in  welchem  Falle  b  durch  2*  teilbar  sein  muCei. 
Hat  man  daher: 
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so  folgt  hieraus: 

9  =  9,        P=     7    5 

und  wenn  die  Werte  ^  =  6  —  2p,  u>^p'{'q,V'=»p  —  q  alle  drei 
positiv  sind^  so  hat  man  in  ihnen  die  Lösung  der  GleichoDgen  (2). 

621. 
Erstes  BeispieL 

Ist  a  =>  678|  b  ^=^  40,   so   sind   die   beiden   ersten  BedinguDgen 

erfüllt.     Femer  hat  man  y  (3a  —  6«)  =  217  =  7-31,   und  da  die 

Faktoren  7  und  13  von  der  Form  6n  + 1  sind,  so  ist  auch  die  dritt« 
Bedingung  erfüllt 

Wir  haben  also  nur  noch  7  «31  auf  die  Form  p  +  3^^*  zu  bringen, 
und  dies  läfst  sich  auf  zweierlei  Weise  ausführen,  einmal  mittelst  der 
Werte  /*=  5,  5^  «=  8,  sodann  mit  Hülfe  der  Werte  /*=  13,  (/  =  4. 
Da  man  nun  in  beiden  Fällen  positive  Werte  für  die  unbestimmten 
Grofsen  t,  u,  v  findet,  so  ergeben  sich  daraus  die  beiden  Losungen: 

678  =  10^  +  23*  +  V  678  =  22*  +  13«  +  5* 

40  =  10  +  23  +  7  40  =  22  +  13  +  5. 

'622. 

Zweites  Beispiel. 

Ist  a  '=  80Q3,  b  =  121,  so  sind  die  beiden  ersten  Bedingnngen 

erfüllt.    Die  dritte  ist  ebenfalls  erfüllt,  da  4"  (3o— 6*)  =  4684=4- 1171 

und  1171  eine  Primzahl  von  der  Form  6n  -{•  1  ist.  Diese  letsfcere 
Zahl  läfst  sich  auf  die  Form  32*  4*3 «7*  bringen,  und  nimmt  mit  4 
oder  l*  +  3-l*  multipliciert  die  beiden  Formen  53* +  3-25*  und 
11*  4"  3*39*  an.  Diese  beiden  Formen  führen  indessen  nur  zu  einer 
einzigen  Lösung,  welche  lautet: 

8003  =  83*  +  33*  +  5* 

121  =  83  +  33  +  5. 

623. 

Mittelst  der  vorhergehenden  Formeln  kann  man  in  vielen  Fällen 
nicht  nur  eine  gegebene  Zahl,  welche  nicht  von  der  Form  4*(8ii-f  ^^ 
ist,  in  drei  Quadrate  zerlegen,  sondern  auch  bewirken,  dafs  die  Summe 
der  Wurzeln  dieser  Quadrate  gleich  einer  gegebenen  Zahl  ist 
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Will  man  eine  gegebene  Zahl  ^  in  drei-Trigonalzahlen;  deren 
Grundzahlen  zusammengenommen  eine  gegebene  Zahl  c  ergeben,  zer- 
legen,  so  mufs  man  den  beiden  Gleichungen 

c^=zsx  -{-  y  -\-  z 

Genüge  leisten.  Offenbar  ist  aber  diese  Aufgabe  in  der  soeben  ge- 
lösten enthalten.  Man  mufs  nämlich  aa=s8iV+3,  fe  =  2c+3  setzen 
und  erhält y  nachdem  man  die  Werte  von  t,  u,  v  gefunden  hat,  die 

von  X,  y,  g,  namhch  a:  =  -  ^  - ,  y  =  — ^ — ,   0  =  — ^—  • 

Ist  z,  B.  JV=1000  und  c  «»  59,  so  hat  man  a ««  8003  und 
i  =  121,  und  hieraus  ergiebt  sich  nach  dem  zweiten  Beispiel  2:=s41, 
y  »  16,  jer  =»  2.    Man  hat  nämlich: 

1000 -~  +  —2 h  -g- 

59  =  41  +  16  +  2. 

624. 

Wir  gehen  jetzt  zur  allgemeinen  Auflosung  der  Glei- 
chungen  (1)  über.  Dieselben  ergeben  zunächst  das  folgende  be- 
merkenswerte Resultat: 

4a  -  &«  =  (s  +  ^  —  u  -  t;)*  -f  (s  +  M  -  ^  -  v)«  +  (s-f  t;  -  <-  w)*, 

aus  welchem  man  erkennt,  dafs  4a  —  V  in  drei  Quadrate  zerlegbar 
sein  mufs,  und  dafs  somit  eine  notwendige  Bedingung  für  die  Mög- 
lichkeit der  Aufgabe  die  ist,  dafs  4a  —  h*  nicht  von  der  Form 
4*(8n  +  7)  sein  darf. 

Ist  4a  —  V  nicht  von  dieser  Form,  so  ist  es  stets  auf  eine  oder 
mehrere  Arten  möglich,  der  Gleichung 

4a  —  6*  =  a;*  +  y«  +  xf« 

zu  genügen.  Man  kann  daher  x,  y,  z  als  bekannt  ansehen  und  er- 
hält, wenn  man  annimmt,  dafs  s,  ty  u,  v  ebenso  wie  x,  y,  z  ihrer 
Grofse  nach  geordnet  seien,  zur  Bestimmung  von  s,  t,  u,  v  die  vier 
Gleichungen: 

s  •{- 1  —  u  —  V  ^=^  X  ' 

s  +  ii  —  t  —  V  =  y 

5-j-t?  —  t   —  U=^  -\-  Z. 
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In  der  letzten  Gleichung  ist  +  z  geschrieben  worden,  weil  es 
trotz  der  Voraussetzung  s>  t>  u>  v  doch  nicht  immer  zutrifft,  daTs 
die  Summe  s  +  t;  gröfser  wäre  als  t  -{-  u. 

Nun  müssen  die  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  sich  ergeben- 
den Werte  von  s^  t,  u,  v  positiv  sein,  da  sonst  die  Aufgabe  nur 
uneigentlich  gelöst  wäre.  Diese  Bedingung  läfst  sich  aber  stets  er- 
füllen, wenn  man  den  Wert  von  b  passend  beschränkt  um  dies  zu 
zeigen,  müssen  wir  nach  einander  die  Fälle  untersuchen,  in  denen 
a  und  b  ungerade,  oder  a  und  b  gerade  sind. 

625. 

Erster  Fall:  a  und  b  sind  ungerade. 

In  diesem  Falle  ist  4a  —  b*  man  der  Form  8n  +  3;  man  kann 
somit  stets  der  Gleichung  genügen: 

4a  -  6*  =  ic»  +  y»  +  e", 

in  welcher  a:*  +  y*  +  e*  eine  der  trinären  Formen  der  Zahl  4a -b 
bezeichnet.  Sodann  leitet  man  aus  den  Gleichungen  des  yorigen 
Artikels  die  folgenden  Werte  der  Unbestimmten  s,  t,  i«,  v  ab: 

b  +  X  +  y  ±z 


(4) 


o 

4 

t 

= 

b  +  x 
2 

— 

S 

tt 

= 

b  +  y 

2 

S 

V 

b±z 

s. 

Da  die  Zahlen  b,  x^  y,  z  sämtlich  ungerade  sind,  so  muls  die  eine 
der  beiden  Zahlen  6  +  a;  +  y+^;  6  +  a:  +  y  —  x?  von  der  Form  4», 
die  andere  von  der  Form  4n  +  2  sein.  Wenn  man  daher  in  dem 
Ausdrucke  für  s  das  Vorzeichen  von  z  passend  wählt,  so  erhält  man 
als  Wert  von  s  eine  ganze  Zahl,  und  daraus  ergeben  sich  sodann 
auch  ganzzahlige  Werte  für  die  anderen  unbestimmten  GröÜBen.  Man 
sieht  hieraus,  dafs  nur  eins  von  den  beiden  Vorzeichen  von  $  an- 
gewendet werden  darf,  und  dafs  es  somit  für  jede  trinäre  Form  von 
4  a  —  V  nur  eine  Lösung  giebt. 

626. 

Weil  wir  x>  y>  z  vorausgesetzt  haben,  so  ist  nunmehr  klar, 
dafs  die  Werte  von  s,  t,  w,  t;  stets  positiv  sein  werden,  wenu  der 
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Wert  von  v  im  ungünstigsten  Falle  positiv  ist,  d.  h.  im  Falle  man  hat: 

« 

—^ s  >  0    oder    r-^ >  0. 

Dazu  reicht  es  ans,  dafs  x  -{-  y  -\-  s  <^b  -{-  4  ist;  denn  es  muTs 
in  dem  in  Rede  stehenden  Falle  stets  6  —  x  —  y  —  z  durch  4  teilbar 
sein.    Zufolge  der  Gleichung:  4a  —  6*  =  rc*  +  y*  +  j&*  hat  man  aber: 

und  setzt  man  (6 +  4)*  =  3  (4  a  —  6*),  so  ergiebt  sich  aus  dieser 
Gleichung: 

b^yscTirs  —  1. 

Wenn  also  b^  welches  stets  kleiner  als  l/iä  sein  mufs,  zu  gleicher 

Zeit  groDser  als  die  Grenze  y^3a  —  3  —  1  vorausgesetzt  wird,  so  kann 
man  sicher  sein,  dafs  die  aus  den  vorher  angegebenen  Formeln  sich 
ergebenden  Werte  der  Unbestimmten  s,  t,  u,  v  sämtlich  positiv  sind, 
und  daCs  somit  die  Aufgabe  gelost  ist 

Ein  einziger  Fall  macht  hiervon  eine  Ausnahme,  näm- 
lich der,  in  welchem  zu  gleicher  Zeit 

x^y^z^y^^^    und    6-f3a-3-l 

ist.    Denn  alsdann  würde  hieraus  folgen 

X  '\'  y  -^  z  '^b  -\-  V    und  somit    t;  =  —  1 . 

Indessen  ist  es  leicht  zu  bewirken,  dafs  dieser  besondere  Fall 
nicht  eintreten  kann;  man  braucht  dazu  nur  die  untere  Grenze  von  b 
beliebig  wenig  zu  vergröfsem.  Wir  setzen  daher  von  nun  an 
Toraus,  dafs  die  Grenzen  von  b  seien: 

6>>/3a-2- 1,    fe<l/4ä, 

und  unter  dieser  Voraussetzung  geben  die  Formeln  (4)  stets  positive 
Werte  für  die  vier  nnbestimmten  Grofsen  s,  t^  u,  v,  selbst  wenn  b 
gleich  seiner  unteren  Grenze  wäre. 

627. 


Nimmt  man  die  Grenze  b  >  V'3a  —  2  —  1  an,  so  hat  man  die 
Gewifsheit,  dafs  die  Losung  stets  in  positiven  Zahlen  gegeben  wird; 
aber  es  folgt  daraus  noch  nicht,  dafs,  wenn  man  b  kleiner  als  diese 

Grenze  (aber  gröfser  als  }/a)  nähme,  die  Aufgabe  nicht  in  positiven 
Zahlen  gelöst  werden  konnte.  Vielmehr  geschieht  es  ziemlich  häufig, 
besonders  wenn  a  eine  grolse  Zahl  ist,  daHs  Werte  von  &,  welche 
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kleiner  als  die  angegebene  Grenze  sind,  Lösungen  in  positiven  Zahlen 
geben,  und  diese  Lösungen  werden  allemal,  wo  solche  stattfiDdeD, 
ebenfalls  mit  HQlfe  der  Formeln  (4)  gefunden.  Hiervon  wird  man 
später  eine  grofse  Anzahl  von  Beispielen  kennen  lernen. 

628. 

Zweitar  Fall:  a  und  b  sind  gerade. 

Da  die  Zahlen  a  und  b  gerade  sind,  so  ist  4a  —  V  durch  4 
teilbar,  und  da  diese  Grofse  durch  a;*  +  j^*  +  j&*  dargestellt  ist,  so 
müssen  die  drei  Zahlen  x,  y,  0  gerade  sein.  Man  vereinfacht  daher 
die  Gleichung,  wenn  man  2x,  2yj  2z  an  die  Stelle  von  Xj  y,  g  setzt, 
wodurch  sich  ergiebt: 

• 

(5)  a-[^b}^x^  +  y'  +  z\ 

Ist  sodann  a  —  (v^)^  nicht  von  der  Form  4*(8n  +  ')>  so  wird 

dieser   Gleichung   durch  jede   eigentliche   oder  uneigentliche  trinäre 

Form  der  Zahl  a  —  ( ^  by  genügt.    Kennt  man  also  die  drei  Zahlen 

Xf  yy  Zf  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Zahlen  s,  ty  u,  v  die  vier 
Gleichungen: 

s  -\- 1  —  u  —  t;  =  2rc 
s  +  u  —  <  —  t;  =  2y 
s  +  v  —  t  —  w  =  +  2z, 
und  aus  diesen  folgt: 


s 


2 


t  =  Y&  —  s  +  X 
(6)  •  1 

W=y6—  5  +  y 
V  =  yft  —  S  +  Z. 

Diese  Werte  sind  in  den  beiden  Fällen,  welche  durch  das  dop- 
pelte Zeichen  dargestellt  werden,  ganze  Zahlen;  es  ergeben  sich  somit 
stets  zwei  Lösungen,  mit  Ausnahme  des  Falles  j?  »=  0,  in  welchem 
sich  die  beiden  Lösungen  auf  eine  einzige  reducieren. 
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629. 

Damit  nun  diese  Losungen  gültig  seien,  müssen  die  vier  Zahlen 
Sj  t,  u,  V  positiv  sein,  und  dies  findet  statt,  wenn  v  im  ungünstigsten 

Falle  positiv  ist,  oder  wenn  — ^ >  0  ist. 

Diese  Bedingung  ist,  wie  im  ersten  Falle,  stets  erfüllt,  wenn 
man  h  >  V^i^^^  -  1  annimmi    Übrigens  kann  man  aber  in  Bezug 

•  

auf  die  Lösungen,  die  in  gewissen  Fällen,  wo  h  kleiner  als  die  an- 
gegebene Grenze  ist,  stattfinden  können,  dieselben  Bemerkungen 
machen,  wie  im  Artikel  627. 

630. 

Je  nach  den  verschiedenen  Formen  der  Zahl  a  sind  in  Bezug 
auf  die  Lösung  der  vorigen  Aufgabe  verschiedene  Bemerkungen 
zu  machen. 

1)  Ist   a  von  der  Form  4n  +  2,   so  ist  die  Zahl  a  —  -j-6* 

von  einer  der  Formen  4n-f-l,  4n  +  2,  und  diese  sind  nach  der  im 
dritten  Hauptteile  entwickelten  Theorie  stets  in  drei  Quadrate  zerlegbar. 
Mithin  sind  in  diesem  Falle  die  gegebenen  Gleichungen  stets  auflösbar. 

2)  Ist  a  von  der  Form  8n  -j*  4,  so  kann  man  den  gegebenen 
Gleichungen  auf  zweierlei  Arten  genügen,  indem  die  Zahlen  s,  t,  u,  v 
entweder  alle  gerade  oder  alle  ungerade  sind.  Diese  beiden  Lösungen 
werden  gegeben  durch  die  Formeln  (6),  jedoch  darf  in  diesem  Falle 

a — -j-^*  nicht  von  der  Form  4*(8n  +  7)  sein. 

3)  Ist  a  von  der  Form  8(2n-f~  I);  so  müssen  die  Zahlen  s, 
i,  u,  V  gerade  sein,  und  ist  allgemein  a  von  der  Form  2**"*"*(2n+l), 
so  müssen  diese  Zahlen  durch  2*  teilbar  sein.  Ihre  Summe  mufs 
daher  ebenfalls  durch  2*  und  sogar  durch  2*+*  teilbar  sein,  weil  der 
Quotient  gerade  sein  mufs.  Ist  daher  a  =  2**a',  h  =  2*6',  s  «=  2*s', 
^«2*^',  w  =  2*tt,  *^  =*  2*t;',  so  reduciert  sich  die  Lösung  der  ge- 
gebenen Gleichung  auf  diejenige  der  Gleichungen: 

a'^s'*  +  P  +  u'^  +  v^ 

Die  letztere  ist  immer  möglich,  da  alsdann  d  von  der  Form  4n-f-^ 
ist.  Man  wird  jedoch  bemerken,  dafs  es  in  diesem  Falle  nicht  aus- 
reicht, dafs  6  zwischen  den  Grenzen  }/4ä  und  y^a  —  2  —  1  ent- 
halten sei,  es  mufs  vielmehr  noch  h  durch  2*+^  teilbar  sein.    Da  die 
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andern  Werte  von  b,  welche  zwischen  den  angegebenen  Grenzen  liegen, 
der  Aufgabe  nicht  genügen  können^  so  findet  man^  dafs  fSr  dieselben 

a  —  —6*  von  der  Form  4*(8n  +  7)  wird. 

Man  könnte  auch  unter  die  Grenze  ]/3a  —  2  —  1  hinabgehen, 
um  zu  versuchen,  ob  es  noch  andere  Losungen  giebt;  jedoqfi  müssen 
die  Werte  von  b  stets  durch  2*+^  teilbar  sein. 

4)  Ist  endlich  a  von  der  Form  2"+*(2n  +  1),  wo  h  nicht 
Null  ist|  so  mufs  jede  der  Zahlen  by  t,  Uy  v  durch  2*  und  ihre  Somme 
b  durch  2*+*  teilbar  sein.  Setzt  man  also  a  =  2**a,  6=2*6', 
s  =  2*s',  t  =  2*^',  u  =  2*m',  V  =  2*t;',  so  reducieren  sich  die  ge- 
gebenen Gleichungen  auf  die  folgenden: 

a'  =  s''  +  P  +  u'  +  v' 

6'  =  s'  +  ^'  +  ^'  +  ^'> 
in  denen  a'  von  der  Form  8n  -f-  4  ist,  und  die  somit  zum  zweiten 
Falle  gehören,  sowie  der  vorhergehende  zum  ersten  gehörte. 

631. 

Die  in  diesem  Paragraphen  entwickelte  Theorie  bildet 
die  Grundlage  für  den  allgemeinen  Beweis  des  Fermat^aehen 
Satses,  mit  dem  wir  uns  im  folgenden  Paragraphen  beschäftigen 
werden.  Dieselbe  kann  auch  bei  mehreren  andern  Untersuchungen 
der  unbestimmten  Analysis  von  Nutzen  sein. 

Man  erkennt  bereits,  dafs  diese  Theorie  den  beiden  ersten  Fallen 
des  Satzes  über  die  Polygonalzahlen  ei^ae  bemerkenswerte  Erweiterung 
giebt,  insofern  sie  die  Mittel  an  die  Hand  giebt,  nicht  nur,  um  eine 
gegebene  Zahl  in  drei  oder  vier  Quadrate  zu  zerlegen,  sondern  auch, 
um  zu  bewirken,  dafs  die  Summe  der  Wurzeln  dieser  Quadrate  gleich 
einer  gegebenen,  zwischen  gewissen  Grenzen  liegenden,  Zahl  werde. 


§2. 

Beweis  des  Fermat'schen  Satzes  über  die  Polygonalzahlen  und  einiger 

andrer  analoger  Sätze. 

632. 
^       Wir  haben  oben  (Artikel  156)  gezeigt,  dafs  eine  Polygonalzahl 
von  der  Ordnung  m  -\-  2  zum  allgemeinen  Ausdruck 


m 


(x^  —  x)  -}-  X 
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hat,  wo  X  die  Basis  der  Polygonalzahl  oder  die  Stelle  bezeichnet^ 
welche  sie  unter  den  Polygonalzahlen  derselben  Ordnung  einnimmt. 
Dieser  Ausdruck  beweist,  dafs  0  und  1  zwei  den  Polygonalzahlen 
aller  Ordnungen  gemeinsame  Glieder  sind. 

Die  Trigonalzahlen  entspringen  aus  der  Annahme  in=  1 
und  die  Qnadratzahlen  aus  der  Annahme  m  =  2.  In  diesen  bei- 
den ersten  Fällen  ist  es  gleichgültig,  ob  man  x  positiv  oder  negativ 
nimmt;  man  erhält  nur  eine  und  dieselbe  Reihe,  nämlich  die  der 
Trigonalzahlen  oder  die  der  Quadratzahlen. 

Ist  aber  m>2,  so  giebt  der  allgemeine  Ausdruck  der 
Polygonalzahlen  zwei  verschiedene  Reihen  für  jede  Ord- 
nung, je  nachdem  man  x  positiv  oder  negativ  annimmt.  Diese  beiden 
Reihen  hängen  mit  einander  durch  dasselbe  Gesetz  zusammen,  so 
dafs  die  eine  nur  die  Fortsetzung  der  andern  ist.  Bei  der  Anwen- 
dung auf  den  Fermat'schen  Satz  sieht  man  jedoch  j«tzt  von  der 
mit  negativen  Werten  von  x  gebildeten  Reihe  ab  und  betrachtet 
nur  die,  welche  aus  den  positiven  Werten  entstanden  ist, 
wie  die  Tabelle  in  No.  156  sie  darstellt. 

633. 

Nachdem  dieses  vorausgeschickt  ist,  müssen  wir  beweisen^  dafs 
eine  beliebige  Zahl  sich  aus  so  vielen  Polygonalzahlen  von  der  Ord- 
nung m  -{-  2  zusammensetzen  läfst,  als  die  Zahl  m  -{-  2  Einheiten 
enthält. 

Die  Anzahl  der  Polygonalzahlen,  aus  denen  sich  eine  gegebene 
Zahl  zusammensetzen  läfst,  konnte  jedoch  kleiner  als  m -f- 2  sein; 
betrachtet  man  aber  Null  als  die  ergänzende  Polygonalzahl,  so  kann 
man  die  Anzahl  der  Polygonalzahlen  immer  gleich  m  -j-  2  annehmen, 
in  Übereinstimmung  mit  dem  Wortlaut  des  Satzes. 

4 

Da  dieser  Satz  bereits  im  ersten  Bande  für  den  Fall  der  Tri- 
gonalzahlen und  der  Quadratzahlen,  welche  die  beiden  ersten  Fälle 
des  allgemeinen  Satzes  bilden,  bewiesen  worden  ist,  so  betrachten 
wir  nur  die  weiteren  Fälle,  in  denen  m  >  2  ist,  nämlich  m  =  3  für 
die  Pentagonalzahlen,  m  s=  4  für  die  Hexagonalzahlen,  u.  s.  w. 

Nach  dem,  was  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewiesen 
haben,  bleiben  uns  nur  noch  einige  wenige  Hülfssätze  zu  begründen 
übrig,  ehe  wir  zu  dem  Satze  gelangen,  welcher  den  Gegenstand  dieses 
Paragraphen  ausmacht. 
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634 

Satz  1.  Ist  a  eine  beliebige  ungerade  Zahl,  welche  nicht 
unter  den  zehn  folgenden  1,  3,  5,  7,  11,  15,  19,  23,  37,  71  ent- 
halten ist,  so  giebt  es  stets  zwei  aufeinanderfolgende  un- 
gerade Zahlen  c  und  c  —  2  von  der  Beschaffenheit,  dafs 
man,  wenn  man  nach  einander  b  =  c  und  b  =  c  —  2  setzt, 
den  Gleichungen 

a  =  s»  -f  <2  ^  M«  +  v« 

6  =  5+^+**+^ 

genügen  kann  und  zwar  mit  der  Bedingung,  dafs  die  Wur- 
zeln Sf  ty  u,  V  sämtlich  positiv  sind. 

1)   Ist   immlich   die  Differenz   zwischen  den  Grenzen  Yia  und 

|/3a  — 2—  1  gleich  4  oder  gröfser  als  4,  so  giebt  es  zwischen 
diesen  Gr^zen  wenigstens  vier  aufeinanderfolgende  ganze  Zahlen. 
Von  diesen  vier  Zahlen  sind  zwei  ungerade,  und  können  diese  für  h 
genommen  werden.  Die  gegebenen  Gleichungen  sind  also  in  den 
beiden  Fällen  mittelst  der  Formeln  des  Artikels  625  auflösbar. 


Setzt  man  nun  }/4a  — 1^3«  —  24-1  =  4,  so  findet  man  a=121; 
mithin  besitzt  die  Zahl  121  und  alle  ungeraden  Zahlen,  die  gröfser 
als  121  sind,  die  erwähnte  Eigenschaft. 

2)  Untersucht  man  sodann  alle  ungeraden  Zahlen  unter  121,  so 
findet  man,  dafs  es  für  einen  Teil  dieser  Zahlen  zwei  Werte  von  b 

giebt,  die  zwischen  den  Grenzen  ^40  und  ySa  —  2  —  1  liegen,  und 
für  einen  andern  Teil  nur  einen  Wert  von  6. 

Im  zweiten  Falle  mufs  man  mit  Hülfe  der  Formeln  des  Artikel  625 
versuchen,  ob  nicht  die  ungerade  Zahl,  welche  nächstniedriger,  wenn 

auch  kleiner  als  die  Grenze  }/3a  —  2  —  1  ist,  für  h  genommen  werden 
und  zu  einer  Lösung  der  Gleichungen  (1)  führen  kann,  in  welcher 
die  Wurzeln  s,  t,  u,  v  positiv  genommen  sind. 

Dieser  Versuch  führt  bei  den  meisten  der  betreffenden  Zahlen 
zum  Ziele*,  es  bleiben  nur  die  zehn  oben  angeführten  Werte  von  Oj 
nämlich:  1,  3,  5,  7,  11,  15,  19,  23,  37,  71  übrig,  für  welche  es  nur 
einen  Wert  von  b  giebt,  welcher  der  Aufgabe  genügt. 

Folgende  Tabelle  enthält  das  Resultat  dieser  Rechnungen: 
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a 

b 

a 

b 

119...  111 

21,  19 

29  ...  25 

9,  7* 

109 

19,  17* 

23 

9 

107  .. .  91 

19,  17 

21 

9,7 

89,  87 

17,  15*   1 

19 

7 

85 ...  73 

17,  15 

17 

7,  5* 

71 

15 

15 

7 

69,  67 

15,  13* 

13 

7,5* 

65 ...  57 

15,  13 

11 

5 

55 ...  49 

13,  11* 

9- 

5,  3* 

47  ...  43 

13,  11 

7 

5 

41,  39 

11,  9* 

5 

3 

37 

11 

3 

3 

35 ...  31 

11,  9 

1 

1 

635. 

Um  die  Konstruktion  dieser  Tabelle  leichter  verständlich  zn 
machen^  wollen  wir  von  jedem  der  drei  Fälle,  welche  sie  darstellt^ 
Beispiele  geben. 

Erster  Fall.    Setzt  man  a=>65,  so  findet  man  für  b  die  beiden 

Werte  15  und  13,  welche  zwischen  den  Grenzen  |/260  und  yi93 —  1 
liegen.  Dieselben  Werte  würden  auch  gelten  für  die  Zahlen  63,  61, 
59,  57.  So  sieht  man  aus  der  Tabelle,  dafs  für  alle  ungeraden 
Zahlen  zwischen  65  und  57  die  entsprechenden  Werte  von  b  lauten: 
15  und  13. 

Zweiter  Fall.    Setzt  man  a  »s  41,  so  findet  man  zwischen  den 

Grenzen  }^164  und  yi21  —  1  nur  die  eine  ungerade  Zahl  11.  Ver- 
sucht man  aber  den  folgenden  Wert  &  »»  9,  obwohl  er  kleiner  ist  als 

die  Grenze  yi21  —  1,  so  findet  man  mittelst  der  Formeln  in  No.  625, 
dafs  derselbe  ebenfalls  der  Aufgabe  genügt,  da  man  41=6^4~^^4~1* 
und  9  —  6  +  2  +  1  hai  Es  sind  daher  in  die  Tabelle  die  Werte 
6  BS  11,  &  «»  9,  welche  zu  der  Zahl  a  «:  41  gehören,  aufgenommen 
worden;  jedoch  haben  wir  den  zweiten  Wert  &«a9  durch  ein  Stern- 
chen *  unterschieden,  um  anzudeuten,  dafs  er  kleiner  als  die  Grenze 

Via  — 2  -  1  ist 
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Dritter  Fall.  Setzt  man  a  =  71,  so  findet  man  nur  eine  un- 
gerade Zahl  15;  welche  zwischen  den,  zu  diesem  Werte  you  a  ge- 
hörigen, Grenzen  1^284  und  }/211  —  1  enthalten  ist.  Versucht  man 
darauf  den  Wert  6  =  13,  so  ergiebt  sich  aus  den  Formeln  in  No.  625, 
dafs  derselbe  nicht  zulässig  ist,  weil  eine  der  unbestimmten  s,  tj  »,  r 
negativ  ist.  Es  ist  daher  in  die  Tabelle  nur  der  eine  Wert  i  =  15 
als  zu  der  Zahl  a  =  71  gehörig  aufgenommen  worden. 

636. 

Satz  2«  Es  sei  a  eine  beliebige  ungerade  Zahl;  ferner 
seien  c,  c  —  2,  c — .4,  ...  d  die  verschiedenen  aufeinander- 
folgenden Werte  von  bj  für  welche  sich  die  Gleichungen  (1) 
in  positiven  Zahlen  auflösen  lassen,  und  endlich  r  ein  be- 
liebiges Glied  der  Reihe  0,  1,  2,  3,  ...  w  —  2. 

Betrachtet  man  dann  die  Funktion: 


m 


Z  =  ^(a-6)  +  6  +  r, 


2 

in  welcher  b  und  r  Glieder  aus  den  für  sie  festgesetzten 
Reihen  sind,  und  nennt  man  P  oder  P(a)  den  kleinsten  nnd 
Q  oder  Q{d)  den  gröfsten  Wert  dieser  Funktion,  so  hat  man: 

P(a)  =  f(a-c)  +  c 

e(a)  =  -5-(a-(0  +  d  +  m-2. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  behaupte  ich:  1)  dafs 
alle  zwischen  P(a)  und  Q(a)  liegenden  ganzen  Zahlen  durch 
die  Funktion  Z  dargestellt  werden;  2)  dafs  alle  diese  Zahlen 
in  m -|- 2  Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  m -^  2  zerlegt 
werden  können. 

1)  Ist  nämlich  Z««  P(a)  +|),  wop  eine  beliebige  Zahl  zwischen  1 
und  Q(a)  —  P(d)  ist,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  b  und  r 
die  Gleichung: 

jp  =  (w  —  2)  ^—  +  r. 

Da  nun  p  und  m  —  2  gegebene  Zahlen  sind,  so  sieht  man,  dafs  r 
der  Rest  ist,  welcher  bei  der  Division  von  p  durch  m  —  2  fibrig 
bleibt,  und  dafs  man,  wenn  man  den  Quotienten  dieser  Division  q 

nennt,  — ^ —  =*•  ?  o^^r  b  =  c  —  2  j  erhält. 

Hieraus  folgt,  dafs  man  für  jeden  gegebenen  Wert  von  p  nar 
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eine  Losung  hat,  ausgenommen  den  Fall,  wo  der  Rest  r  gleich  Null 
ist.  Denn  alsdann  kann  man  ohne  Unterschied  r^^O  und  r^^m  —  2 
setzen,  und  es  giebt  daher  in  diesem  Falle  zwei  Losungen.  Wenn 
es  sich  jedoch  um  die  letzte«  der  Zahlen  P(a)-f-J>,  welche  gleich 
Q{a)  ist,  handelt,  mufs  man  r  ^^m  —  2  nehmen,  und  dann  giebt  es 
nur  eine  Losung,  weil  für  r«=0:  6  =  d--2  sein  würde,  eine  Zahl, 
die  nicht  in  der  Reihe  c,  c  —  2,  c  —  4,  ...  d  enthalten  ist. 

2)  Ist  F{a)  +  f  oder  P  +  i>  irgend  eine  Zahl  aus  der  Reihe 
P,  P  +  1,  P+  2,  . . .  Q,  %o  kann  man  immer 

setzen.  Substituiert  man  daher  in  diesem  Ausdruck  die  Werte  von 
a  und  hj  welche  durch  die  Gleichungen  (1)  gegeben  werden,  so  er- 
hält man: 

Bezeichnet  man  also  allgemein  durch  pol.  x  die  Polygonalzahl 
von  der  Ordnung  m  -{-  2,  deren  Grundzahl  x  ist,  so  ist: 

P  -j- 1)  8=3  pol.  s  +  pol.  t  +  pol.  u  +  pol.  V  -\-  r  pol.  1, 

d.  h.  die  Zahl  P  -{-  p  ist  zusammengesetzt  aus  vier  Polygonalzahlen, 
deren  Grundzahlen  5,  tj  u,  v  sind,  und  aus  r  Polygonalzahlen,  welche 
gleich  der  Einheit  sind.  Da  nun  r  <  m  —  2  oder  höchstens  gleich 
w  —  2  ist,  so  folgt  daraus,  dafs  die  Zahl  P  +  i>  aus  m  +  2  Poly- 
gonalzahlen von  der  Ordnung  m^2  zusammengesetzt  ist,  von  denen 
w  —  2  gleich  Null  oder  1  sind. 

637. 
Sats  8.    Ist  a  «»  121,  so  ist  der  grofste  Wert  von  h  gleich 

21,  und   alsdann  ist  P(a)  = —(^  ""  ^)  +  ^  "=  50m -|- 21,   eine 

Zahl,  die  nach  dem  vorigen  Satze  die  Summe  von  vier  Poly- 
gonalzahlen von  der  Ordnung  m  -{'  2  ist. 

Dies  vorausgeschickt,  behaupte  ich,  dafs  jede  ganze 
Zahl,  welche  grofser  ist  als  50m-{'.21  die  Summe  von  ^4-2 
Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  m -{- 2  ist,  von  denen 
m  — 2  gleich  Null  oder  gleich  1  sind. 

Ist  nämlich  a  eine  beliebige  ungerade  Zahl,  die  gröfser  ist  als 
121,  so  giebt  es  stets,  dem  Satze  1  zufolge,  zwei  aufeinanderfolgende 
ungerade  Zahlen  c,  c  —  2,  welche  zwischen  den  Grenzen  ]/4ä  und 

Yia  —2  —  1  liegen,  und  aus  dem  vorigen  Satze  folgt,  dafs,  wenn  man 

Legendre,  Zahlentheorie  IT.  22 
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m 


P(a)=>f{a-e)  +  c 

Q(a)  -=-  ^(a  -  c  +  2)  +  c  -  2  -\-  m  —  2 

setzt,   alle   zwischen   P(a)  und   Q(a)   liegenden   ganzen  Zahlen  die 

Summe  von  m  -f-  2  Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  m-\-2  sind. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Zahl  P(a  -j-  2),  und  ist  c  die  grolste 

in  y4a  +  8  enthaltene  ungerade  Zahl,  so  wie  e  die  gröIste  in  yia 
enthaltene  ungerade  Zahl  ist,  so  müssen  wir  zwei  Fälle  unter- 
scheiden, je  nachdem  c  «»  c  oder  c'<=»  c  -|-  2  ist;  denn  offenbar  kaoo 
man  keine  andere  Annahme  über  den  Wert  von  c'  machen. 

638. 

Ist  c'=>  Cj  so  genügt  es,  in  dem  Ausdruck  P(a)  a  -}-  2  an  die 
Stelle  von  a  zu  setzen,  wodurch  man  erhält: 

P(a  +  2)=-|(a  +  2-c)  +  c. 

Vergleicht  man  diesen  Wert  mit  dem  von  Q(a)y  so  ergiebt  sich: 

P(a  +  2)  —  Qia)  -  w  +  4. 

Da  nun  der  kleinste  Wert  von  m  gleich  3  ist,  so  ist  ersichtlich,  daL< 
die  Zahl  P(a  +  2)  nur  in  dem  einen  Falle  w  =  3,  in  welchem 
P{a  +  2)  =  ö(a)  +  1  ist,  gröfser  ist  als  Q(a),  In  jedem  andern 
Falle  ist  P{a  +  2)  in  der  Reihe  P(a),  P{a)  +  1,  P{a)  +  2,  •  •  •  Ö(fl) 
enthalten. 

Wir  haben  aber  gesehen,  dafs  alle  Zahlen  dieser  Reihe  ausm-j-^ 
Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  m  -4-  2  zusammengesetzt  sind,  ond 
in  dem  Falle,  wo  das  Glied  P{a  +  2)  aus  dieser  Reihe  herausträte 
und  somit  zu  derselben  das  Glied  Q{a)  -|-  1  hinzukäme,  würde  diesem 
Glied  nur  aus  vier  Polygonalzahlen  gebildet  sein.  Mithin  sind  alle 
zwischen  P{a)  und  P{a  +  2)  einschliefslich  enthaltenen  ganzen  Zahlen 
aus  m-|-2  Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  m-|-2  zusammengesetzt. 

639. 
Ist  zweitens  c»=c-f-  2,  so  hat  man: 

P(a  +  2)  =  |-(a-c)  +  c  +  2, 

und  somit: 

Pia  +  2)  —  P(fl)  +  2  =  Q{a)  —  2(m  -  3). 
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Hieraus  sieht  man,  dafs  P(a  +  2)  stets  kleiner  als  Q(a)  ist, 
den  einen  Fall  m  =  3  ausgenommen,  in  welchem  P(a  +  2)  =  Q(a) 
ist  Mithin  sind  alle  zwischen  P{a)  und  F(a  +  2)  einschliefslich 
enthaltenen  ganzen  Zahlen  in  m  -{-  2  Polygonalzahlen  von  der  Ord- 
nung m  -{-  2  zerlegbar. 

640. 

Beachtet  man  jetzt,  dafs  im  ersten  Falle  P(a  -f-  2)  «=  P(a)  +  m 
und  im  zweiten  P(a  +  2)  =  P(a)  +  2  ist,  so  kann  man  daraus 
schliefsen,  dafs,  wenn  man  yon  einer  gegebenen  Zahl  a  z.  B.  a««  121 
aus  rechnet,  die  Reihe  P(a),  P{a  +  2),  P(a  +  4),  ...  welche  da- 
durch gebildet  ist,  dafs  man  a  stets  um  zwei  Einheiten  vermehrt, 
sich  ins  Unendliche  erstreckt.  Mithin  sind  alle  ganzen  Zahlen  von 
P(121)  oder  50 w  +  21  an  bis  ins  Unendliche  in  w  +  2  Polygonal- 
zahlen von  der  Ordnung  m  -{-  2  zerlegbar. 

Es  bleibt  nur  noch  zu  beweisen,  dafs  alle  Zahlen,  welche  kleiner 
sind  als  öOm-f-^l?  dieselbe  Eigenschaft  besitzen.  Dies  ist  der 
Zweck  des  folgenden  Satzes,  durch  welchen  der  allgemeine  Beweis 
des  Fermat 'sehen  Satzes  vervollständigt  wird. 

641. 

Satz  4.  Jede  ganze  Zahl,  welche  kleiner  als  P(121)  oder 
50w+21  ist,  ist  die  Summe  von  w+2  Polygonalzahlen  von 
der  Ordnung  m  +  2^  von  denen  w  —  2  gleich  Null  oder 
gleich  1  sind. 

Ist  zuerst  a  =  5,  so  sieht  man  aus  der  Tabelle  in  No.  634, 
dafs  3  der  einzige  zugehörige  Wert  von  b  ist.  Setzt  man  also  c=r/=3, 
so  geben  die  Formeln  in  No.  636: 

P(5)  =    m  +  3 
e(5)  =  2w  +  1. 

Unterhalb  P(5)  hat  man  die  Zahlen  1,  2,  3,  ...  w  +  2;  die- 
selben sind  aus  sovielen  der  Einheit  gleichen  Polygonalzahlen  zu- 
sammengesetzt, als  sie  Einheiten  besitzen.  Mithin  gilt  der  Satz  auch 
in  Bezug  auf  diese;  ja  man  sieht,  dafs  die  letzte  von  diesen  Zahlen 
m  -f-  2  durch  eine  einzige  Polygonalzahl  dargestellt  wird,  nämlich 
durch  pol.  2. 

Die  Zahlen  von  P(5)  bis  Q{5)  sind  so,  wie  der  Satz  besagt, 
zusammengesetzt;  da  diese  Eigenschaft  allgemein  für  alle  Zahlen  von 

22* 
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P(a)  bis  Q{a)  stattfindet.  Mithin  ist  unser  Satz  bestätigt  bis  zur 
Zahl  Q(5)  =  2m+  1. 

Ist  jetzt  a  =  7;  so  erhält  man  der  Tabelle  in  No.  634  zufolge 
c  =  d  =  5,  und  dies  giebt: 

P(7)=    w  +  5 
e(7)  =  2m  +  3. 

Da  3  der  kleinste  Wert  von  m  ist,  so  sieht  man,  dafs  P(7)  nar  in 
dem  einen  Falle,  wo  m  =  3  ist,  grofser  als  Q(ö)  ist,  und  zwar  hat 
man  alsdann:  P(7)  «=  Q(ö)  -|-  1.  Mithin  ist  die  allgemeine  Eigen- 
Schaft  bestätigt  f&r  alle  Zahlen  von  1  bis  Q(7)  «»  2  m  -|-  3. 

In  dieser  Weise  könnte  man  die  Untersuchung  der  besonderen 
Fälle  bis  zu  P(121)  fortsetzen.  Indessen  beschränken  wir  uns  auf 
einige  allgemeine  Fälle,  welche  die  Auflösung  aller  besonderen  Falle 
einschliefsen.  Es  handelt  sich  allgemein  darum,  zu  unter- 
suchen, ob  alle  zwischen  P(a)  und  P(a  +  2)  enthaltenen 
Zahlen  dem  Satze  Genüge  leisten,  oder  ob  für  einige  von 
diesen  Zahlen  eine  Ausnahme  stattfindet 


642. 

Erster  Fall.  Nehmen  wir  an,  dafs  es  für  die  Zahl  a  zwei  ent- 
sprechende Werte  von  b,  nämlich  c  und  c  —  2,  und  für  die  Zahl  a-|-2 
einen  oder  mehrere  Werte  von  h  gäbe,  deren  gröfster  c  sei,  so  finden 
wir,  wie  im  Artikel  638,  dafs  alle  Zahlen  von  P(a)  bis  P{a-\-2) 
dem  Satze  Genüge  leisten. 

Zweiter  Fall.  Nimmt  man  an,  dafs,  wenn  c  und  c  —  2  die 
beiden  zu  der  Zahl  a  gehörigen  Werte  von  b  sind,  c-f-2  der  grofäte 
oder  einzige  Wert  von  b  sei,  welcher  der  Zahl  a  +  2  entspricht,  so 
findet  man  ebenfalls,  wie  in  No.  639,  dafs  alle  Zahlen  von  P{a)  bis 
P(a  +  2)  dem  Satze  Genüge  leisten. 

Dritter  Fall.  Nimmt  man  an,  dafs  b  nur  den  einen  der  Zahl  a 
entsprechenden  Wert  c  habe,  und  dafs  es  für  a  -{-  2  einen  oder 
mehrere  Werte  von  b  gebe,  deren  gröfster  c-f~  2  sei,  so  ist  in  diesem 
Falle: 

P(a)  =  f  (a-c)  +  c 
Ö(a)  =  -f  (a-c)  +  c  +  m-2 
P{a  +  2)  =  ^{a-c)  +  c  +  2, 
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Hieraus  ist  ersichtlich  ^  dafs  P(a4-2)  nur  in  dem  einen  Falle  m  =  3 
gröfser  als  Q(a)  sein  kann^  und  dafs  sodann  P(a-f-2)=  Q(a)-|- 1 
iät.  In  allen  andern  Fällen  ist  P(a  -)-  2)  kleiner  oder  höchstens 
ebenso  grofs  als  Q(a)j  und  es  genügen  somit  alle  Zahlen  von  P(a) 
bis  P{a  +  2)  unserm  Satze. 

Vierter  Fall.  Nimmt  man  endlich  an^  dafs  es  für  a  den  ein- 
zigen Wert  b  =  c  und  für  a  +  2  einen  oder  mehrere  Werte  von  b 
gebe,  deren  grofs ter  c  sei^  so  hat  man: 

P(a)  =  ^-ia-e)-\-c 

P(a  +  2)  =  |-(a  +  2-c)  +  c. 

Man  siehty  dafs  in  diesem  Falle  zwischen  Q(a)  und  P(a4~2)  eine* 
Lücke  existiert^  denn  es  ist  P(a  +  2)  =  0(ö)  +  2,  und  die  dazwischen 
liegende  Zahl,  welche  fehlt^  ist  Q{a)'jr  !•   Abgesehen  von  dieser  Aus- 
nahme gilt  somit  der  Satz  auch  bis  zu  P(a  -f-  2),  wenn  er  bis  zu 
P(ä)  bewiesen  ist. 

643. 

Wir  brauchen  jetzt  nur  noch  einen  Blick  auf  die  Tabelle  in 
No.  634  zu  werfen,  um  zu  finden,  welches  die  Zahlen  Qia)-^!  sind, 
die  zu  den  Ausnahmen  im  vierten  Falle  gehören.  Diese  Zahlen  re- 
ducieren  sich  auf  vier,  nämlich: 

Q(l)    +1=    2m +  4 

g(15)  +  l=    5m +  6 

Ö(23)  +  1  =    8m  +  8 

g(37)  +  1  =  14m  +  10. 

Der  allgemeine  Ausdruck  von  pol.  x  (Artikel  632)  giebt  aber: 

pol.  2  =      m  +  2 
.    pol.  3=    3m -1-3 

pol.  4  =  -6m  -f  4 

pol.  5  =  10m  -|-  5, 

und   mit  Hülfe  dieser  Polygonalzahlen  kann  man  die  vorstehenden 
vier  Zahlen  folgendermaCsen  ausdrücken: 
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2w+    4=«2pol.  2 
5m  +    6  =  4pol.  2  +  (m  —  2)  pol.  1 
8m  +    8=    pol.  4  +  2  pol.  2. 
14m  +  10  =    pol.  5  +  pol.  3  +  pol.  2. 

lu  eiaeui  einzigen  Falle ^  nämlich  im  Falle  5m -4- 6,  sind  m-|-^ 
Polygonalzahlen  erforderlich;  die  drei  andern  erfordern  nur  zwei  oder 
drei.  Mithin  sind  die  Ausnahmen  keine  Ausnahmen,  vielmehr  be- 
folgen sie  ebenfalls  den  allgemeinen  Satz.  Es  ist  daher  jede  ganze 
Zahl  die  Summe  von  m  +  2  Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  m  +  2, 
von  denen  m  —  2  gleich  Null  oder  gleich  1  sind. 

644. 

Der  Beweis,  den  wir  soeben  von  dem  Fermat'schen  Satze  ge- 
geben haben,  setzt  als  bekannt  nur  den  Beweis  des  ersten  Falles 
dieses  Satzes,  welcher  die  Trigonalzahlen  betrifft,  •  voraus.  Dieser  Satz 
bildet  aber  einen  Teil  der  allgemeinen  Theorie  der  trinären  Formen 
der  Zahlen,  die  wir  im  dritten  Hauptteile  auseinandergesetzt  haben. 
Wir  haben  ferner  gezeigt  (No.  157),  dafs^  wenn  man  diesen  ersten  Teil 
als  bewiesen  annimmt,  daraus  unmittelbar  folgt,  dafs  jede  ganze  Zahl 
die  Summe  von  vier  Quadraten  ist,  was  den  zweiten  Fall  des  Fer- 
mat'schen Satzes  bildet.  Mithin  folgen  aus  dem  ersten  Falle  alle 
andern. 

Da  man  kaum  bezweifeln  kann,  dafs  Fermat  wirklich  im  Be 
sitze  des  allgemeinen  Beweises  seines  Satzes  über  die  Polygonalzablen 
gewesen  ist,  so  mufs  man  glauben,  dafs.  dieser  Beweis  vollständig 
verschieden  von  demjenigen  war,  den  wir  soeben  dargelegt  haben. 
In  der  That  scheint  es  zunächst,  dafs  Fermat  keine  Kenntnis  von 
der  Theorie  der  trinären  Formen  der  Zahlen  hatte,  den  Fall  der 
Zahlen  von  der  Form  8n  +  3  ausgenommen,  welcher  auf  den  ersten 
Fall  seines  Satzes  zurückkommt,  den  er  jedoch  nicht  erwähnt,  und 
femer  den  Fall  der  Primzahlen  von  der  Form  8n  —  1  ausgenommen, 
die,  wie  er  behauptet,  von  der  Form  jp*  +  2*  +  2r*  sind,  deren  Dop- 
peltes die  Summe  von  drei  Quadraten  ist.  Wenn  Fermat  die  be- 
treffende Theorie  gekannt  hätte,  so  würde  er  diese  letztere  Eigen- 
schaft nicht  auf  die  Primzahlen  von  der  Form  8n  —  1  beschrankt 

• 

haben,  da  sie  allgemein  für  alle  ungeraden  Zahlen  gilt  Wenn  femer 
der  Beweis  von  Fermat  derselbe  gewesen  wäre,  wie  der.  vorher- 
gehende, oder  sich  auf  dieselben  Prinzipien  gegründet  hätte,  so  wöfde 
er  zweifellos  dem   Satze  die  Bedingung  hinzugefügt  haben,  welche 
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demselben  eine  gröfsere  Genauigkeit  und  Eleganz  verleiht^  nämlich 
die,  dafs  unter  den  m  -J-  2  Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  m  -\-  2, 
aus  denen  sich  eine  gegebene  Zahl  zusammensetzen  läfst,  stets  m  —  2 
sich  befinden^  die  man  gleich  Null  oder  gleich  1  annehmen  kann. 

Es  hat  daher  Cauchy  eine  wichtige  Entdeckung  in  der  Theorie 
der  Zahlen  gemacht,  indem  er  zuerst  den  Beweis  des  Fermat'schen 
Satzes,  der  durch  die  von  ihm  hinzugefügte  Bedingung  präciser  ge- 
worden war,  angab.  Man  kann  jedoch  noch  weiter  gehen  und 
beweisen,  dafs,  wenn  man  eine  gewisse  für  jede  Ordnung 
der  Polygonalzahlen  leicht  anzugebende  Grenze  überschrit- 
ten bat,  jede  gegebene  Zahl  sich  in  vier  oder  höchstens 
fünf  Polygonalzahlen  zerlegen  läfsL  Dieser  neue  Satz  soll 
den  Gegenstand  der  folgenden  Untersuchungen  bilden. 

645. 

Nimmt  man  an,  dafs  sich  die  gegebene  Zahl  Ä  in  vier  Poly- 
gonalzahlen von  der  Ordnung  m-|-2  zerlegen  lasse,  so  mufs  man 

setzen  und  die  Zahlen  a  und  b  so  bestimmen,  dafs  sich  die  Glei- 
chungen 

a  =  s«  +  e«  +  u*  +  t;* 
(l) 

in  positiven  ganzen  Zahlen  lösen  lassen.  Diesen  Gleichungen  kann 
man  aber  genügen,  wenn  a  und  b  gleichartig  sind,  wenn  femer  b 

zwischen  den  Grenzen  ]/4a  und  }/3a  —  2 — 1  liegt,  und  wenn  end- 
lich a  ungerade  oder  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist  Es 
giebt  noch  andere  Werte  von  a  und  6,  welche  die  Auflösung  der 
Gleichungen  (1)  gestatten  würden;  indessen  reicht  es  aus,  die  soeben 
angeführten  zu  betrachten. 

646. 

Setzt  man  nach  einander  b  =  V^a,  b  =  YSa  —  2  —  1,  so  findet 
man,  dafs  die  einer  gegebenen  Zahl  A  zugehörigen  Grenzen  von  b 
die  folgenden  sind: 

"  <  ■-"- + V¥+W^ 
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und  setzt  man  Ä  als  eine  grofse  Zahl  voraus ^  so  hat  man  nahezu: 

Kennt  man  vermittelst  dieser  Grenzen  die  verschiedenen  Werte 
von  b,  so  ergiebt  sich  a  mit  Hülfe  der  Gleichung  a=6-| {Ä-^b\ 

und  da  a — b  gerade  sein  soll,  so  folgt,  dafs     -^-  eine  ganze  Zahl  ist 

Wird  diese  ganze  Zahl  gleich  x  gesetzt,  so  erhält  man: 

b^Ä^mx 

^  ^  a=^b  +2x. 

Nachdem  dieses  vorausgeschickt  ist,  können  wir  die  folgenden 
Sätze  beweisen. 

647. 

Satz  5,  Ist  m  eine  ungerade  Zahl  und  Ä  irgendeine  ge- 
gebene Zahl,  welche  grofser  ist  als  28m',  so  ist  Ä  in  vier 
Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  m -{-  2  zerlegbar. 

Da  die  Grenzen  von  b  bekannt  sind,  so  kennt  man  auch  die  von 

X  aus  der  Gleichung:  x  = Nimmt  man  an,  dafs  die  Differenz 

der  Grenzen  von  b  gleich  2m  oder  grofser  als  2m  sei,  so  ist  die 
Differenz  der  Grenzen  von  x  gleich  2  oder  grofser  als  2;  mithin  be- 
sitzt X  wenigstens  zwei  aufeinanderfolgende  Werte  A,  A  -f-  1.  Und 
da  m  ungerade  ist,  so 'ist  von  den  beiden  entsprechenden  Werten 
von  6,  welche  sich  aus  der  Gleichung  b  =  Ä  —  mx  ergeben,  der  eine 
gerade,  der  andere  ungerade.  Nimmt  man  den  ungeraden  Wert,  so 
ist  die  Zahl  a  ebenfalls  ungerade,  da  a  «=  b  -f-  ^^  ^^^i  ^^  lassen  sich 
demnach  die  Gleichungen  (1)  auflosen.  Damit  also  die  Zahl  Ä  in 
vier  Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  ,m  -|-  2  zerlegbar  sei,  reicht 
es  aus,  dafs  man 

■|/^  -  "[/^  >  2».    oder    A  >  m^  (ys -\- yef 

oder  einfacher  J.>28m'  habe,  was  mit  dem  Wortlaut  des  Satzes 
übereinstimmt. 

Man  sieht;  dafs  dieser  Satz  von  grofser  Allgemeinheit  ist,  da 
er  auf  alle  Zahlen,  welche  grofser  als  die  Grenze  28 tn'  sind,  An- 
wendung findet  und  nur  voraussetzt,  dafs  die  durch  m-|-2  bezeichnete 
Ordnung  der  Polygonalzahlen  ungerade  sei. 


§  2.    Beweis  des  Fermat'schen  Satzes  über  die  Polygonalzahlen.        345 

648. 

Sats  6.  Ist  m  eine  gerade  Zahl^  so  ist  jede  ungerade 
Zahl  Ay-lw?  in  vier  Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  m+2 
zerlegbar  und  jede  gerade  Zahl  A  •\-  \>  7m^  zerlegbar  in 
fünf  Polygonalzahlen,  von  denen  eine  gleich  der  Einheit  ist. 

Ist  nämlich  Ä  ungerade  und  m  gerade^  so  folgt  unmittelbar  aus 
den  Gleichungen  (2)^  dafs,  welches  auch  x  sein  möge^  a  und  h  un- 
gerade Zahlen  sind.  Mithin  ist  die  Auflosung  der  Gleichungen  (1) 
immer  möglich^  wenn  es  einen  zwischen  den  erforderlichen  Grenzen 
liegenden  Wert  von  x  giebt,  d.  h.  wenn  die  Grenzen  von  6  um  eine 
Gröfse^  die  gröfser  als  m  ist,  verschieden  sind.    Es  mufs  daher  sein: 

!/¥-!/¥>». 

also: 

Was  den  zweiten  Teil  des  Satzes  anlangt,  so  folgt  derselbe  un- 
mittelbar aus  dem  ersten,  da  man,  wenn  man  von  der  gegebenen 
Zahl  1  abzieht,  eine  ungerade  Zahl  erhält,  die  in  vier  Polygonal- 
zahlen von  der  Ordnung  m  -f-  2  zerlegbar  ist 

649. 

Sats  7.  Ist  m  eine  gerademal-gerade  Zahl  oder  von  der 
Form  4n,  so  ist  jede  gerade  Zahl  -4>28m*  in  vier  Poly- 
gonalzahlen von  der  Ordnung  m -|-  2  zerlegbar. 

Man  hat  nämlich  a  =  Ä  —  (m  —  2)x,  GieT)t  es  nun  für  x  zwei 
zwischen  den  betreffenden  Grenzen  liegende  Werte  a;  =  ä,  a;  =  ä  +  1, 
oder  hat  man  Ä  >  28 m^,  und  nennt  man  a  und  a  die  beiden  ent- 
sprechenden Werte  von  a,  so  ist:  a  — a=w  — 2  =  4n  —  2.  Mithin 
ist  von  den  beiden  Zahlen  a,  a'  die  eine  ungerademal-gerade,  und  die 
Auflosung  ist  möglich. 

650. 

Satz  8.  Ist  m  eine  ungerademal-gerade  Zahl  oder  von 
der  Form  4n-|-2,  so  ist  jede  ungerademal-gerade  Zahl 
A>7tn^  in  vier  Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  m  +  2 
zerlegbar« 

Denn  da  a  ='-4.  —  (m  —  2)x  ist  und  m  —  2  die  Form  4»  be- 
sitzt, so  ist,  welches  auch  x  sein  möge,  die  Zahl  a  ungerademal- 
gerade.  Es  braucht  also  nur  x  eineii  Wert  zu  haben,  d.  h.  A>lm^ 
zu  sein,  alsdann  ist  die  Auflösung  stets  möglich. 

Mittelst  dieser  Sätze  wird  bewiesen,  dafs  jede  Zahl  A,  welche 
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eine  gewisse  Grenze  übersteigt,  in  vier  Polygonalzahlen  von  der  Ord- 
nung m  -{-  2  zerlegt  werden  kann,  den  Fall  allein  ausgenommeii,  wo 
m  -{-  2  und  A  beide  durch  4  teilbar  sind.  Aber  auch  dieser  Fall 
kann  mittelst  des  folgenden  Satzes  auf  die  Hälfte  seiner  Ausdehnong 
zurückgeführt  werden. 

651. 

Satz  9.  Ist  m  ungerademal-gerade  oder  von  der  Form 
4m'+ 2,  so  ist  jede  gerademal-gerade  Zahl  4^' >  28w'  in 
vier  Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  w  +  2  zerlegbar, 
vorausgesetzt;  dafs  Ä—ni  ungerade  ist. 

Es   ist  nämlich   a  =  4^'— 4w'a;   und   6  =  4-4.'— (4w'+ 2)j. 

Setzt  man  nun  -r-a^^  d  und  -5-6  =  6',  so  kann  die  Auf losung  der 

Gleichungen  (1)  vermittelst  der  Auflösung  derselben  Gleichungen  ge- 
geben werden,  wenn  man  in  diesen  ä  und  V  an  die  Stelle  von  a 
und  h  setzt.     Alsdann  hätte  man: 

a  =:  A  —  mx 

y  =  2d  —  X. 

Nun  setzt  man  aber^' —  m  als  ungerade  voraus;  ist  daher  der 
Wert  von  x  ungerade ,  so  werden  die  Zahlen  d  und  6'  ungerade  sein 
und  die  Gleichungen  (1)  sind  auflösbar.  Es  genügt  also  hierzu,  dafs 
die  Grenzen  von  x  von  einander  wenigstens  um  zwei  Einheiten  ver- 
schieden seien,  und  dies  findet  statt,  wenn  4-4'  >  28 w'  ist 

Es  ist  unnötig,  diese  Untersuchungen  noch  weiter  fortzusetzen, 
da,  wenn  es  Fälle  giebt,  in  denen  eine  die  Grenze  28  m®  übersteigende 
gerademal-gerade  Zahl  oder  irgend  eine  andere  angebbare  Zahl  nicht 
in  vier  Polygonalzahlen  zerlegbar  ist,  man  sicher  ist,  dafs  sich  diese 
Zahl  in  fünf  Polygonalzahlen  zerlegen  läfst,  von  denen  eine  der  Ein- 
heit gleich  ist.  Wir  wollen  jetzt  an  einem  Beispiele  zeigen,  ^ie 
man  direkt  die  Polygonalzahlen  bestimmt,  aus  denen  sich  eine  be- 
liebige gegebene  Zahl  zusammensetzen  läfst. 

652. 

Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  die  Zahl  6484  in  acht  oder 
in  weniger  Oktogonalzahlen  zu  zerlegen. 

Nach  dem  allgemeinen  Satze  mufs  A  —  r,  worin  A  die  gegebene 
Zahl  6484  und  r  gleich  einer  der  Zahlen  0,  1,  2,  3,  4  ist,  in  vier 
Oktogonalzahlen  zerlegbar  sein.  Nun  sind  im  Falle  fw  =  6  die  Grenzen 
von  6  den  Formeln  des  Artikel  646  zufolge: 
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6>>/^-r-3,      &<|  +  l/|(^-r)  + 


J16 
"9" 


Diesen  Grenzbedinguugen  genfigt  man  stets^  wenn  man  in  der  ersten 
r  =s  0  und  in  der  zweiten  r  =  4  nimmt.     Dies  giebt: 


6>y6481,     6<i-+j/8641y. 


Mithin  kann  man  für  b  irgend  ^in  Glied  der  Beihe  81,  82,  83,...  94 
nehmen. 

Zur  Bestimmung  von  x  hat  man  die  Gleichung: 


X  = 


A—r—b 


und  aus  dieser  folgt,  dafs 


ffi 

b+r  —  4^ 
6 


1080  — 


5  +  r  — 4 
6 


eine  ganze  Zahl  sein  mufs.    Dem- 


nach mufs  die  Zahl  b  von  einer  der  Formen  6 n-|-0,  1,  2,  3,  4  sein, 
denen  die  Werte  r  =  4,  3,  2,  1,  0  entsprechen.  Hiemach  erhält 
man  mit  Berücksichtigung  der  gefundenen  Grenzen  zunächst  die 
Werte  von  b  und  r  und  sodann  die  von  x  und  a  wie  folgt: 


6  —  81, 

r=l, 

6  —  82, 

r  =  0, 

6  —  84, 

r-4, 

6  =  85, 

r  =  3, 

6  =  86, 

r  =  2, 

6  =  87, 

r  =  l, 

6  =  88, 

r  =  0, 

6  =  90, 

r  =  4, 

6  —  91, 

r  =  3, 

6  =  92, 

r  =  2, 

6  =  93, 

r=l, 

6  =  94, 

r  =  0, 

a;  =  1067 , 
X  =  1067 , 
X  =  1066 , 
a;  =  1066 , 
X  =  1066 , 
X  «=  1066 , 
X  -=  1066 , 
a;=1065, 
X  =  1065 , 
X  =  1065 , 
a;  =  1065 , 


a  =  2215 
a  =  2216 
a  =  2216 
a  =  2217 
a  =  2218 
a  =-  2219 
a  =  2220 
a  =  2220 
a  =  2221 
a  =  2222 
a  =  2223 
a  =  2224. 


a;  =  1065 , 

Hieraus  ergeben  sich  mehrere  Lösungen  der  gestellten  Aufgabe. 

1)  Die  drei  ungeraden  Werte  von  a  und  6,  denen  der  Wert 
r  ==  l  entspricht,  geben  drei  Lösungen,  deren  Resultat  ist,  dafs  sich 
die  gegebene  Zahl  6484  aus  vier  Oktogonalzahlen  und  aus  einer 
fünften,  welche  der  Einheit  gleich  ist,  zusammensetzen  läfst. 

2)  Die  beiden  ungeraden  Werte  von  a  und  6,  denen  der  Wert 
r  =  3  entspricht,  geben  zwei  Lösungen,  vermöge  deren  die  gegebene 
Zahl  sich  in  sieben  Oktogonalzahlen,  von  denen  drei  der  Einheit 
gleich  sind,  zerlegen  läfst. 


1 
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3)  Die  ^beiden  gerademal -geraden  Werte  von  a,  welche  zu  dem 
Werte  r  =  2  gehören ;  geben  zwei  Lösungen,  welche  durch  die  ge- 
gebene Zahl  in  sieben  Oktogonalzahlen^  von  denen  zwei  gleich  1  sind, 
zerlegt  werden  kann. 

4)  Die  beiden  gerademal-geraden  Werte  von  a,  denen  der  Werl 
r  «s  4  entspricht,  sind  ebenfalls  zulässig^  weil  die  aus  ihnen  ent- 
stehende Zahl  a —  —6*  in  drei  Quadrate  zerlegbar  ist     Man  erhält 

aus  ihnen  zwei  andere  Zerlegungen  der  gegebenen  Zahl  in  acht  Okto- 
gonalzahlen,  von  denen  vier  gleich  1  sind. 

5)  Wenn  man  sbhliefslich  aus  den  Werten  von  a  und  6,  welche 
zu  dem  Werte  r  =  0  gehören,  drei  weitere  Lösungen  ableiten  wollte, 
so  würde  man  finden,  dafs  solche  Lösungen   nicht  stattfinden,  weil 

die  Zahl  a  —  -7-^*   ^   diesen   drei  Fällen   zu  der  Form  4*(8»  —  1) 

gehört,  welche  nicht  in  drei  Quadrate  zerlegbar  ist.  Wir  schliefsen 
hieraus,  dafs  es  unmöglich  ist,  die  gegebene  Zahl  6484  nur  in  vier 
Oktogonalzahlen   zu   zerlegen,    wenigstens    solange   b   oberhalb  der 

Grenze  ]/3a — 2  —  1  genommen  wird.  Es  kann  jedoch  vorkommen, 
dafs,  wenn  man  für  b  Werte  nimmt,  die  kleiner  als  diese  Grenze 
sind,  sich  zulässige  Lösungen  ergeben. 

Die  Werte  von  b,  welche  zu  r=0  gehören,  sind  nämlich  94,  88 
und  82,   der   unmittelbar   darauffolgende   ist  b  =»  76.    Dieser  Wert 

giebt  a  =  2212  und  a  —  1^6*  =  768  =  4*.3,  eine  Zahl,  die  sich  in 

drei  Quadrate  zerlegen  läfst.  Sodann  ergiebt  sich  mit  Hülfe  der 
Formeln  in  Artikel  628,  dafs  eine  von  diesen  Lösungen  zulässig  ist, 
da  sie  s  =  43,  t=^u^=v=^ll  giebi  Mithin  ist  die  gegebene  Zahl 
6484  gleich  der  Summe  der  vier  Oktogonalzahlen,  deren  Grundiahlen 
43,  11,  11,  11  sind. 

Man  beachte,  dafs  die  Zahl  6484  >  28 m^,  obwohl  sie  so  gewählt 
ist,  dafs  sie  nicht  unter  den  Satz  9.  fällt,  doch*  nur  in  vier  Okto- 
gonalzahlen zerlegbar  isi 

§  3. 

Über  die  Gleichung  oc^  +  y^  +  z^  =^0. 

653. 

Wir  setzen  voraus,  dals  es  drei,  positive  oder  negative,  ganze 
Zahlen  x,  y,  z  giebt,  welche  der  Gleichung  ä:*  +  y*  +  ^  =*  0  genügen 
unter  der  Bedingung,  dafs  diese   drei  Zahlen  prim  zu  einander  und 
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daher  zwei  von  ihnen  ungerade  und  die  dritte  gerade  sei.  Wir  wollen 
zusehen,  welche  Folgerungen  sieh  aus  dieser  Voraussetzung  ergeben. 
Unser  Beweis  zerfällt  in  drei  Teile. 

Erstens:  Eine  der  Zahlen  x,  y,  z  mufs  durch  3  teil- 
bar sein. 

Denn  jede  durch  3  nicht  teilbare^  positive  oder  negative^  Zahl 
besitzt  die  Form  3w  +  1,  und  der  Kubus  derselben 

27m»  +  27M*  +  9m+l 

ist  von  der  Form  9r^  +  1.  Wenn  demnach  keine  der  Zahlen  Xy  y,  z 
durch  3  teilbar  wäre,  so  müfste  die  Summe  ihrer  Kuben  a;*  +  y*  +  ^' 
von  einer  der  Formen  Qn+l,  9n  +  3  sein,  sie  konnte  sich  daher 
nicht  auf  Null  reducieren.  Mithin  ist  notwendig  eine  der  Zahlen  x^  y,  z 
durch  3  teilbar. 

Zweitens:  Diejenige  von  den  Unbestimmten,  welche  ge- 
rade ist,  ist  gleichzeitig  durch  3  teilbar. 

Bezeichnen  wir  die  durch  2  teilbare  Unbestimmte  mit  z^  und 
setzen  wir  z^=  —  2'"u,  wo  u  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung: 

a;»  +  y8  «  2«~u». 

Wir  behaupten,  dafs  u  durch  3  teilbar  sein  muTs. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  dafs  u,  falls  dies  möglich  wäre,  nicht 
durch  3  teilbar  sei,  so  ergiebt  sich  Folgendes:  Die  linke  Seite 
a^-\-y^  ist  das  Produkt  der  beiden  Faktoren  x-^-y  und  (a:  +  y)*—  Sxy, 
welche  nur  3  zum  gemeinsamen  Teiler  haben  können.  Da  nun  3  in 
der  rechten  Seite  2^*"  u'  nicht  aufgeht,  so  folgt  daraus,  dafs  diese 
beiden  Faktoren  prim  zu  einander  sind.  Ihr  Produkt  soll  ein  Kubus 
sein;  folglich  mufs  jeder  dieser  Faktoren  ein  Kubus  sein.  Beachtet 
man  ferner,  dafs  oi^  —  ^H "{"  V^  ^^^^  ^^^^  ungerade  Zahl  ist,  so 
ergiebt  sich,  dafs  2'"*  ein  Faktor  von  x  -{-  y  sein  mufs.  Demnach 
hat  man  zu  setzen: 

X  +  y  =  2*'"  a^ 

x^  —  xy  +  y^=        /3% 

80  dafs  also  u=^aß  angenommen  ist^  wobei  ß  positiv  und  prim  zu  a  ist. 
Bringt  man  jetzt  die  zweite  Gleichung  auf  die  Form: 

80  sieht  man,  da  die  rechte  Seite  von  der  Form  p*^  +  3g*  ist,  dafs 
ihr  Teiler  /},  welches  eine  ungerade  Zahl  ist,  von  derselben  Form 
sein  mufs.    Setzt  man  also: 
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/J  =  r  +  3(/*,    femer    (/"  +  <,|/Il3)*  =  F+ Öl/=3, 
woraus  sieb 

ergiebt,  so  erhält  man: 

Man  kann  daher  der  vorstehenden  Gleichung  allgemein  geuügen  durch 

2  ^  '  2 

Hieraus  ergiebt  sich: 

a?  =  r  +  3rflf-9/y-3(7» 

Da  nun  e  als  nicht  teilbar  durch  3  angenommen  ist,  so  mofs  eine  der 
Zahlen  x,  y  und  somit  auch  f  durch  3  teilbar  sein.  Alsdann  aber 
würden  die  beiden  Zahlen  x  und  y  und  somit  auch  die  dritte  z  durch 
3  teilbar  sein,  was  unsrer  Voraussetzung  widerspricht. 

Demnach  mufs  die  durch  2  teilbare  Unbestimmte  z  auch  durch 
3  teilbar  sein;  man  hat  daher  allgemein  jgf  =  —  2"*3"m  zu  setzen,  wo- 
bei u  eine  zur  Zahl  6  relativ  prime  Zahl  bedeutet  Die  g^ebene 
Gleichung  ist  daher  stets  von  der  Form: 

a;8  +  y«  =  2«"»3*~M^ 

Drittens:    Die  Gleichung  a;^  +  y'  =  2'"*3'"M'  ist  unmöglich. 

Wir  setzen  für  den  Äugenblick  voraus,  dafs  diese  Gleichung  befrie- 
digt werden  konnte,  ohne  dafs  eine  der  Unbestimmten  gleich  Null 
sei.  Die  beiden  Faktoren  der  linken  Seite,  nämlich  x-^-y  und 
Ol?  —  xy  '\-  y^y  haben  3  als  gemeinschaftlichen  Faktor,  aber  keine 
höhere  Potenz  von  3,  da  3  nicht  in  xy  aufgehen  kann;  ferner  ist  der 
zweite  Faktor  ungerade.  Mithin  zerfallt  die  in  Rede  stehende  Glei- 
chung notwendig  in  zwei  andere,  nämlich: 

und  zugleich  ist  u  =  ccß. 

Die  zweite  von  diesen  Gleichungen  läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 

und  hieraus  folgt,  dafs  ß  ebenfalls  von  der  Form  j>'  +  3g^  ist  Setzt 
man  also,  wie  oben: 
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ß  =  p  +  Sg»    und    ß^  =  F^  +  3G\ 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

(^)+3(^)*  =  F«  +  3G% 

und  dieser  genügt  man  allgemein  durch: 

^  —  y  _  TP  ^+y  _p 

2        ~^'  6       ~^- 

Diese  letztere  giebt,  wenn  man  einsetzt: 

In  dieser  Gleichung,  in  welcher  P  —  ^  eine  ungerade  Zahl  ist,  weil 
/**  +  3gf*  eine  solche  ist,  mufs  g  durch  2'"*""^  teilbar  sein.    Ist  daher: 

^^g»-»-»^,    f+g^B,    f-g-^C, 

SO  hat  man: 

{ß^-'^af  =  ABC. 

Da  nun  das  Produkt  ABC  ein  Kubus  ist  und  die  Faktoren 
Aj  By  C  prim  zu  einander  sind,  so  mufs  jeder  von  diesen  Faktoren 
ein  Kubus  sein.     Man  mufs  also  setzen: 

und  dies  giebt: 

f  +  9  =  (^^    f-9  =  v\    i/  =  23— U»  . 
und  zugleich: 

Hieraus  folgt  die  Gleichung: 

^3  __  yS  ^  2»"»^», 

welche  der  gegebenen  Gleichung  ähnlich  ist,  und  bei  der  man  zu 
beachten  hat,  dafs  eine  der  drei  Zahlen  A,  ^,  v  den  Faktor  3"""^  ent- 
halten mufs.  Nach  dem^  was  wir  unter  „Zweitens^'  bewiesen  haben, 
mufs  aber  das  Glied  2^k,  welches  bereits  durch  2  teilbar  ist,  not- 
wendig auch  durch  3  teilbar  sein.  Mithin  hat  man  A  =  3*"^'9'  zu 
setzen,  wodurch  sich  die  Gleichung  ergiebt: 

Itt»  — i/»  =  (2'»3»-i«')l 

Somit  erhält  man  aus  der  Gleichung  a:^-}- j/*«=(2"'3"tt)^,  in  welcher 
die  eine  der  unbestimmten  Zahlen  durch  3"  teilbar  ist,  eine  andere 
ähnliche  Gleichung,  in  der  die  entsprechende  unbestimmte  Grofse  nur 
darch  3"~*  teilbar  ist.  Wiederholt  man  daher  diese  Transformationen 
so  oft,  als  n  Einheiten  enthält,  so  gelangt  man  zu  einer  letzten 
transformierten  Gleichung  x^  +  2/'*  =  /*,  in  welcher  keine  der  Zahlen 
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X  ^  y\  z  durch  3  teilbar  ist.  Diese  Gleichung  ist  aber  nach  dem 
ersten  Teile  dieses  Beweises  unmöglich;  mithin  ist  die  gegebene 
Gleichung  ar*  +  y*  +  ä*  =  0  ebenfalls  unmöglich. 

§4. 

Über  die  Gleichung  a:-*  +  y*  +  £f^  —  0. 

654. 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dafs  eine  der  Unbestimmten  dor^  5 
und  sogar  durch  25  teilbar  sein  mufs.  Ist  x  diese  Unbestimmte,  und 
setzt  man  a;  =  —  btr,  wo  r  eine  ungerade  positive  und  zu  5^  relatif 
prime  Zahl  bedeutet^  so  folgt  daraus,  dafs  die  Gleichung  y*+^=— ^ 
notwendig  in  zwei  andere  zerfallt,  nämlich: 

Nachdem  dies  Torausgeschickt  ist,  müssen  wir  zwei  Fälle  unter- 
scheiden,  je  nachdem  x  gerade  oder  ungerade  ist 

655. 

Erster  Fall:   x  ist  eine  gerade  Zahl. 

Alsdann  ist  t  gerade,  y  und  e  sind  ungerade  und  die  zweite  der 
Gleichungen  (a)  läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 

Dividiert  man  durch  5  und  setzt  man  an  Stelle  von  y*  +  2yz  -}"  ^ 
seinen  Wert  5*^*^,  so  hat  man: 

(.!'i+^)'_5(i^r_^. 

Bei  unsrer  Voraussetzung  sind   die  Zahlen  y  (y^  +  ^*)  ^^<^  v  "  ^^''* 

ganze  Zahlen.  Ferner  mufs,  da  die  linke  iSeite  von  der  Form  /)*— 5f 
ist,  ihr  Teiler  r  ebenfalls  von  dieser  Form  sein,  so  dafs  man 

setzen  kann.     Setzt  man  sodann: 

wodurch  sich 

F==  /•(/•*  + 50^/ +  125/) 
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ergiebt,  so  wird  r*  ««  jF*  —  5G^*,  und  somit 

Um  eine  allgemeine  Losung  dieser  Gleichung  zu  erhalten,  mufs 
man  zwei  Zahlen  tn  und  n  derart  wählen,  dafs  man  hat: 

wobei  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Diese  Zahlen  genügen  allge- 
mein der  Gleichung  m*  —  5n*  <=-  1,  und  man  kann  setzen: 

mithin: 

^(f-\^0')  =  mF+5nG 

1.5'^^«=mö+    nF. 

656. 

Diese  Formeln  enthalten  unendlich  viele  Lösungen,  da  man  fQr 
k  eine  beliebige  ganze  Zahl  nehmen  kann;  diese  unendlich  vielen 
Losungen  können  aber  nur  fünf  verschiedene  Formen  annehmen. 

Welches  nämlich  auch  der  Exponent  h  sein  möge,  er  ist  immer 
von  einer  der  fünf  Formen:  öi,  5*  +  !;  5i  +  2.  Ich  bemerke  aber, 
dafs  der  unbestimmte  Teil  5i  weggelassen  werden  kann,  gleich  als 
ob  er  in  den  Ausdruck  von  r^  enthalten  wäre.     Denn  man  kann 

(/■ + i/ yö)  (9 + 4  V5)' = r + j?' Vö 

setzen  und  erhält  wiederum  r^^f^  —  5g'^,  so  dafs  man  in  den  Werten 
von  F  und  G  nur  f  und  g'  an  die  Stelle  von  f  und  g  zu  setzen 
braucht  Wir  haben  daher  nur  die  fünf  Werte  Ä  =  0,  +  1,  +  2  in 
Betracht  zu  ziehen,  und  diesen  entsprechen  folgende  Werte  von  m  und  n : 

m  =  l,  9,         161 

n  =  0,      +4,    +72. 

657. 
Wir  bemerken  ferner,  dafs  in  der  Gleichung 

2 

in  welcher  G  stets  durch  5  teilbar  ist,  das  Glied  nF  durch  5  nur 
dann  teilbar  sein  kann,  wenn  n  durch  5  teilbar  ist.  Denn  da  r  prim 
zu  5  ^  und  sein  Wert  /^  —  bg^  ist,  so  kann  f  und  somit  F  nicht  durch 

Legendro,  Zfthlenlheorio  II.  23 


i- .  5'<io  =  mG  +  nF,     • 
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5  teilbar  sein.  Mithin  kann  man  von  den  fOnf  Werten  von  n  nur 
den  Wert  n  =  0,  welcher  dem  Werte  m  =  l  entspricht,  benntsen. 
Hierdurch  ergiebt  sich  als  die  einzig  zulässige  Losung: 

1 .5'^  =  G  =  5g(r  +  lOrg'  +  5/^) 
oder: 

In  dieser  Gleichung  sind  die  beiden  Faktoren  der  rechten  Seite 
prim  zu  einander,  und  g  ist  als  gerade  Zahl  anzunehmen.  Denn  wäre 
g  ungerade,  so  müfste  f  gerade  sein,  und  die  rechte  Seite  unsrer 
Gleichung  würde  ungerade  sein,  während  die  linke  sich  durch  2^  teilen 
läTst,  weil  t  eine  gerade  Zahl  ist.  Es  folgt  hieraus,  dafs  die  vor- 
stehende Gleichung  in  zwei  andere  nur  in  folgender  Weise,  wobei 
t  =>  2ur   angenommen  ist,  zerlegt  werden  kann: 

g  =  5«2^M^« 
r  +  lOrsr«  +  5g'  -  r'^ 
In    der   zweiten  Gleichung   läfst   sich    die   linke  Seite  auf  die  Form 
(/^  +  bg^y  —  6(2g^y   bringen;   mithin   mufs   ihr  Teiler  r    von  der 
Form  jp*  —  02^  sein.     Dasselbe  ist  der  Fall  bei  r  ^,  und   man  kann 
demnach  setzen: 

r'^^p  —  6g\      also    r^^  =  F^  —  bG'\ 

wo  F'  und  G'  Funktionen  von  derselben  Art  wie  F  und  G  sini 
Man  erhält  daher  die  Gleichung: 

in  welcher  2g^  =  5^*2"m^  ist,  und  findet  dann,  wie  oben,  dafs  die 
einzig  zulässige  Lösung  die  folgende  ist: 

511 .  219 .  u^  =  ^'(p  +  lOrV'  +  5^'*)- 
Setzt  man  ferner  u  =  mV",  wo  r"  prim  zu  10m'  ist,  so  kann  diese 
Gleichung  nur  auf  folgende  Art  in  zwei  andere  zerfallen: 

^'  =  5".2^V*« 
/■'*  +  10  pg'^  +  5g*  =  r'^\ 

658. 

Wir  kommen  ^so  wieder  zu  Gleichungen,  welche  stets  dieselbe 
Form  besitzen,  und  deren  Anzahl  ins  Unendliche  vermehrt  werden  kann. 

Da  wir  nun  nach  einander  a;  =  —  5tr,  t  «=  2Mr  ,  u  =  «V", 
u'  =  ur"  u.  8.  w.  gesetzt  haben,  so  ergiebt  sich  hieraus: 

t  =:  2ur  ===  2m  r  r    =  2m  r  r  r    =  •  •  •, 
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so  dafs  also  die  Anzahl  der  Faktoren  r  in  dem  Ausdruck  von  t  be- 
ständig zunimmt.  Jeder  von  diesen  Faktoren,  welcher  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form  r^®"*  =  /^  +  10/^*9*  +  ^9^  bestimmt  wird, 

wo  f  und  g  beständig   wachsende   Zahlen  sind,   weil  g'  =  ^  (2^0^ 

r^  >  5g'^  ist,  ist  sicher  gröfser  als  1  und  kann  als  ganze  Zahl  nicht 
kleiner  als  2  sein.  Wenn  man  demnach  auch  annimmt,  'dafs  die 
Reihe  m,  m',  w",...  die  Einheit  zur  Grenze  habe,  so  wird  doch  der 
Wert  von  ^,  der  aus  unendlich  vielen  Faktoren  2,  /,  r",  /",..., 
welche  nicht  kleiner  als  2  sein  können,  zusammengesetzt  ist,  bald 
jede  gegebene  Grofse  übersteigen.  Dies  steht  aber  nicht  im  Einklang 
mit  der  Voraussetzung,  dafs  die  ursprünglichen  Werte  von  x,  y,  is  in 
endlichen  Zahlen  gegeben  seien.  Mithin  ist  die  gegebene  Gleichung 
in  dem  ersten  Falle,  wo  die  eine  der  Unbestimmten  gleichzeitig  durch 
2  und  durch  5  teilbar  sein  soll,  unmöglich. 

659. 
Zweiter  Fall:    x  ist  eine  ungerade  Zahl. 

Alsdann  ist  von  den  beiden  Unbestimmten  y  und  ss  die  eine 
gerade,  die  andere  ungerade,  und  die  zweite  der  Gleichungen  (a) 
läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 

Hieraus  sieht  man,  dafs  —  yis  stets  eine  ganze  Zahl  ist,  und  dafs 
y^  —  YV^  "i"  ^  durch  5  teilbar  sein  mufs.    In  der  That  hat  man: 

y*  -  4  y^ + -^^  =  (y  +  ^)' -  5  (I  y«) = ö^'^'-ö  (I J'^)  • 

Mithin  kann  die  vorige  Gleichung  folgendermafsen  geschrieben  werden  : 

und  da  die  ungerade  Zahl  r  ein  Teiler  einer  Zahl  von  der  Form 
if  —  ög*  ist,  in  welcher  p  und  q  prim  zu  einander  sind,  so  mufs 
sie  selbst  von  dieser  Form  sein.  Dasselbe  gilt  von  —  r,  da  bekannt- 
lich jede  Zahl  von  der  Form  p^  —  bq^  auch  zugleich  von  der  Form 
^a^  —  J2  jg|.^     jij^jj  kann  daher  —  r==/^  — 5gp^  annehmen,  und  setzt 

man  wie  oben  {f+g  }/5)^  =  F+  G  V^,  so  erhält  man  —  r^^F^—öG^ 
und  die  aufzulösende  Gleichung  wird: 

23* 
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Ist  wiederum  m  +  n  ]/5  =  (9  +  4  Y^Y,   so   erhält   man  die  allge- 
meine Lösung  dieser  Gleichung,  wenn  man 

I  y,  +  i(!lli|£±f!.  ^5  =  (F+ G  ys)  (m  +  «1/5) 

setzt    Hieraus  folgt: 

--■yz  c=  mF '{' önG 

yC»*  -  Y  »^  +  ^)  =»»G^  +  w-F. 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

-1  (y  ^.  ä)  « «=  (w  +  n) -F  +  (m  H- 5  n)  G 

oder: 

5U'^  —  (w  +  n)F  +  (m  +  5n)G. 

660. 

Da  G  stets  durch  5  teilbar  ist,  während  F  sich  nicht  durch  5 
teilen  läfst,  so  kann  diese  Gleichung  nur  bestehen,  wenn  m'\'n  durch 
5  teilbar  ist.  Aus  den  fQnf  oben  angegebenen  Werten  von  m  und  n 
findet  man  aber,  dafs  diese  Bedingung  nur  durch  m  =  9,  n  =  —  4 
erfüllt  werden  kann,  und  hieraus  folgt« 

5'<io  =  5-F-  11 G, 

oder,   wenn  man   durch  5  dividiert   und   die  Werte   von  F  und  G 
einsetzt: 

5«<w  =  f*(f-  llg)  +  lQf*g\bf-  llg)  +  b^{2bf-  Ug). 

Aus  dieser  Gleichung  erkennt  man,  dafs  f  —  g  durch  5  teilbar  sein 
mufs.     Ist  also  f  ^==  g  -{'  hj  Yfo  h  eine  durch  5  teilbare  Zahl  ist,  so 

hat  man  /*+ jf  Yb  =  ä  +  fl^  (l  +  Y^j  »o  dafs  man  direkt  setzen  kann: 
F+  G  >/5"=  [ä  +  9  (1  +  Yb)Y 

=  Ä»  +  bh^g  (1  + 1/5  )  +  20Äy  (3  +  }/5  ) 

+  80ÄV(2+l/5)+40Ä<^(7+3}/5)  +  16^(ll+5y5). 
Hieraus  ergeben  sich  die  besonderen  Werte  von  F  und  G\  da  wir 

aber  nur  die  Gröfse  F —  G  brauchen,   so   können  wir  in  dieser 

Gleichung g-  an  die  Stelle  von  Yb  setzen  und  erhalten  so: 

F^^G'^hQ^^  —  GJv'g  +  16ÄV  —  16Ä/  +  16^); 

folglich: 

ÖH''  =  hQi*  —  Q¥g  +  16ÄV  —  IGhg^  +  16^). 
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661. 

Man  weifs  bereits,  dafs  h  durch  5  leilbar  ist,  während  dies  bei 
g  nicht  der  Fall  ist.  Beachtet  man  femer,  dafs  h  ungerade  sein 
mufsy  und  dafs  somit  die  beiden  Faktoren  der  rechten  Seite  prim  zu 
einander  sind,  so  kann  man  dieser  Gleichung  nur  dadurch  genügen, 
dafs  man  sie  in  zwei  andere  zerlegt,  wie  folgt: 

h  —  5»m1« 

Ä*_  Gh^g  +  16AV  —  16hg^  +  16^  —  r^\ 

wobei  t  =  ur   angenommen  und  r   prim  zu  5u  ist 

Die  zweite  Gleichung  läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 

woraus  ersichtlich  ist,  dafs  r  von  der  Form  p^  —  5g*  sein  mufs. 
Dasselbe  gilt  von  r  *.  Man  kann  daher  r  *  =  f*  —  5g*  setzen,  woraus 
sich  r^^  =  F'*  —  5G'*  ergiebt,  und  der  vorstehenden  Gleichung  all- 
gemein genügen  durch: 

Ä*  —  Sgh  +  6g'  =  mF  +  hnG 
gh  —  2g*  =  nr  +  mG\ 

Hieraus  erhält  man  schliefslich  h*  oder 

5«M«o  =  (m  +  3n)r  +  (3m  +  5n)G\ 

Da  G',  aber  nicht  2^,  durch  5  teilbar  ist,  so  kann  diese  Gleichung 
nur  bestehen,  wenn  m  -f-  ^^  durch  5  teilbar  ist.  Die  einzigen  Werte 
von  m  und  n,  welche  genommen  werden  können,  sind  daher  m  «=  161, 
n  =  —  72,  und  hierdurch  ergiebt  sich,  wenn  man  durch  5  dividiert: 

5iiu^=J^G'  -  11  F' 

5  ' 

oder  wenn  man  die  Werte  von  F  und  G'  einsetzt: 

5"w«^  =  r{123g  —  Uf)  +  10pg\l23g'  -  550 

+  5g'*{mg'  -  275r). 

662. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  Sg'  —  f  durch  5  teilbar  ist.    Setzt 
man  also  /^  =  S^r'  —  Ä',  so  erhält  man: 

oder  wenn  man  entwickelt: 
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r-\-G'Vb A'ä  +  5h'* g  {3  +  )/5)  —  20Ä'V*  (7  +  3/5) 

+  80h'*gf  (9  +  4  j/ö)  -  iOh'g* (47  -|-  21  ]/5) 

+  le^r'»  (123  +  55 1/5). 

123 

Multipliciert  man  das  Ganze  mit  —  11  und  setzt  man 6~  ^"*   ^^^ 

Stelle  von  llj/ö,  so  ergiebt  sich  -^-G'  —  IIJ?"  oder: 

5ii«2o  ^  Ä'(iiÄ'*  —  42Ä'V  +  64A'V*  —  48AV''  +  16/*)- 
Da  nun  li   durch  5  teilbar,  dagegen  g   nicht  durch  5  teilbar  ist,    so 
kann  diese  Gleichung  nur  auf  folgende  Weise   in  zwei  andere    zer- 
fallen: 

IIA'*  —  42A'V  +  64A'V'  —  48Ä'(7'«  +  16^'*  =  r"*^ 
wobei  M  =  ur'  angenommen  und  r"  prim  zu  bu   ist 

Diese  letztere  Gleichung  läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 
4r"2o  =  (8^'«  -  12/Ä'  +  Vi^f  -  bh'\ 

aus  welcher  folgt,  dafs  r"  von  der  Form|)* —  b^  sein  mufs.  Dasselbe 
gilt  von  /'*.  Man  kann  daher  /'*=/"'*  —  ör/"^  setzen  und  erhält: 

r''^  =  2r"2  _  5  G^"2. 

Ist  jetzt  4  =  ft*  —  5i/*,  wo  ft  und  v  ungerade  Zahlen  sind,  so  kann 
man  setzen: 

8(/2  -  12^' Ä'  +  7Ä'«+  Ä'^  yi  =  (-F"  +  G"i/5)(^  +  v^ö), 
demnach: 

Da  jedoch  ä'  und  G"  durch  5  teilbar  sind,  während  F"  sich  nicht 
durch  5  teilen  läfst,  so  kann  diese  Gleichung  nur  dann  bestehen, 
wenn  v  durch  5  teilbar  ist.     Und  da  allgemein 

^  +  V  j/5  =  (3  +  |/5)(w  +  n}/5), 

also  ^  =  3m  +  5w,  i;  =  m  +  3n  ist,  so  kann  man  nur  die  Wei-te 
m  =  161,  n  =  —  72  brauchen,  woraus  sich  ft  ==  123,  v  =  —  55 
ergiebt.     Man  hat  daher: 

5^V*«=123G"  — 55-r'. 

663. 

Wir  kommen  also  wieder  auf  eine  Gleichung  zurück,  die  der 
bereits  betrachteten  Gleichung  b^^u"^  =  123G'  —  bbF  ähnlich  ist 
Daraus  folgt,  dafs  die  nämlichen  Transformationen   bis  ins  Unend- 
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liehe  fortgesetzt  werden  können.     Dies  würde  aber  voraussetzen,  dafe 
die   ursprünglichen  Werte  der  Unbestimmten  unendlich  grofs  seien. 
Denn   da   wir   nach    einander   a;  =  —  btr,    t  =  ur\    u  =  ur\ 
u   =  fi'V",  u.  s.  w.  gesetzt  haben,  so  wird: 

tz^ur^^urr   =urrr    =..., 

so  dafs  also  die  Anzahl  der  Faktoren  r  in  dem  Ausdrucke  von  t  be- 
standig zunimmt.  Diese  Faktoren  werden  bestimmt  durch  Gleichungen, 
^welche  sich  auf  eine  und  dieselbe  Form  bringen  lassen,  nämlich: 

r'w  =  r*  +  örÄ«  +  5h\    /'^  =  /*  +  5/*Ä'*  +  5Ä'*,  u.  s.  w. 

Femer  hat  man: 

Ä  =  5V^    Ä'  =  5"tt'^,     r  =  5"M"*",  U.8.W., 

so  dafs  die  Gröfsen  h,  h\  h'\ . . .  sehr  schnell  wachsen^  selbst  wenn 
man  annimmt,  dafs  die  Zahlen  u,  u,  u\  , . .  die  Einheit  zur  Grenze 
haben.  Mithin  können  die  Zahlen  r,  r,  r\,,.,  welche  stets  gröfser 
als  1  sind,  nicht  kleiner  als  2  sein,  und  es  wird  somit  der  Wert 
von  t  unendlich  grofs  werden.    Es  läfst  daher  die  Gleichung 

s^  +  y^  +  ^  =  0 

eine  Lösung  in  ganzen  Zahlen  nicht  zu*). 

§5. 

Einige  Sätsse  aus  der  Analysis  nebst  neuen  Formeln  für  die 

Winkelteilung. 

664. 

4 

Satz  1.  Ist  n  eine  beliebige  Primzahl  aufser  2  und  setzt 
man  o;*^  —  y^  =  (x  —  y)Pf  wo  P  das  Polynom  a;""^  +  J/^"""^ 
+  j/*a;"""'  +  •  •  •  +  y"""^  bedeutet,  so  kann  man  stets  der 
Gleichung 

4P=e*  +  niP 

Genüge  leisten,  wobei  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt, 
je  nachdem  n  von  der  Form  4m  -{-  3  oder  von  der  Form 
4m  +  1  ist 

Dieser  Satz  ist  schon  oben  in  No.  510  bewiesen  worden.  Wir 
haben  ferner  gezeigt,  wie  man  die  Werte  der  Funktionen  Q  und  R 


*)  Eioige  weitere  Untersuchungen  über  die  Gleichung  0  =  a;*  +  y"  +  ^*; 
in  welcher  n  eine  Primzahl  und  gröfser  als  5  ist,  kann  man  in  den  Abhand- 
lungen der  Akademie  vom  Jahre  1823  nachlesen.  Anm.  d.  Verf. 
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m  beiden  Fällen  bestimmt ,  und  obwohl  die  Formeln,  die  wir  im 
Sinne  haben^  für  y  =  1  gelten,  8o  können  sie  doch  leicht  auf  einen 
beliebigen  Wert  von  y  angewendet  werden ,  wenn  man  das  Gesetz 
der  Homogeneität  beachtet. 

665. 

Satz  2.     Ist  n  eine  Primzahl   von   der   Form  Afn-]-l,  and 

setzt  man:  (/•  +  ^r  |/w)"  «=  F  +  (?}/n,  ferner  F  =  fP,G  =  ngQ 
und  daher: 

so  behaupte  ich,  dafs  sich  die  Polynome  P  und  Q  allge> 
mein  auf  die  Form  X^  —  nY^  bringen  lassen.  Man  kann 
somit  setzen: 

wo  Af  Bj  G,  D  Polynome  2m*®"  Grades  in  f  und  g  sind,  deren 
Eoefficienten  ganze  Zahlen  sind. 
Setzt  man  nämlich: 

so  wird: 

P  +  9. 
Nach  dem  Satze  1.  läfst  sich  aber  die  Funktion  4P  auf  die  Form 
X*  —  nY^  bringen,  in  welcher  ist: 

I     j>i— ^2  +  \p^^-^q^  +  63I)«— V  +  •  •  •  1  4-  6  ««»^ 

Und  da  allgemein  pq  rational  ist,  ebenso  wie  p^  -{-  q^^  wo  i  eine 
beliebige  ganze  Zahl  ist,  so  folgt  daraus ,  dafs  sich  X  und  Y  aof 
Polynome  von  f  und  g  reducieren,  die  homogen  und  vom  Grade  2  m 
sind.  Werden  diese  Polynome  durch  2  geteilt,  so  stellen  sie  die 
Werte  von  A  und  B  in  der  Gleichung  P  =  Jl*  —  nP*  dar.   Zugleich 

sieht  man,  dafs  die  Funktion  P  aus  zwei  reellen  Faktoren  JL  +  P]/«! 

und  A  —  P  )/n  zusammengesetzt  ist,   die   keine  Irrationalität  weiter 

enthalten,  als  |/n. 
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Analog  hat  man: 


Setzt  man  aber: 
so  giebt  der  Satz  1. 

^        n 

.  ebenfalls: 

f  ' — 

p- 

■9" 
-4 

und  zwar 

ist: 

AH=4nQ-- 

=  X' 

» -  n  r*, 

(_p2»«-i 


+  «»(-1)3)'» 


+  &,«(— pg)". 


Diese  Werte  verwandeln  sich  ebenso  in  rationale  Polynome  von 
f  und  g.  Der  Gleichung  4nQ  ==  X'*  ^-  ny*  zufolge  mufs  aber  X' 
durch  n  teilbar  sein;  setzt  man  also  X'=nZ',  so  wird  AQ=nZ'* —  Y'*. 
Da  endlich  n  eine  Primzahl  von  der  Form  4m  -|- 1  ist,  so  läfst  sich 
die  Funktion  Q  immer  auf  die  Form  C*  —  nlß  bringen.  Man 
braucht  dazu  nur 

ZU  setzen,  wo  t  und  u  die  kleinsten  Zahlen  sind^  die  der  Gleichung 
t^  —  nti*  «=s  —  1  genügen. 

666. 

Satz  3.     Ist  n  eine  Primzahl   von   der  Form  4m  +  3  und 

setzt    man:    {f  +  gY—^''  ^  F  +  G  Y^^,     ferner    F^fP^ 
Q  =  ngQ  und  daher: 

p=/-,-i— !Kn^^,-,.„g,^  n(n-lKn-2)(n-8)  ^_,.^y  _... 

so   lassen   sich   die   Polynome   P  und   Q   in   zwei   rationale 
Faktoren  zerlegen,  so  dafs  man  erhält: 

wo  A,  By  C,  D  Polynome  von  /und  g  vom  Grade  — (w— 1)  sind. 
Ist  nämlich: 


p  =  f  +  gY^,   i=f-gV—n, 


so  erhält  man: 


1  +  232"»+^  — 
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Wegen  dieser  Form  kann  man  4P=  X*  +  nY^  setzen^   wenn  man 

l?*'"^  —  65,p2m-lg2  ^  fc3p2m-2^3 

j,g2m  ^  J^|,2g2m-1  _  J^p3g2m-2  _j 

annimmt.  Da  nun  die  Gröfsen  pq  und  p^  -|-  q'^  reell  und  ratioDa) 
sind,  so  ist  es  die  Gröfse  X  ebenfalls.  Was  den  Wert  von  Y  an- 
langt, so  ist  derselbe  gleich  dem  Produkte  von  p  —  q  und  dem 
Polynom : 

^2m— 1      ^2fn— l  ^2  »1—8      Jim— 9  *»2m-^ «2w— 5 

Der  Wert  desselben  ist,  wie  der  von  X,  reell  und  rational.  Wegeu 
P  —  ff  =  ^9V — **  h^t  ^^^  »Iso:  4P  ==  X*  —  4tn^g^Z^.  Mithin  ist 
P  gleich  dem  Produkte  aus  den  beiden  Polynomen  —  X  +  ngZ  und 

—  X  —  ngZ,    Die  letzteren  sind  die  Werte  von  Ä  und  Ä 


In  ähnlicher  Weise  hat  man: 


Q^l. 


P"-2" 


n       p-g 
Man  kann  daher  4nQ  =  X'^  -\-  n¥'^  setzen,  und  zwar  ist  dabei: 


■-{- 


2j2'»  +  l  —  ^gr«"»  —  a^p^q^rn^^  —  Og^'g»«-«  — 


Der  Wert  von   Y'  reduciert  sich   auf  eine  reelle  und  rationale 
Gröfse.     Was  den  Wert  der  Funktion  X'  angeht,    so  ist   derselbe 

gleich  dem  Produkt  aus  p  —  q  oder  2gy—n  und  dem  Polynom: 

p  —  q  I  -fa  p-q  I   •'«'  *  p_j 

dessen  Wert  reell  und  rational  ist  Mithin  hat  man  X'  =  2</Z'y— « 
und  iQ'=T*  —  4:ff*Z'\  Folglich  lä&t  sich  Q  in  die  beiden  ratio- 
nalen Faktoren  \T'-\-gZ'  und  y  Y'  —  gZ',  welches  die  Werte  ron 
C  und  2)  sind,  zerlegen. 
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667. 
So  zerlegt  sich  z.  B.  im  Falle  n  =  7  das  Polynom 

P  =  f  —  Sn^'fY  +  5n»/^(7*  —  nV 
iii  die   beiden  Faktoren: 

B=^f^-  npg  —  n^fg^  -  nV. 
lu   demselben  Falle  zerlegt  sich  das  Polynom: 

Q^f^-  bnfY  +  3n»/^(7'  -  nV 
in  die  beiden  Faktoren: 

C^r-npg  +  nf^  +  ng' 
D=r  +  nrg  +  nfg^  -  ng\ 
Ebenso  läfst  sich  im  Falle  n  =  11  yon  den  Polynomen: 

P  =  /^«  —   önYg^  +  30w^/^^  —  4t2n^fY  +  lön^''/  —  n^g'"" 
^  =  Z*^«  —  15 w  / V  +  42n2/^/  —  30wYV  +   5m*/^/  —  nY"" 
das  erste  in  die  beiden  Faktoren 

^  =  /^  -j.  3n/'*^  +  2n^Pg*  +  2n«/^Äf3  -  nY/  —  n«^'^ 
B  =  p  —  3nf*g  +  2n«f  ^  —  2  w«/^(f  —  wY^  +  wy , 
das  zweite  in  die  beiden  Faktoren 

C  =  /-ö  ^  nf^g  —  2wf  ^2  —  2 w«/^/  —  3«Yff *  ~  wV 
D^f  —  nf^g  —  2nff  +  2nW  —  3»Y'ä^*  +  w^^ 

zerlegen.  Übrigens  könnte  man  aus  der  Ähnlichkeit^  welche  zwischen 
den  Funktionen  P  und  Q  besteht,  leicht  die  Faktoren  von  Q  mit 
Hülfe  der  Faktoren  von  P  finden  und  umgekehrt.  Dazu  müfste  man 
ng  in  f  und  f  in  g  verwandeln. 

668. 

Diese  Sätze,  welche  sich  auf  die  n**°  Potenzen  von  /*+ jf  }^ 
beziehen^   lassen    sich    auch    auf    die   Potenzen   von   cos  q)  -|- 

y —  1  sin  g>  anwenden,  und  daraus  ergeben  sich  neue  Formeln  für 
dild  Teilung  der  Winkel.  Wir  werden  zeigen,  wie  man  direkt  zu 
diesen  gelangt 

Durch  Entwicklung  der  Gleichung 

(cos  9  +  j/—  1  sin  ^Y  =  cos  nq>  +  V —  1  sin  nq> 
erhält  man  unmittelbar  die  beiden  Formeln: 
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sinnop  ^     -  n(n  —  l)(n— 2)  «    ^       •    » 

•  Bin  9  ^  l'2-8  ^         ^ 

,    n(n— l)(n— 2)(n-3)(n~4)         ,     .       .    . 
cosno)  ,     ,  n(n  —  1)         ,    «       .    • 

C08  9  ^  1.2  TT  ^ 

,    ntn— l)(n  — 2)(n— 3)  ^    «        .    . 

Wenn  nun  n  irgend  eine  Primzahl  ist,  so  lassen  sich  die 
Polynome,  welche  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  bilden,  stets 
in  zwei  Faktoren  zerlegen,  deren  Eoefficienten  keine  andere  Irratio- 
nalität als  Yn  enthalten«    Und  da  diese  beiden  Formeln  aus  einander 

entstehen,  indem  man  einfach  -r-  —  9  an  die  Stelle  von  9  setzt,  so 

braucht  man  nur  zu  zeigen,  wie  die  Zerlegung  der  ersten  bewerk- 
stelligt wird.  Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir  jedoch  zwei  Fälle 
unterscheiden,  je  nachdem  die  Primzahl  n  von  der  Form  4m  -|-  1 
oder  von  der  Form  4m  +  3  ist. 

669. 
Erster  Fall:  n  »»  4m  -|-*  1- 
Wir   haben   gezeigt,  dafs   sich   fttr   die  Primzahlen  von  dieser 

Form  die  Funktion  X—  ^  "^  stets  auf  die  Form  -r(Y^  —  nZ') 
bringen  läfst,  welche  aus  zwei  reellen  Faktoren  -^  Y  '\-  -^  Z  Y  n 
und  -r-  Y —  --  ZyH  zusammengesetzt  ist    Dabei  ist: 


2  2 


+ö».^r 


Wir  haben  ferner  die  Hülfsmittel  angegeben,  vermöge  deren  man 
in  allen  Fällen  die  Eoefficienten  o^,  as,...aniy  h^,  i^j'"^  ^ 
stimmen  kann.. 

Ist  nun  X  =  cos  9  +  Y —  1  sin  9,  y  =  cos  g>  —  Y —  1  sin  y,  so 
hat  man: 


Y__  Xn  —  y^  8inn<p 


X  —  y  ßio  <p   ' 
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und  die  Werte  von  —  Y  und  —  Z  sind: 

ir=2cos2w9?+cos(2fw — 2)9?  +  a2Cos(2f»— 4)94-«3COs(2w— 6)9 


2 


+  '  •  •  +  V  ^ 


+  b^co3(2m^8)(p-\ f- Y^m. 

Setzt  man  also: 

mithin: 

^  =  2cos  2«i9?  +  (1  +  }/w)  cos(2m  — 2)9?  +  (%+*2  y^)  cos(2m— 4)9 

+  («3  +  &8l/n)cos(2w-6)()p  +  ...  +  y(a„  +  &^}/;i) 
B  =  2cos2wqp+  (l  — ^w)  cos  (2m —2)  9)4"  (0^2— ^aV'**)  cos  (2m— 4)  qp 

+  (03  — *3l^^)  cos(2m—  6)9?H 1-  y  («m  — 6m]/n), 

so  erhält  man  allgemein: 

srnqp  ^ 

so   dafs  A  und  £  die  beiden  Faktoren  sind^   deren   Produkt  gleich 
ist  dem  Polynom: 

,     ,            «(n--l)(«— 2)         .    ,       .0 
n  cos"~^g? ^        '\ — ^  cos"""'  w  siirw 

1  •  ^  *  o 

,    n(n— l)(n-2)(n— 3)(n— 4)        „   .       .   4 

Diese  Eigenschaft  ist  um  so  bemerkenswerter^  da  sie  nicht  statt- 
finden würde,  wenn  die  Zahl  n  von  der  Form  4m  +  1  keine  Prim- 
zahl wäre. 

Um    in    ähnlicher   Weise    den   Wert    von  —   zu   erhalten, 

brauchen  wir  nur  in  den  vorstehenden  Formeln  -r —  a?  an  die  Stelle 
von  (p  zu  setzen.     Ist  also: 

C=2cos2m9— (l  +  |/«)cos(2m— 2)9  +  (a2+62l/w)cos(2m— 4)9? 

—  {a^  +  hVn)cos{2m—6)g>+'''+\{a„,+brnynX—l)^ 

D^=2cos2tn(p — (l — }/w)cos(2m — 2)(p-{'{a^ — &2yw)cos(2m — 4)9 

—  (<%-63l^w)cos(2m— 6)9^+...+y(a^— 6m]/w)(-l)- 
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so  hat  man: 


cos  nq) 
cos  q> 


=^CD, 


so  dafs  also  C  und  D  die  beiden  Faktoren  sind,  deren  Prodakt  gleich 
ist  dem  Polynom: 

cos*    ^9?  —  - -- —  cos"    'qp  surtp 

,     n(n— l)(n  — 2)(«--3)         ^    .       .   . 
H ^^ ^J"  -    /^ ~  cos"~^9? sin*9 


670. 

Setzt  man  —. — ^  =  0  oder  -4B  =  0,  so  sind  die  Werte,  welche 

Bin  9  ' 

dieser  Gleichung  genügen,  allgemein  dargestellt  durch  tp  <=»  — ,  wo 

k  eine  beliebige,  durch  n  nicht  teilbare  ganze  Zahl  bedeutet  Denn 
für  diesen  Wert  wird  sin  n9=0,  ohne  dafs  zu  gleicher  Zeit  8ing)=0 
wäre.    Ist  cot  qp  =  ^,  so  geht  die  Gleichung  AB  =  0  über  in: 

1  •  2  *  O 

.  .    n(n~l)(n-2)(n-3)(n-4)         , 

*  1.2.3-4-6 

und  die  n  —  1  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind: 

^  =  +  (cot  — ,    cot  — ,     cot  — ,  •  •  •  cot 1 • 

—  \         n  fi  n  w/ 

Es  handelt  sich  jetzt  darum  zu  zeigen,  wie  sich  diese  n— 1  Wurzeln 
auf  die  beiden  Gleichungen  -4  =  0,  B  =  0  verteilen. 

Dazu  müssen  wir  zurückgehen  auf  den  Wert: 

AB  =  -^^  «  a;»-i  +  a;»-«y  +  x^-^y*  H f-  y—^ 

X  — "  y 

Nun  weifs  man  aber,  dafs  dieses  Polynom   vom  Grade  n  —  1 
oder  4m  das  Produkt  der  4m  Faktoren  ist: 

(x  —  ry)  {x  —  r^y)  (x  —  r^y)  •  •  •  (a;  —  r*«y), 

in   denen   man   r  =,  cos \-  V — 1  sin  —  setzen   kann,    und  be- 

zeichnet  man  mit  g  eine  der  primitiven  Wurzeln  von  n,  so  lassen 
sich  dieselben  Faktoren  in  der  folgenden  Reihenfolgo  schreiben: 
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X  —  y  (cos  -^  +  }/ — 1  sin  -*^  j 

^  ""  y  (cos  -^         +  ]/—  1  sin  ^^) 


«  -  y  l^cos  -^ h  y-^l  sin  -^ J. 

Aus  der  bereits  entwickelten  Theorie  ergiebt  sich  femer,  daXs  das 
Produkt  dieser  4m  Faktoren,  welches  durch  -t-(^  —  nZ^)  dar- 
gestellt wird,  in  zwei  Gruppen  von  je  2m  Faktoren  zerfallt,  von 
denen  die  eine  durch  die  Glieder  von  ungerader  Ordnung,  nämlich: 

x  —  y  (cos  -^  +  y=Tsin-^) 

x  —  y  (cos  -^^         -f  j/^sin-^^) 

/        2a*«  ,    ,/ — r  .     2p*Ä  \ 

x-y  (cos  -•—         +  ]/—  1  sin  -^ j 


COS  -^ h  y— 1  sin  -^^-jj j, 

die  andere  durch  die  Glieder  von  gerader  Ordnung,  nämlich: 
x^y  (cos  -^  +  )/^sin-^) 

X  —  y  (cos  — ^         +  y  —  1  Sin  — ^j 

-  y  (cos  -^—         +  y— 1  sm  -^) 


x 


-  y  (^cos  — ^ f-  y— 1  sm  -^^--^j j 


gebildet  wird.  Diese  Gruppen  von  2  m  Faktoren  sind  die  Werte  von 
A  und  B\  jedoch  kann  man  nur  in  besonderen  Fällen  entscheiden, 
welches  der  Wert  von  A  und  welches  der  von  B  ist. 


671. 


Ist  X  —  y(cos  2a  +  y— 1  sin  2a)  einer  der  einfachen  Faktoren, 
welche  in  der  den  Wert  von  A  darstellenden  Gruppe  enthalten  sind, 
so  kommt,  weil  nach  Weglassung  der  Vielfachen  von  n:  gf**"  =  —  1 


368  Sechster  Hauptteil. 

ist,  zu  jedem  Werte  von  2a  =  — ^— ,  worin  k  kleiner  als  2fii  ist, 

in  derselben  Gruppe  ein  Wert  — ^ =  —  2  a  vor,  so  da(s  man 

gleichzeitig  die  beiden  einfachen  Faktoren  hat: 

X  —  y  (cos  2a  +  Y — 1  sin  2a) 

X  —  y  (cos  2a  —  )/—  1  sin  2a). 
Aus  diesen  entsteht  der  reelle  Faktor  zweiten  Grades: 

^  +  y*  —  2a:y  cos  2a. 
Setzt  man  hierin  die  Werte 

X  s=  cos  tp  +  y — 1  sin  9,      y  =«  cos  tp  —  y — 1  sin  9 
ein,  so  geht  dieser  Faktor  über  in: 

2  cos  2tp  —  2  cos  2a. 

Macht  man  daher  2  cos  2q>  ^^  t^  so  wird  einer  der  beiden  Faktoren 
A  und  B  dargestellt  durch  das  Produkt  von  m  einfachen  Faktoren: 

(f_2co8-^)(<-2co8^)(<-2co8l^)...(<-2co8l^), 

und  der  andere  durch  das  Produkt: 

(<_2C08'-J?)(<-2C08^)(<-2C08^)...(<-2C08-?-^} 

Diese  Formen  stimmen  mit  den  oben  gefundenen  Werten  von  A  und  B 
vollkommen  überein;   denn  setzt  man  für  cos  49),  cos  69,  ...  ihre 

bekannten  Werte  als  Funktionen  von  cos  2qp  =  —^  ein,  so  reduciert 

sich  der  Wert  von  A  auf  die  Form: 

J.  =  ^"»  +  a^-i  -j-  /J^"»-«  -j , 

deren  Eoefficienten  keine  andere  Irrationalität  enthalten  als  /n. 
Ebenso  verhält  es  sich  mit  dem  Werte  von  B. 

Da  die  Gleichungen  J.  «=  0  und  B  ^=^0  lauter  reelle  Wurzeln 
haben,  welche  in  den  beiden  Reihen 

1  .       2«        2o*«       2o*«          20*"^*« 
--  ^  =  cos ,   COS  -^ —  ,   COS  — ^ —  ,  •  •  •  COS  —^ 

2  n  '       n  '       n  '  n 

1  .  2gx  2p'«       2a»«  20*"*""^« 

—  ^  =  COS  -^— ,  COS  — ^ — ,  COS  -^ —  ,  •  •  •  cos  — ^ = 

2  n  '       n  '       n  '  n 

enthalten  sind,  so  kennt  man  für  jede  Reihe  die  Summe  gleich  hoher 
Potenzen  der  verschiedenen  Glieder,  aus  denen  sie  besteht.  Diese 
Summe   wird   ausgedrückt   durch  die  Eoefficienten  der  zugehörigen 
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Gleichung  und  enthält  folglich  keine  andere  Irrationalität  als  Yn. 
Hierauf  beruhen  die  neuen  auf  die  Winkelteilung  bezüglichen  For- 
meln^ die  wir  in  der  Überschrift  dieses  Paragraphen  angekündigt  haben, 
und  die  unter  den  bekannten  Formeln  nicht  enthalten  sind. 

Ahnliche  Resultate  ergeben  sich  aus  den  Funktionen  C  und  D, 

deren  Produkt  gleich  ^  ist;  jedoch  sind  die  daraus  fOr  die  Tei- 
lung der  Winkel  entspringenden  Formeln  nicht  verschieden  von  denen^ 
welche  sich  aus  den  Funktionen  A  und  B  ergeben.  Wir  lassen  einige 
Anwendungen  dieser  Formeln  folgen. 

672. 
Erstes  BeispieL 
Ist  n  =  13;  so  hat  man  m  =  3.    In  diesem  Falle  geben  die  aus 
der  Tabelle  in  Artikel  512  entnommenen  Werte  von  Y  und  Z: 

«2  =  4,      03  =  —  !,      62  =  0,      63  =  11 
und  hieraus  entspringen  die  Werte:  ♦• 

A  =  2  cos  69  +  (1  +  |/i3)  cos  4.9?  +  4  cos  29  —  —  +  4-1/13 

i?  =  2  COS  69  +  (1  —  Vis)  cos  49  +  4  cos  29  —  4-  —  v  V'lS. 
Setzt  man  t  =  2  cos  29^  so  wird: 

Nimmt  man  sodann  die  primitive  Wurzel  g  ^=^2,  so  mufs  man 
setzen: 

A  ==  (^~2cos^)(<~2cos-l^)(^-2cosi|^) 

2?  =  (<  -  2cos-^)  (^- 2cos-^)  (<- 2cos-^); 

denn    alsdann    ist   das   letzte   Glied    des   ersten    Produkts,    nämlich 

—  2^  cos  —  cos cos , 

n  n  n    ' 

Q  «  

negativ,  es  kann  somit  dem  letzten  Gliede  von  A  nämlich  —  -^  ——YlS 

gleichgesetzt  werden.    Zugleich  ist  das  letzte  Glied  des  zweiten  Pro- 
dukts, nämlich 

—  2"*  cos  —  cos  —  cos  — , 

n  n  n    ' 

3  1      / — 

positiv  und  gleich  —  -^  +  y  r  13,  dem  letzten  Gliede  von  B. 

Itegendre,  Zahlentheoric  II.  24 
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Hieraus  erkennt  man  Folgendes: 

1)  Wenn  es  sich  darum  handelt,  den  Kreisumfang  in  13  gleiche 
Teile  zu  teilen,  so  kann  diese  Aufgabe  gelost  werden  entw^er  mit 
Hülfe  der  Gleichung: 

0  =  <»-y(l/i3 -!)<«-«- 1  +  1/13, 

deren  drei  Wurzeln  <  =  2  cos  -j^- ,   ^  =  —  2  cos  -^ ,   ^  =  2  cos  — 
sind,  oder  mit  Hülfe  der  Gleichung: 

0  =  <»  + I  (1/13  +  1  )<*-<- I  -  1 1/13 , 

_^_  ^9t  äff  Ti 

deren  Wurzeln  ^  =  2  cos  -r^ ,  ^  =  —  2  cos  -^ ,  ^  =  —  2cos  —  sind 

2)  Die  Wurzeln  dieser  Gleichungen  geben,  auf  die  Potenzen 
1,  2,  3  u.  s.  w.  erhoben,  die  Formeln: 

2«  6«      ,  6«  1   /-./Tö 


cos 


13 


o  2« 
COS 


+  cos«  4^  +  COS«  4:-  =  I  (11  -Vis) 


18      •  13      '  13  8 

u.  s.  w. 


49r 
^<^«    13 


COS* 


—  cos  -yf^  —  cos  -^  =  —  —  (yT3  +  l) 
^-S-+<^^«'4^+^^«'-^=       T  (11 +  1/13) 

4« 


13 


-  cos»  4f-  -  COS»  ^  =  _  I  (Vl3  +  1) 


u.  s.  w. 


673. 

Zweites  BeispieL 

Ist  »  =  17,  m  =  A,  so  geben  die  aus  der  Tabelle  in  Artikel  512 
entnommenen  Werte  von  Y  und  Z  für  diesen  Fall: 

aj==5>      as  =  '7>      04=^4,    ftj  —  l,      6s  =  l>      64  =  2 
und  hieraus  ergeben  sich  die  Werte: 

^  =  2  cos  89  +  (1  +  yri)  cos  69  +  (5  +  VTt)  cos  4?» 

+  (7  +  I/T7)  cos  29  +  2  +  Vl7 

B  =  2  cos  89  +  (1  —  VT7)  cos  69)  +  (5  —  l/T?)  cos  4f 

+  (7  -  vT7)  cos  29  +  2  —  yn, 
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mittelst  deren  man  erhält: 

sin  17  9>  SS  AB  sin  9. 

Setzt  man  2  cos  2 9) b=^;  so  gehen  die  Werte  von  A  und  B  über  in: 
^  =  «*+  Y  (1  +1/17)  <*  +  }  (1/17-3)  <«  +  (2  -  vTt)  *  -  1 

-B  =  <*+  Y  (1  ->^17)  ^  -  I  (1/17  +  3)  <«  +(2  +  vTt)  <  -  1. 

In  diesem  Falle  kann  man  ^  «»  3  setzen,  wodurch  sich  ergiebt: 
A  =  (^-2cos-^)(^-2cos-^)(^-2cos^-)(^-2co8  ^) 

JB=(^-2cos^)(^-2cos^)((--2cos-~)(^-2cos--^^^ 

Ist  X  die  Seite  des  regulären  Polygons  von  17  Seiten,  so  hat  man 

ic*  s=s  2  —  2  cos Mithin  bestimmt  sich  diese  Seite  aus  der  grofsten 

positiven  Wurzel  der  Gleichung  vierten  Grades  £"=^0.  Femer  weifs 
man  aus  der  oben  entwickelten  Theorie,  dafs  sich  diese  Gleichung 
in  zwei  Gleichungen  zweiten  Grades  zerlegen  läfst. 

Aus  den  Eoefficienten  der  Gleichungen  «^  >»  0,  B  <=^0  erhält 
man  f&r  ihre  Wurzeln  die  folgenden  Formeln: 

cos  -^  +  cos  -^  +  cos  ^7-  -  cos  "17-  =  :^  (k17  —  Ij 

cos*  4f '  +  cos*  >j;  +  cos*  '^|-  +  cos*  -^  =  1  (15  +  ]/i7) 

cos»  4f  +  cos«  4f  +  cos«  4f  -  cos«  ^  =  I  (Vr7  -  2) 

ff  2«  4«  89s  1 

cos  -7=-  cos  -^i;-  COS  -r=-  COS  — =-  ™  ^r^ 
17      17      17      17     16 


3» 
COS      ^^ 

,               5«      ,                7« 
+COS      ^^     +COS      „ 

-cos  -1«- ^  1  (yi7  +  1) 

0  Sir 

cos»  -^^- 

+  cos»  j^    +  cos»  j^ 

+  cos»  4f  =  1  (15  -  Kl7) 

0     33C 

cos»   j^ 

1                o     Ö9C         1                0     79t 

+  COS«  -^^    +  cos«  -y- 

-  «0«'  4f  =■  ¥  (Vi'  +  2) 

rna #»ns  p.ns 

6«            7«            1 
i»na ^  • 

17      17      17      17     16 


24' 
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674. 
Zweiter  Fall,    n  ==  4«i  +  3. 

In  diesem  Falle  nimmt  das  Polynom  X  «^ 


«"  — y* 


die  Form 


^  (F*  4"  w2'^)  an,  in  welcher  die  Funktionen  Y  und  Z  folgendermaßen 
dargestellt  werden  können: 

2a;»'n+i  -f-  x^^y  +  a^x^'^^^r^  +  «»^""V  H 


«,j2m— 1  —  agaj^y*'»— *  —  ... 


Z 


Ist  a:  =  cos(p  +  V^— 1  sin  (p,  y=:  cosfp  —  }/ —  1  sin  9,  so  hat  man: 


ii^ 


=  2  sin  (2w  +  1)  9  +  sin  (2m  —  1)  9?  +  ^  s"*  (2»w  —  3)9 

+  Oj,  sin  (2m  —  5)  y  +  * 
Z    =  cos  (2m  —  1)9P  +  fcjCos(2m  —  8)9) +  ^3  cos  (2m  — 5)9  + ••• 


1 


Ist  demnach: 

A=      2  sin  (2m  +  1)  9?  +  s^^  (2>»  —  0  9^  4"  ^2  sin  (2w  —  8)9) 

+  03sin(2m  —  0)9) -j — 
+  yw[cos(2m  — l)9)+62COs(2m  — 3)9>4-^dCos(2m  — 5)9»+  • 
B  =  —  2  sin  (2m  +  1)  9P  —  sin  (2m  —  1)9?  —  a^  sin  (2m  —  3j  9) 

—  Og  sin  (2m  —  5)  qp  —  •  •  • 
+  }/nfcos(2m — l)9)4-''j{Cos(2??«  —  3)9)4-?>;iCos(2m  — 5)9>H — J? 
so  hat  man  allgemein: 


smncp 
sin  9 


=  AB. 


Setzt  man  -^ —  g>  an  die  Stelle  von  q>,  so  erhält  man  ein  «weites 
System  von  Formeln,  nämlich: 
C  =      2  cos  (2m  +  0  y  —  cos  (2m  —  1)  9)  +  cr^  cos  (2m  —  8)9 

—  OgCos  (2m  —  5)(p-\-'" 

+  }/«fsin(2m. — 1)9?  —  6jjsin(2m  — 3)9?  +  &3sin(2m  — 5)9 ] 
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D  =  —  2  COS  (2  m  +  1)  9?  +  COS  (2n»  —  1)  9  —  o^  cos  {2  m  —  3)  9? 

+  «3  cos  (2m  —  S)(p 

+  V'w[sin(2m  —  1)  9  — 6^  sin  (2m  —  3)9-j-^3siD(2m  — 5)qp ] 

cos  n  q>  ^  j-v 

cos  9     "" 

um  nun  für  die  beiden  Faktoren  von  X  =  — ; — ^  einen  andern 

sin  9 

Ausdruck  zu  finden,  bezeichnen  wir  wieder  mit  g  eine  primitive 
Wurzel  von  w.  Ist  ferner  r*  irgend  eine  imaginäre  Wurzel  der  Glei- 
chung r»  —  1=0,  so  dafs  r*  =  cos 1-  Y —  1  sin ist,  wo 

h  eines  der  Glieder  .^er  Reihe  1,  //,  jf*,  g^,  ...  ^"»+1  ist,  so  ist  die 
Funktion  X  gleich  dem  Produkte  aller  Faktoren  x  —  yr*,  in  denen 
man  k  der  Reihe  nach  die  n  —  1  vorher  genannten  Werte,  welche 
in  einer  andern  Reihenfolge  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  1,  2, 
3j  . . .  n  —  l  darstellen,  giebt. 
Setzt  man  hierauf  die  Werte 


X  =  cos  (p  +  y — 1  sin  (p,    y  =  cos  tp  —  )/—  1  sin  (p 
ein,  so  geht  der  Faktor  x  —  f*y,  in  welchem 

r*  =  cos 1-  Y —  1  sin 


n       '    ^  n 


ist,  über  in  (l  —  r*)  (cos 9)  —  sintp  cot j  oder,  wenn  man  cot  9?  =  w 

setzt,  in: 

(1  —  r*)  sin  9?  In  —  cot j  • 

Nehmen  wir  der  Reihe  nach  für  k  die  2m  +  1  Werte  1,  g^y 
(fy  . . .  ^"*,  und  bezeichnen  wir  das  Produkt  aller  Eoefficienten  1  —  r* 
mit  a,  so  erhalten  wir  für  den  einen  der  beiden  Faktoren  von  X  den 
Ausdruck: 

P=a(sin9?)*"»+*(tt— cot  ^j  (ti—cot  — — j  ^u— cot^^j  •  •  •  f  w— cot  ^^^—\ 

Giebt  man  ebenso  h  der  Reihe  nach  die  Werte  g,  g^,  g^,  ...  <^"*+*, 
und  nennt  man  /3  das  Produkt  der  Eoefficienten  1  —  r*,  so  erhält 
man  für  den  andern  Faktor  von  X  den  Ausdruck: 

(;>=jS(sin9^)«"»+»(tt-cot'^)  (fi-cot^^-)(ti-^cot"^')  •  -  •  (w-cot^^^^), 

und  da  nach  Weglassung  der  Vielfachen  von  n  in  den  Werten  ^,  ^*, 
/^,  . . ,  der  Wert  von  (7*"»+*  =  —  1  wird  und  somit 
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ist,  so  folgt  daraus y  dafs  der  Wert  von  Q  auch  folgendermailBeii  dar- 
gestellt werden  kann: 

d.  h.  die  Wurzeln  der  Gleichung  Q^==0  sind  nur  durch  das  Voneichen 
von  den  Wurzeln  der  Gleichung  Pe^O  verschieden,  oder  eine  dieser 
Gleichungen  entsteht  aus  der  andern  durch  blofse  Andenmg  des 
Zeichens  von  u. 

Dies  sind  die  beiden  Faktoren,  deren  Produkt  PQ  ==  X  ist.    Da 

im  Falle  9  =»  0,   wodurch  sich  a?  =  1   und  y  =  1   ergiebt,  X  =  « 

1 

sein  mufs,  so  hat  man  a/3  •»  n  und  kann  daher  a  =  ß  =  n^  setzeo. 
Dies  konnte  man  auch  aus  den  Werten  von  Ä  und  B  ableiten.   Demi 

setzt  man  9?==0,  so  wird  A=^  B  =  -^Z^Yn^  wo  Z®  der  Wert  von 

Z  für  den  Fall  9)  «»  0  ist.  In  demselben  Falle  ist  aber  X  =  n, 
r==0  und  die  Gleichung  4X=  Y^  +  nZ*  giebt  Z^  =  2,  mithin 

A^B  ^Yn. 

675. 

Die  für  P  und  Q  gefundenen  Werte  stellen  die  Werte  der  Funk- 
tionen A  und  B  dar,  die  wir  in  linearer  Weise  durch  die  Sinus  und 
Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  des  Winkels  9  dargestellt  haben. 
Jedoch  kann  man  nur  in  speciellen  Fällen  entscheiden,  welcher  von 
diesen  beiden  Werten  für  A  und  welcher  für  B  genommen  werden 
mufs.  Dies  ist  stets  leicht,  wenn  man  denjenigen  der  Werte  von  Ä 
und  B  gleich  P  setzt,  dessen  letztes  Glied  dasselbe  Vorzeichen  wie 

—  cot  —  cot  — ^-  •  •  •  cot  — - — 
n  n  n 

hat. 

Es  sei  allgemein: 

(«  +  V-  1)"  =  Fia)  +  Y^  G{a), 
also: 

XV  \  n         a(a~-\)    ^    ,    ,     a(a— l)(a  — 2)(a  — 3)     ^     - 

1  .  £ . o  1.2.0.4.5 

Bestimmt   man   mittelst   der  Funktionen  F(a)    und  G{a)   neue 
Funktionen  U  und  V  durch  die  Gleichungen: 
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U={u^  +  1)  F(2m  -l)  +  h  («*  +  1)*  F(2m  -  3) 

+  &3(w»+  iyF(2m  —  5)  H 

F  — 2ö(2w+l)+(tt«+l)G(2w~l)+a8(ti*+l)*ß(2w  — 3)  +  ..., 

wo  die  erste  eine  ungerade  Funktion  von  u  vom  Grade  -r-(** —  0 

oder  2in  +  1  mit  dem  ersten  Gliede  tt*™+^,  die  zweite  eine  gerade 
Funktion  vom  Grade  2m  ist^  so  hat  man  die  Werte: 

B  =  sin^^-^^  ip{Uyn—  F). 

Nach  Artikel  669  ist  aber  der  Wert  von  AB  gleich  dem  Pro- 
dukte aus  sin*""*9>  oder  sin*"*+*9  und  dem  Polynom: 

^y/  \  -     1       n(fir-l)(n— 2)    .   -    ,   n(n— l)(n— 2)(n— 3)(n— 4)    ,_k 

Mithin  läfst  sich  dieses  Polynom  in  u  vom  Grade  n  —  1  allgemein  in 

zwei  Faktoren  UYn -}-  V,  üYn  —  V  zerlegen,  von  denen  der  eine 
durch  das  Produkt: 

n^\u  —  cot  — j  \u  —  cot  -^j  \u  —  cot  ~^  )  "  '  (<♦  —  cot  — — )  > 
der  andere  durch  das  Produkt: 

n^ lu  +  cot  — j  \u  +  cot  ^^J  \u  -f  cot  -^ j  •    •  ( w  +  cot  ^^—  j 

dargestellt  wird. 

Will  man  den  Ereisumfang  in  n  Teile  teilen,  so  hat  man  die 

Gleichung  2m  +  1*"  Grades  UYn  +  V=  0  aufzulösen,  deren  Wur- 
zeln, falls  man  das  doppelte  Zeichen  passend  bestimmt,  dargestellt 
werden  durch: 

u  =  cot  — ,       cot  — ^ ,       cot  — ^ ,  ...  cot  — 

Dieselbe  Aufgabe  konnte  man  direkt  mittelst  der  Gleichung  6r(n)^aO 
lösen,  welche,  wenn  u^  »=  t;  gesetzt  wird,  übergeht  in: 

A^^^8m+i        ^(^-0(^-g)^j2m    .    ^(n-l)(n-2)(n- 8)(n^4)   .^_, 

1.2.3  ^~  1.2.3.4.6 

Diese  ist  also  ebenfalls  vom  Grade  2  m -|-  1;  indessen  ist  die  Glei- 
chung in  u  einfacher,  und  ihre  Wurzeln,  die  von  vornherein  bekannt 
sind,  ergeben  neue  Eigenschaften,  wie  man  bei  den  folgenden  Bei- 
spielen sehen  wird. 
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676. 

Erstes  Beispiel. 

Ist  n  =  7  oder  m  «=  1^  so  erhält  man  aus  der  Tabelle  in  No.512: 

«2  =  0,      6,  =  0, 
also: 

sin  79?  =»  AB  sin  9? 

^  =  n*  cos  g?  -J-  2  sin  39  +  sin  9 

5  =  n*  cos  9  —  2  sin  89  —  sin  q>. 

Setzt  man  sodann  cot  9  =»  u,  so  wird: 

U^(u^+  1)  2^(1)  =  M»  +  tt  . 

F=  2G(3)  +  (li«  +  1)6?(1)  =  7u*—  1 

^  =  sinXM»ü'+  F) 

5  =  sinXn8[7-  F), 
mithin : 

sin  7?)  =  siu>  (n*  U  +  F)  (n^  CT  -  F). 

Man  hat  aber  auch  direkt: 

sin  79  e=  sin'  g>  G(n), 
wenn  man  mit  G{n)  das  Polynom  bezeichnet: 

nw*  —  5nw*  +  3nu*  —  1. 
Mithin  ist  dieses  Polynom  das  Produkt  der  beiden  Faktoren: 

n^  U  +  V=^n^u^  +  nu^  +  n^w  —  1 

JL  JL  ^ 

n^U—  F==n2w'*- nu*  +  n«w+  1. 

Dies  läfst  sich  leicht  bestätigen. 

In  diesem  Falle  kann  man  g  =  3  setzen,  wodurch  sich  ergiebt: 

.    (7*«  ,    2«  ,    q*n  .An  .3« 

cot  ~ —  =  cot  —  ,        cot  =  cot         =  —  cot 

n  ,n    '  n  n  n 

Wie  leicht  zu  sehen,  hat  man  also  die  beiden  Gleichungen: 
n^u^  —  nii^ -{-n^u  +  1  =w^(m  —  cot  ~)(w  —  cot  — -)(w  +  ^^' V' 

n^u^  +  nu^  +  n^M  —  1  «=  n^(«  +  cot  — )(«  +  cot  — ^)(w  —  cot  — ) 
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Dieselben   entstehen  aus   einander,   indem   man  einfach   das  Zeichen 
von  u  ändert. 

Die  Teilung  des  Ereisumfauges  in  7  gleiche  Teile  geschieht  also 
mit  Hülfe  der  Gleichung  dritten  Grades: 

deren  Wurzeln  «  =  cot  -«  ,  w  =  cot  -^,  t«  =  —  cot  -=-  sind.    Hier- 

7  '  7   '  .7 

aus  ergeben  sich  die  folgenden  Eigenschaften: 

cot  -=-  +  cot  -= cot  -=-  =  7  ^ 

7      '  7  7 


cot-  %  4"  tot^  -t; h  cot*  -z-  =^  5 

7      '  7        '  7 

,   n       ,2«        .3«         „     a 
cot  -^  cot  -z-  cot  -;r-  =  7 

7  7  7 

Dies  läfst  sich  leicht  mittelst  der  Trigonometrie  bestätigen. 

677. 

Zweites  Beispiel. 

Ist  n=ll  oder  m=2,  so  erhält  man  aus  der  Tabelle  in  No. 512: 

Oa  =  —  2,      62  =  0, 
also: 

U=(u^+  1)  F(S)  =  w^  -  2u^  -  3ti 

F=2(?(5)  +  (ii«+l)G(3)-2(w«+l)*G(l)  =  nw^  — 2nfi*^-l 

sin  ll9  =  sin'>(f/l/n+ 7)(t7y«  -  F). 

Es  ist  aber  auch: 

sin  llfp  =  sin*^9) .  G(n)y 

wenn  man  mit  G(w)  das  Polynom 

nt«^«  -  lönw»  +  42ww«  -  SOnw*  +  5na^  —  1 

bezeichnet.    Mithin  ist  dieses  Polynom  das  Produkt  der  beiden  Fak- 
toren: • 

1  j_  1 

M=  n^  u^  +  w***  —  ^^*^  "^  —  2wtt^  —  3n^  «e  —  1 

i.  i  * 

JV  =  n^u^  —  nu^  -  2n2V  +  ^nu^  —  3n«  m  +  1, 

woraus  sich  sin  11^  =  sin"  9  MN  ergiebt. 

In  diesem  Falle  kann  man  die  primitive  Wurzel  g=^2  nehmen,  da 
dieser  Wert  g^-\-l=Wt{ll)  giebt.  Mithin  hat  die  eine  der  Gleichungen 
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Jlf  =  0,    ^  =  0    die    fünf  Wurzeln  i«  =  cot  -  ,    cot  — ,  cot  — , 

cot  — ,  cot — ,  von  denen  vier  positiv  sind  und  eine  negativ.  Nun 

zeigt  aber  die  Aufeinanderfolge  der  Zeichen  in  der  Gleichung  ür=0 
an^  dafs  sich  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  auf  diese  Gleichung 
bezieht.    Mithin  hat  man  allgemein: 

jV=w*(m  ~  cot— j(tt  -—  cot- -j(tt  —  cot— )(tt  +  COt  —  Utt  — cot~| 

M^ « *  f M  +  cot  ^-]  f M  -[-  cot  —  j  \u  +  cot   -J  ( tt  —  cot  — j f tt  +  cot  —  j • 

Um  daher  den  Kreisumfang  in  11  gleiche  Teile  zu  teilen^  hat  man 
die  Gleichung  aufzulösen: 

JL  i-  i. 

0  =  n« u^  -  «u*  —  2n«  w»  +  2nu^  —  3n«  u  +  1, 

deren  Wurzeln  u  =  cot  — ,  t«  =  cot ,  u  =»  cot ,  a  =  cot  — , 

u  =  —  cot  —  sind.  Hieraus  ergeben  sich  die  folgenden  Eigenschaften: 

i 

cot    yr-   +   cot    -j^   +   COt    -jr-   +   COt    -j^ COt    -r^  «=  11* 

cot«  -^  +  cot«  4f  +  ^^*'  TT  +  *^^*'  Tf  +  ^^**  -TT  =  ^^ 
cot»  ^  +  cot^  ^  +  cot»  4f  +  cot»  4f  -  cot»  4f  -=  H^ 


cot*  ^  +  cot*  ^  +  cot*  -^  +  cot*  -^  +  cot*  -^  =  141 


1 


cot  —  cot  -TT-  cot  -rr-  COt  -jj-  COt  — -  =  11 

Übrigens  würde  man  die  Summe  der  geraden  Potenzen  einfacher  aus 
der  Gleichung  6r(n)  =  0  erhalten ,  welche  in  diesem  Falle  lautet: 

Dieselbe  giebt  unmittelbar: 

Im«  =  15,    Im*  =  141,    Im«  =  1575,  u.  s.  w. 

67.8, 

Drittes  Beispiel. 
Ist  n=19  oder  tiiB»4,  so  erhält  man  aus  der  Tabelle  inNo.512: 
Og  =  —  4,    Oj  =  3,    a^  =  5;    62  =  0,    ftj  =  —  1,    6^  «=  1. 
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Mithin: 

A  «=  |/n  [cos  lq>  —  cos  Sy  +  cos  9] 

+  2  sin  9^)  +  sin  lq>  —  4  sin  69  +  3  sin  39  +  5  sin  (p 

B  =  |/n  [cos  Itp  —  cos  89  +  cosy] 

—  2  sin  99  —  sin  79  +  4  sin  69  —  3  sin  39  —  5  sin  9 
sin  n9  »>  AB  sin  9. 

Mat  hat  aber  auch  unter  anderer  Form: 

sin  nq>  =  sin«9  (UYn  +  F)  (?7Vn  —  F) 

tr  =  (m^  +  1)F(7)  —  (m«  +  1)»F(3)  +  (m*  +  ly  J^(l) 
F==  2(?(9)  +  (ti*  +  1)G(7)  -  4(ti*+  1)^(?(5)  +  3(w*+  1)»G(3) 

+  5(u«+l)*G(l), 
oder  wenn  man  ftir  die  F  und  6  ihre  Werte  setzt: 

?7  =  m"  —  16u'  +  26«*  +  40m»  -  3« 
K=  n««  —  8nM«  +  ISntt*  —  1. 

Man  kennt  daher  die  beiden  Faktoren  UYn  +  F,  UYn  —  V,  deren 

■ 

Produkt  gleich  —, — ^  oder  gleich  der  Punktion 

®  (sin  9)"  ^ 

G{n)  =  ww*8  -  Sinti*«  +  612nu**  —  2652nu*2  +  4862wm'« 

-  3978«u»  4-  1428nt4«  —  204nf«*  +  9nw»  -  1 

ist^   als  Funktionen  von  u.    In  diesem  Falle  kann  man  ^  =»  2  an- 

nehmeUy  wodurch  sich  die  neun  Wurzeln  der  Gleichung  0=  Z7|/n  +  V 
ergeben,  nämlich: 

.   n  ,    4«  ,    hn  ,6«  .7«  .9« 

u  =  cot  — ,  cot — ,  cot — ,  cot — ,  cot — ,  cot , 

«'  n'  n'  n'  n^  n' 

.2»  .3«  .    8ä 

—  cot  — ,    —  cot  — ,    —  cot • 

Von  diesen  sind  sechs  positiv  und  drei  negativ.    Aus  diesem  Grunde 
mufs  das  letzte  Glied  der  Gleichung  positiv  sein;  diese  Gleichung  ist 

daher  UYn  —  F=  0  oder: 

0  =  n« (t*^  -  16n'  +  26ti^  +  40w»  —  3w)  -  n (w»  -  8w«  +  18m*)  +  1. 

Die  rechte  Seite  ist  das  Produkt  aus  n^  und  den  neun  Faktoren: 
\u  —  cot  — j  \u  —  cot  — )  [u  —  cot  -  -j  \ti  —  cot  — j  \u  —  cot  —  j  X 

\u  —  cot  — j  (m  +  cot  — j  (ti  +  cot  —  j  ( w  +  cot   ~ )  • 
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Diese  Gleichung  9*^  Grades  hätte  man  also  unmittelbar  aufzalosen, 
wenn  mau  den  Kreisumfang  in  19  gleiche  Teile  teilen  wollte.  Wir 
haben  aber  oben  die  Hülfsmittel  kennen  gelernt,  um  die  Aufgabe  aaf 
die  Auflosung  zweier  Gleichungen  dritten  Grades  zu  reducieren. 
Übrigens  ergiebt  diese  Gleichung  zwischen  ihren  Wurzeln  analoge 
Beziehungen  wie  diejenigen ,  die  wir  bei  den  andern  Beispielen  ge- 
habt haben;  indessen  werden  dieselben  immer  weniger  interessant 
je  gröfser  die  Zahl  n  wird. 

Die  Eigenschaften  der  Funktion,  welche  gleich  — ; — —  ist,  haben 

wir   hinreichend   entwickelt;   wir  könnten  in  ähnlicher  Weise  auch 

die  Eigenschaften  der  Funktion,  welche  gleich ^  ist,  entwickeln. 

Da  jedoch  letztere  aus  der  ersteren  hervorgeht,  indem  man  einfach 

-r 9  an  die  Stelle  von  9  setzt,  so  haben  wir  es  nicht  far  notig 

gehalten,  auf  die  neuen  hierauf  bezüglichen  Einzelheiten  noch  genauer 
einzugehen. 


§  6. 

Neuer  Beweis  des  Reciprocitätsgesetzes,  welches  zwischen  zwei 

PrimzaUen  besteht. 

679. 

Ist  p  oder  2m +1  eine  beliebige  Primzahl  aufser  2,  und  j  eine 
von  den  zu  dieser  Zahl  gehörigen  primitiven  Wurzeln,  so  dafs 

r  + 1  =  SRO)) 

ist,  so  können,  wie  wir  in  Artikel  509  gesehen  haben,  die  2m  Wur- 

zeln  der  Gleichung  X  =  0,  wo  X  = r-  ist,  dargestellt  werden 

durch  die  Reihe: 

(1),     (5),     {9"),    (^),  • . .  (i/"»-*). 
In  derselben  ist  jedes  Glied  (a)  der  Ausdruck  von  r^,  wo  r  eine  be- 
liebige imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  x^  —  1=0  ist, 

Ist  y  die  Summe  der  Glieder  von  ungerader  Ordnung  und  $  die 
Summe  der  Glieder  von  gerader  Ordnung,  so  dafs  man  hat: 

y  =  (1)  +  (/)  +  (<9')  +  {9^  +  --+  (g""-') 

'"=i9)  +  {9')  +  W  +  (9'^  +  '--  +  (f''-'), 
SO   haben  wir  in  dem  angeführten  Artikel  zur  Bestimmung  von  y 
und  z  zwei  Formeln  gefunden,  von  denen  die  eine  voraussetzt,  dafs 
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p  von  der  Form  4i  +  1  sei,  die  andere,  dafs  p  die  Form  4t  +  3 
habe.  Diese  beiden  Formeln  kann  man  leicht  auf  die  beiden  Fälle 
anwenden,  wenn  man  ihnen  die"  folgende  Form  giebt: 


y \-±Vp{-^)'' 


^^-I  +  KpC-i)"* 


Das  hierin  vorkommende  Doppelzeichen  hängt  yon  der  Wurzel  r  ab, 
die  aus  sämtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  X  «=  0  beliebig  gewählt 
werden  kann.  Indessen  hat  diese  Zweideutigkeit  keinen  Einflufs  auf 
das  zu  entwickelnde  Resultat. 

Nennen  wir  P  die  DiflFerenz  y  —  Zj  welche  folgendermafsen  aus- 
gedrückt wird: 

SO  erhalten  wir: 


F=±Vp{-\^^' 


) 


080. 


Es  sei  jetzt  q  eine  beliebige,  von  p  verschiedene  Primzahl,  und 
es  werde  angenommen,  dafs  man  das  Polynom  P  auf  die  g^  Potenz 
erheben  wolle.  Diese  Potenz  enthält  dann  zunächst  die  g^^  Potenzen 
der  verschiedenen  einzeln  genommenen  Glieder  des  Polynoms  P,  und 
da  die  g^  Potenz  des  Gliedes  (a)  oder  t^  gleich  r^"  oder  {qa)  ist, 
so  erhält  man  einen  ersten  Teil: 

«  =  («)-  iio)  +  iag')  -  {qs^) -\- •  •  •  +  (qs/""*)  -  (qy'"-'). 

Der  andere  Teil  enthält  sodann  eine  grofse  Ä^nzahl  von  Teilprodukteu, 
welche  alle  von  der  Form  qAr'  sind,  wobei  Ä  eine  ganze  Zahl  und 
X  ein  ebenfalls  ganzzahliger  Exponent  ist,  der  wegen  rP=  l  stets 
kleiner  als  p  angenommen  werden  kann. 

Bezeichnen  wir  mit  Z(j-4r*)  die  Summe  aller  dieser  sowohl  po- 
sitiven wie  negativen  Glieder,  so  haben  wir  die  Gleichung: 

P9^Q  +  Z(qAr'). 
Wie   beschaffen  nun  auch  die  von  p  verschiedene  Primzahl  q  sein 
möge,  man  hat  notwendig  entweder  (-)=*=  1  oder  (— j  =  —  1.    Im 

ersten  Falle  wird  q  ein  quadratisoher  Rest  von  p  genannt  und  es 
kann  q^^^g^"  gesetzt   werden.     Im  zweiten  Falle  würde  q  ein  qua- 
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dratiBOher  Kiohtrest  von  p  sein  und  man  hätte  9  ='^"~^,  Werte, 
die  richtig  sind  bis  auf  Vielfache  von  jp« 

681. 

1)  Ist  i—j  =  1   oder  q  «=  jf*",  wo  der  Exponent  2n  stets  eine 
der  Zahlen  der  Reihe  0,  2,  4,  6,  . . .  2m  —  2  ist,  so  hat  man: 

Q  -  (f^»-)  -  (5»-+0  +  (5*"+*) (<^"-')" 

+  (1)  -  (^)  +  (i/*) (^-0. 

Diese  Gröfse,  deren  Glieder  eine  in  sich  zurückkehrende  Reihe  bilden, 
und  in  der  man  also  (1)  zum  ersten  Gliede  machen  kann,  reduciert 
sich  auf: 

(1)  -{g)  +  {g^) (/»-i), 

so  dafs  sich  ergiebt: 

2)  Ist  (— j  =  —  1  oder  q  =  ^"~*,  so  wird: 

-  (1)  +  {.9)-  (i>*)  +  •  •  •  -  (/-*), 
mithin: 

«=-p. 

Man  erhält  daher  in  beiden  Fällen: 

e  -  (f )  '■' 

und  hieraus  folgt  die  allgemeine  Gleichung: 
oder: 

p.-._(i.)_,.i(^/). 

Substituiert  man  auf  der  linken  Seite  den  Wert  von  P,  so  reduciert 
sie  sich  auf: 

jp «  .(_i) » •  «  _(j), 

eine  Gröfse,  die  stets  gleich  einer  ganzen  Zahl  ist    Was  die  rechte 

Seite  q  — p~  anlangt,  so  mufs  sich  dieselbe  ebenfalls  auf  eine 
ganze  Zahl  reducieren;  und  da  die  irrationale  Grofse 

P  =  +Kp-(-i)"^~ 
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nicht  durch  q  teilbar  ist,  so  mufs  sich  — ^-^  allgemein  in  eine 
ganze  Zahl  Ä'  verwandeln,  so  dafs  man  erhält: 

P  *      (-1)  "        »    -(fj-^qÄ'. 
Unterdrückt   man   beiderseits   die  Vielfachen   von   q,   wodurch   sich 

p   ^     auf  den  Ausdruck  l—j  reduciert,  so  erhält  man  schliefslich  die 
Gleichung: 

(f)(-»'^''^"'-(j), 

in    welcher  das  Reciprocitätsgesetz  zwischen  den  beiden  Primzahlen 
p  und  q  besteht. 


Anhang. 


Erster  Abschnitt. 

Neue  Methoden  znr  nähemngsweisen  Auflösung  der  numerisclien 

Gleichungen. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe  zu  zeigen  ^  wie  man  mit  beliebigem 
Grade  der  Annäherung  die  reellen  Wurzeln  einer  gegebenen  Glei- 
chung finden  kann,  ohne  dafs  man  vorher  eine  Kenntnis  von  der 
Grofse  oder  Anzahl  dieser  Wurzeln  hat.  Die  Methoden^  die  wir  zu 
diesem  Zwecke  geben  werden,  setzen  nur  Vorbereitungen  Toraus,  die 
der  Natur  dieser  Methoden  eigentümlich  sind  und  direkt  auf  jede 
gegebene  Gleichung  angewendet  werden  können.  Die  erste  erfordert 
indessen,  dafs  man  eine  obere  Grenze  für  die  gröfste  derWuneln 
kenne.  Die  Ermittlung  dieser  Grenze  ist  daher  der  erste 
Gegenstand,  mit  dem  wir  uns  beschäftigen  werden. 

1. 
Grenzen  der  reellen  Wurzeln. 

Wir  brauchen  nur  die  Grenze  der  positiven  Wurzeln  zu  suchen. 
Denn  setzt  man  —  x  für  x,  oder  ändert  man  die  Vorzeichen  der 
Glieder  von  gerader  Ordnung,  so  werden  die  Wurzeln,  welche  negativ 
waren,  ihrerseits  positiv,  so  dafs  die  für  die  positivAi  Wurzeln  ge- 
fundene Regel  mutatis  mutandis  in  gleicher  Weise  auf  die  negativen 
Wurzeln  Anwendung  findet. 

Ist 

aj*  +  J-^a:"-*  +  ^rc»-*  +  Ä^a^-^  +  •  •  •  +  ^,  =  0 
die  gegebene  Gleichung  n*®°  Grades,  in  welcher  der  Koefficient  des 
ersten  Gliedes  1  ist  und  Ar  den  Koefficienten  des  mit  der  Poteiu 
a;«— '■"behafteten  Gliedes  bedeutet,  so  hat  man,  um  die  obere  Grenze 
der  reellen  und  positiven  Wurzeln  zu  erhalten,  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 
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1)  Wei?n  das  zweite  Glied  einen  negativen  Koefficienten 
hat,  und  keiner  der  andern  negativen  Koefficienten  gröfser 
ist  als  dieser,  so  behaupte  ich,  dafs  dieser  um  eine  Einheit 
vermehrte  Eoefficient  grofser  ist  als  die  gröfste  positive 
Wurzel. 

Wenn  nämlich  ein  positiver  Wert  von  x  gröfser  sein  konnte  als 
l-f-^j,  so  würde  dies  in  dem  Falle  stattfinden,  wo  alle  Koefficienten 
negativ  und  gleich  Ai  wären,  so 'dafs  die  aufzulösende  Gleichung 
sein  würde: 

ar  —  Ä^af-^  —  A^x""-^  —  A^af"-^ ^,  =  0. 

Setzt  man  aber  in  eben  diesem  Falle  x  =  1  -{-  A^y  so  hat  man : 

x^      —  AiOf*"^  =  a:""^ 

a;»—^  —  Aja^'~*  =  a;**"^ 
u.  s.  w., 

80   dals    sich   die   linke  Seite   auf  -}~  ^  reduciert.     Mithin   ist  stets 
x<l  +  A^, 

2)  Ist  der  gröfste  negative  Koefficient  nicht  der  des 
zweiten  Gliedes,   so   seien  Ai  und  Ak  die  beiden  negativen 

Koefficienten,  für  welche  y^  und  )/3i  möglichst  grofs  sind. 

Alsdann  behaupte  ich,  dafs  stets  a;  <  |/-4<  +  |/-4i  ist. 

Es  sei  nämlich. a  die  gröfsere  von  diesen  beiden  Wurzelgröfsen 
und  b  die  andere.  Dann  giebt  es  der  Voraussetzung  nach  nur  ein 
einziges  negatives  Glied  der  Gleichung,  welches  durch  —  a^x^"-*  dar- 
gestellt wird.  Alle  andern,  die  man  allgemein  durch  —  {fa?""***  dar- 
stellen kann,  sind  so  beschaffen,  dafs  wenigstens  für  eines  dieser 
Glieder  c  =  6,  für  alle  andern  aber  c<6  ist.  Mithin  wird  unter  der 
Annahme,  dafs  die  Gleichung 

/pn  _  6aJ*~i  —  6*a;*-*  —  6»a;"~* 6" 

aufzulösen   wäre,   x  am  gröfsten  werden.     Die  linke  Seite  reduciert 
sich  auf: 

aj«  __  a^-r(ar  —  ir)  _  &  ^     ""  ^     ^ 

und  setzt  man  a;  =  a  -{-  2»,  so  geht  dieselbe  über  in: 

-^  +  -^(«  +  ^)"  '^ [(«  +  ^y - «-ä^rrj- 

Diese  Gröfse  ist  immer  positiv,  da  a>&  angenommen  und  allgemein 

Legendre,  Zablentbeorie  IL  26 


=  0 
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^r rr 

(a  -|-  6)**  >  a  — ~ir~  ist.    Mithin  ist  die  gröfste  positive  Wurzel  der 

gegebenen  Gleichung  kleiner  als  a  +  6  oder  <,YÄi-\'yAk' 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  nur  ein  einziges  negatives  Glied 

—  Akä^"^  hätte^  so  würde  die  Grenze  von  x  einfach  ^At  sein,  wxs 
man  unmittelbar  bestätigen  kann. 

2. 
Erklärung  der  gleichförmig  verlaufenden  (homalen)  FnnktioneiL 

Wir  werden  gleichförmig  verlaufende  Funktion  von  x  eine  jede 
Funktion  nennen,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dafs  sie,  während 
X  in  positivem  Sinne  von  x  «=  0  bis  o:  «=  cx)  zunimmt,  entweder 
beständig  wächst  oder  beständig  abnimmt. 

Wir  setzen  x  stets  positiv  voraus,  und  obwohl  die  gleich- 
formig  verlaufende  Funktion,  als  Ordinate  einer  Kurve  aufgefafst^  für 
den  einen  Teil  der  Abscissenlinie  positiv,  für  den  andern  negativ  seio 
konnte,  so  wollen  wir  doch  nur  diejenigen  gleichförmig  ver- 
laufenden Funktionen  betrachten,  welche  für  jeden  Wert 
von  X  von  rc  =  0  an  bis  rc  =s  (x>  beständig  positiv  bleiben. 

Aus  unsrer  Definition  folgt,  dafs  bei  jeder  gleichförmig  ver- 
laufenden Funktion  q>{x)  der  Differentialquotient  —'y^    von  x  =  0 

bis  x  =  (x>  stets  dasselbe  Vorzeichen  besitzt.  Derselbe  ist  positiT 
bei  allen  wachsenden,*  und  negativ  bei  allen  abnehmenden  gleich- 
förmig verlaufenden  Funktionen. 

3, 

Als  Beispiele  von  gleichförmig  verlaufenden  Funktionen 
kann  man  die  folgenden  Werte  von  <p{x)y  in  denen  alle  Koefficienten 

« 

positiv  vorausgesetzt  werden,  anfiihren: 

q>(x)  =  Aaf"  +  Bixf^-^  +  Cx"^-^  -| \-  K 


(p{x) 


X  x^     *     x^     * 


<p(x)  =  1  +  -^  ^  ^  +  -^.|-^-  +  ^  A 


X 


Die   erste   und   zweite   wachsen    beständig,   und   zwar  die  eine  von 
9(0)  = -ff  bis  9((X))»=iOo,  die  andere  von  9(0)«=«  0  bis  9)(<x>)  =  x. 
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Die  dritte  nimmt  beständig  ab  von  ^(0)  =  1  -| h  "k"  H ^i® 

zu  9(op)  =  1. 

Wenn  man  eine  Kurve  beschreibt,  welche  y=g?(a;)  zur  Gleichung 
hat,  so  wird  diese  Kurve  bestandig  ansteigen  oder  absteigen  von  der 
ersten  Ordinate  ^(0)  an  bis  zur  letzten  q>(<x>)j  so  dafs  dieselbe  Ordi- 
nate niemals  zwei  verschiedenen  Abscissen  entsprechen  kann. 

Ist  daher  c  eine  gegebene  positive^  zwischen  q)(0)  und  ip(po) 
liegende,  Zahl,  so  hat  die  Gleichung  c  =  q>(x)  stets  eine  positive 
Wurzel,  aber  nur  eine  solche. 

Wäre  c  nicht  zwischen  den  Grenzen  ^(0)  und  g>(po)  enthalten, 
so  würde  die  Gleichung  c  =  g)(x)  keine  positive  Wurzel  haben. 

4. 

Auflösimg  der  Gleichung  c^^^  fy{x)f  in  welcher  ip{x)  eine 
gleichförmig  verlaufende  Funktion  ist. 

Wir  denken  uns  die  Kurve,  deren  Gleichung  y  =»  9(0?)  ist,  ge- 
zeichnet, und  setzen  zunächst  voraus,  dafs  die  Funktion  q>(x) 
beständig  wachse,  und  dafs  zugleich  die  Kurve  gegen  die 
Abscissenachse  konkav  sei. 

Es  sei  (Fig.  l)  A  der  erste  Punkt  der  Kurve,  für  welchen  x  =  0, 


0 


i 

Je         Jr      i 

k'^^^"^^ 

B 

/ 

/" 

^' 

• 

X 


Fig.  1. 


y  es  9)(0)  ist.  In  der  Entfernung  c  von  der  Achse  der  x  ziehen  wir 
parallel,  zu  dieser  Achse  die  Gerade  CJlf,  welche  die  Verlängerung 
der  durch  Punkt  A  gehenden  Ordinate  in  G  und  die  Kurve  AM  m 
M  trifft  Es  soll  die  Abscisse  des  Punktes  My  welche  der  Wert  der 
gesuchten  Wurzel  ist,  bestimmt  werden. 

Dazu  ziehen  wir  in  A  die  Tangente  ATc^  welche  die  Gerade  CM 
in  Tc  trifft,  und  nennen  k  die  Abscisse  des  Punktes  h.     Setzen  wir 

26« 
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dann  -~  —  =  g>\x),  so  erhalten  wir: 

Durch  den  Punkt  k  ziehen  wir  eine  Senkrechte  zu  Ck^  welche 
die  Kurve  in  n  trifft;  im  Punkte  n  legen  wir  die  Tangente,  welche 
der  Geraden  GM  in  k'  begegnet  Nennen  wir  dann  k'  die  Abscisse 
des  Punktes  k\  so  erhalten  wir  yon  neuem: 

'  q>(k) 

Bestimmen  wir  ebenso  V  mittelst  der  Gleichung 

y 7/1.  c  —  (p(k') 

u.  s.  f.^  so  ist  offenbar  die  Grenze,   gegen  welche  die  Glieder  der 
wachsenden  Reihe  i,  k\  k'\  . . .  konvergieren,  der  gesuchte  Wert  von  x. 
Man  sieht  daher,  dafs   man,  um  die  Gleichung  c  =  ^{x)  auf- 
zulösen, nach  einander  die  Grolseu  k^  k\  k'\  .  . .  mittelst  der  Formeln 

c-(p(0) 


k  = 


qp'(O) 


K'  —  i' -U  c  —  tpijc) 
*       g>  (A: ) 
u.  s.  w. 

berechnen  muTs;  die  letzte  der  Grofsen  i,  k\  k",  . . .  oder  die  Grenze, 
welcher  sie  sich  nähern,  ist  der  Wert  von  x. 

5. 

Man  beachte  Folgendes: 

1)  Die  ersten  Glieder  der  Reihe  k,  k\  k'\  . . .  brauchen  nicht 
mit  grofser  Genauigkeit  berechnet  zu  werden.  Erst  wenn  man  zu 
zwei  nur  wenig  von  einander  verschiedenen  Gliedern  gelangt  ist,  ist 
es  wesentlich ,  die  Rechnung  mit  der  ganzen  Genauigkeit  fortzusetzen, 
die  man  im. Resultate  erhalten  will. 

2)  Weifs  man  von  vornherein,  dafs  x>k  sein  mufs,  so  hat  man 
die  erste  der  Gleichungen  des  vorigen  Artikels  wegzulassen  und  von 
dem  gegebenen  Werte  k  auszugehen,  um  alle  andern  k\  k'\  ...  zu 
bestimmen.     Hierdurch  wird  die  Rechnung  abgekürzt. 
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6. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dafs  die  Funktion  q>{x)  eine  ab«, 
nehmende  sei,  jedoch  von  der  Art,  dafs  9(0)  gleich  einer  endlichen 
Grofse  ist/  sq   geschieht   die  Konstruktion  so,   wie  in  Figur  2  an- 


Flg.  2.   . 

gegeben  ist;  und  da  in  diesem  Falle  q)'{x)  negativ  ist,  so  müssen 
die  Formeln  für  die  successive  Bevechnung  von  i,  i',  k'\  . . .  folgender- 
maTsen  geschrieben  werden: 

-  9  (0) 


k  = 


'         -  9  («  ) 

.         U.  8.  W. 

Femer  kann  man  in  diesem  Falle  dieselben  Bemerkungen  machen, 
wie  im  yorigen  Artikel. 

Ein  dritter  Fall,  der  zu  betrachten  wäre,  ist  der,  wo  die 
Funktion  q>{pc)  zwar  abnimmt,  aber  von  der  Art  ist,  dafs  man  im 
Koordinatenanfangspunkt  9>(0)  =  cx)  hat.  In  diesem  Falle  mufs  sich, 
wenn  man  x  unendlich  klein  annimmt,  der. Wert  von  q>{x)  auf  die 
Form  -4a?~"»  -{-...  reducieren.    Man  hat  also  Ax~^  <  c  und  somit 


x> 


n- 


Hiernach  mufs  man  h 


-v 


nehmen  und   von  dem 


ersten  Werte  x  ^^h  ausgehen,  um  darauf  die  Glieder  h\  k",  . . .  nach 
den  Formeln  des  vorigen  Artikels  zu  berechnen.  Die  Grenze  dieser 
Glieder  ist  der  gesuchte  Wert  von  x. 

Es  kann  auch  noch  andere  Fälle  geben,  wie  die,  welche  durch 
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die  Figuren  (1)  und  (2)  dargestellt  sind.  Wir  werden  dieselben  unten 
im  Artikel  41  untersuchen. 

7. 

Methode  snr  Besthnmung  der  gröfsten  poBiüven  Wiusel  einer 

gegebene^  Gleichung. 

um  jede  unserm  Gegenstaude  nicht  eigentümliche  Schwierigkeit 
zu  beseitigen,  setzen  wir  beständig  voraus^  dafAie  gegebene 
Gleichung  keine  gleichen  Wurzeln  habe,  und  (^afs  sie  nicht 
durch  X  teilbar  sei.  Alsdann  bestimme  man  zuerst  die  obere 
Grenze  der  positiven  Wurzeln,  so  wie  im  Artikel  1  angegeben  wurde. 
Ist  a  diese  Grenze,  so  ist  also  die  gesuchte  Wurzel  x  <a. 

Bringt  man  alle  negativen  Glieder  der  gegebenen  Gleichung  auf 
die  rechte  Seite,  so  nimmt  diese  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

a;*  (l  +  —  +  ^i  -j-  . . . j  =  aic*~*  +  6a;*~*"~^  +  ca?»"**"*  -| , 

wobei  alle  Eoefficienten  positiv  sind  und  zu  beachten  ist,  dafs  die 
beiden  Polynome  nicht  vollständig  sein  können,  da  sonst  dieselbe 
Potenz  von  x  gleichzeitig  auf  beiden  Seiten  vorkommen  würde. 

♦ 

Setzt  man  hierauf: 

9(a?)= -j — ^ -, 

so  ist  die  Funktion  9>(a;)  eine  wachsende  gleichförmig  verlaufende 
Funktion  von  a;,  und  man  hat  die  Gleichung  aufzulösen  af  =  7(J^)- 
Dazu  nehmen  wir  an,  dafs  man  über  derselben  Abscissenlioie 
und  nur  auf  der  positiven  Seite  die  beiden  Kurven,  deren  Gleichungen 
y  =  x^  und  y  =  ^(x)  sind,  konstruiere,  und  bezeichnen  durch? 
den  Schnittpunkt  beider  Kurven,  welcher  der  gröfsten  Wurzel  J  =  r 
entspricht  (Fig.  3).  Setzt  man  x  =»  a  in  q>{x),  so  erhält  man  eine 
Ordinate  ^(a),  die  gröfser  ist,  als  die  Ordinate  f*  des  Punktes  P. 
Denn  da  g>(x)  eine  wachsende  gleichförmig  verlaufende  Funktion  ist, 
so  mufs,  wenn  a'^r  ist,  auch  ^(a)>g)(r)  oder  (p{a)>f*  sein. 

Ist  n  der  Punkt  der  Kurve  y  =  q>{x\  welcher  der  Abscisse  x^o. 
entspricht,  zieht  man  ferner  durch  den  Punkt  n  eine  Parallele  zur 
Abscissenachse,  welche  die  Kurvß  y=^x^  in  m  trifft,  und  nennt  man 
die  dem  Punkte  m  entsprechende  Abscisse  Uj  so  ist  die  Ordinate  von 

ni  gleich  a\     Mithin  hat  man  a'*  =  9)(a),  und  daher  a'«sy9(aj. 
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Da  ^{a)>f^  ist,  so  ist  auch  a>r]  jedoch  kommt  a'  dem  r 
näher  als  a. 

Die  Abscisse  a  bestimmt  auf  der  Kurve  y  s=  (p(x)  einen  zweiten 
Punkt  n,  dessen  Ordinate  q>(cc)  ist.  Zieht  man  durch  diesen  Punkt 
eine  Parallele  zur  Abscissenachse,  welche  die  Kurve  y  ^^  (x^  in  tn 


A 


Fig.  S. 


trifft,  und  nennt  man  die  dem  Punkte  m   ehtsprechende  Abscisse  a\ 


so  hat  man  a"=  |/g)(a').  Die  Abscisse  d'  ist  immer  noch  gröfser, 
wie  die,  welche  dem  Schnittpunkte  P  entspricht,  sie  kommt  derselben 
aber  näher,  wie  «'. 

Ohne  in  nähere  Einzelheiten  einzutreten,  sieht  man^  dafs,  wenn 
man  von  der  oberen,  Grenze  a>  x  ausgeht  und  der  Reihe  nach  die 
Glieder  «',  a\  . . .  mittelst  der  Formeln 


a'=  Y^^i"^)}  «"=  v^ipc),         a"=  yq)(a')y  u.  s.  w. 

berechnet,  die  gröfste  positive  Wurzel  r  der  gegebeneu  Gleichung  die 
Grenze  ist,  gegen  welche  die  Glieder  der  abnehmenden  Reihe  a,  «',  a", 
«' ",  . . .  konvergieren. 

Diese  Reihe  mufs  mehr  oder  weniger  weit  fortgesetzt  werden, 
je  nachdem  man  eine  gröfsere  oder  geringere  Annäherung  erreichen 
will;  jedoch  föllt  im  Allgemeinen  die  Konvergenz  nach  einer  kleinen 
Anzahl  von  Gliedern  in  die  Augen. 


8. 

Da  die  ersten  Glieder  der  Reihe  a,  «',  a",  . . .  sich  sehr  weit 
von  der  gesuchten  Wurzel  entfernen  können-,  so  ist  es  nicht  nötig, 
diese   ersten  Glieder  mit  grofser  Genauigkeit  zu  berechnen.     Wenn 
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jedoch  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder  nur  noch  wenig  Ton  einander 
verschieden  sind,  mufs  man  von  Schritt  zu  Schritt  die  Anzahl  der 
Decimalstellen  vermehren,  bis  man  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder 
erhält,  die  nur  noch  in  der  Decimalstelle  von  einander  abweichen,  die 
man  vernachlässigen  will.  Um  schneller  zum  Resultate  zu  gelangen, 
kann  man  sich  des  folgenden  Hülfsmittels  bedienen. 

Wir  bezeichnen  mit  a,  a\  a  die  drei  letzten  Näherungswerte 
von  r,  legen  femer  durch  die  Punkte  der  Achse,  welche  diesen  Ab- 
scissen  entsprechen,  Ordinaten  ]p,  p'  j?",  welche  bezüglich  gleich  sind 
den  Entfernungen  mn',  w'n",  i»"»",  deren  Werte  a*  —  9(«),  «*— ^CaO' 
«"*  —  9(«")  sind,  und  konstruieren  eine  parabolische  Kurve,  welche 
durch  die  Endpunkte  dieser  Ordinaten  gehi  Ist  y  =  -4  —  BZ'\'C^ 
die  Gleichung  dieser  Kurve,  wobei  die  Abscisse  g  von  dem  Punkte 
aus,  für  welchen  o;  =  a  ist,  gerechnet  wird,  so  hat  man  zur  Be- 
stimmung von  Ä,  By  C  die  Gleichungen: 

p  =  Ä 

p  =A  -  B{a  —  a)  +  C{a  —  aj 

p"=  Ä-^Bia^  a")  +  C{a  -  aJ. 

Setzt  man  sodann  j/  =  0,  so  wird: . 

^ 2A 

'^  B  +  yB^-4.ÄrG  ' 

woraus  man  die  gesuchte  Abscisse  des  Schnittpunktes  r=a — ;?  erhält 

9. 

Sollte  die  gegebene  Gleichung  keine  positive  Wurzel  haben,  so 
würde  man  finden,  dafs  die  Reihe  «,  «',  a",  a'\  ...  keine  Grenze 
hat,  und  dafs  die  Glieder  nach  und  nach  abnehmen,  bis  sie  gleich 
Null  werden.  Daraus  darf-  man  jedoch  nicht  schliefseu ,  dab  die  eine 
Wurzel  derselben  gleich  Null  sei,  da  diese  Wurzel  stets  ausge- 
schlossen ist. 

Um  die  Rechnung  abzukürzen,  kann  man  ferner  vorher  die  untere 

Grenze   der   positiven  W^urzeln   suchen.     Dazu   hat  man  x  «=>  —  zu 

setzen.     Hat  man  dann  nach  der  Methode  des  Artikel  1  die  obere 
Grenze  von  e,  welche  A  heifsen  möge,  gefunden,  so  folgt  daraus,  dafs 

der.  kleinste  Wert  von  x  gröfser  als  y  ^^^    Sobald  daher  die  Jleihe 

cc,  a',  a\  ...  bis  zu  einem  Gliede,  welches  kleiner  als  y  ist,  hinab- 
steigt, so  ist  man  sicher,  dafs  die  gesuchte  Wurzel  nicht  existiert 
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« 

Dasselbe  Verfahren  findet  Anwendung  auf  den  Fall,  in  welchem  nach 
der  vorherigen  Bestimmung  aller  positiven  Wurzeln  r,  r ,  r ',  r ",  . .  • 
die  Ermittlung  einer  weiteren  Wurzel  zur  Unmöglichkeit  werden  mufs. 

10. 

Methode,  tun  die  andern  positiven  Wurzeln  derselben  Gleiohnng 

zu  ermitteln. 

Nachdem  die  grofste  Wurzel  r  gefunden  ist,  suchen  wir  zu- 
nächst diejenige  Wurzel,  welche  ihr  an  Grofse  am  nächsten 
kommt,  und  die  wir  mit  /  bezeichnen. 

Das  einfachste  Verfahren  hierzu  besteht  darin,  dafs  man 
auf  die  ursprüngliche  Gleichung  X  b=  0  zurückgeht  imd  ihre  linke 
Seite  durch  x  —  r  dividiert.  Dadurch  erhält  man  die  Gleichung 
»  —  1**°  Grades,  welche  die  andern  Wurzeln  enthält  Unter  diesen 
Wurzeln  ist  diejenige,  welche  wir  jetzt  suchen,  und  die  wir  mit  r 
bezeichnet  haben,  die  grofste. 

Die  neue  aufzulosende  Gleichung  läfst  sich  auf  die  Form  bringen 
a;""^  =  9(a?),  wo  ^>{x)  eine  gleichförmig  yerlaufende  Funktion  von 
X  ist.  Man  gelangt  daher  zur  Auflosung  mit  Hülfe  derselben  Methode, 
deren  wir  uns  bei  der  Gleichung  x"  =  ^(a?)  bedient  haben,  wenn 
man  dabei  beachtet,  dafs  die  Grenze  der  Wurzeln  wegen  /<r  be- 
kannt ist. 

Offenbar  findet  man,  wenn  man  diese  Rechnungen  weiter  fort- 
setzt, nach  und  nach  die  andern  positiven  Wurzeln  r',  r",  . . .,  falls 
es  deren  giebt.  Existiert  die  gesuchte  Wurzel  nicht,  so  zeigt  die 
Rechnung,  wie  wir  im  Artikel  9  bemerkt  haben,  von  selbst  die  Un- 
möglichkeit an.  * 

11. 

Die  Division  der  gegebenen  Gleichung  durch  x — r  läfst 
sich  in  folgender  Weise  ausführen: 

Nimmt  man  denselben  Wert  von  9>(^);  wie  in  Artikel  7,  so  lautet 
die  gegebene  Gleichung  a?*  =  9(a?),  in  der  gewöhnlichen  Weise  aus- 
gedrückt: 

Ist  die  linke  Seite  gleich  Tix  —  ^)  +  i?  und  die  rechte  gleich 
(^{x  —  0  +  ö'»  wo  ^  und^  g  die  Reste  sind,  welche  bei  der  Division 
der  beiden  Seiten  durch  x  —  r  übrigbleiben,  so  mufs  man,  weil  der 
Wert  x^=^T  der  Gleichung  genügt,  jp  «=  J  haben,  und  somit  ist  die 
Gleichung  n  —  1^*^  Grades,  welche  noch  zu  lösen  bleibt,  P  s=  §. 
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Setzt  man: 

so  ist  augeuscheinlich: 

f  =  f  '\'  r  a  =^  a 

9  =9  + fr,  6'==fc  +  aV 

U.   8.  W. 

Wir  erhalten  daher  die  Gleichung: 

Dieselbe  läfat  sich  auf  die  Form  a?*""*  =  9i(a?)  briugeu,  wemi  man 
eine  neue  gleichförmig  verlaufende  Funktion  ^i{x)  annimmt,  die  sich 
folgendermafsen  darstellt: 

9i  (^)  =  ; "—y    —^ 

1  +  —  +  A  +  •  •  • 

Man  mufs  jedoch  beachten,  dafs,  weil  das  Polynom 

a;»-^  +  f  a;»~2  ^y^-s  ^  : . . 

notwendig  alle  Potenzen  von  x  enthält,  die  kleiner  als  die  n  —  1^' 
sind,  zwischen  den  letzten  Gliedern  dieses  Polynoms  und  denen  de^ 
Polynoms  aa;"~*~^  4"^'^''*~*~l""*  gewisse  Reduktionen  ausgeführt 
werden  müssen.  Allgemein  mufs  man  in  dem  Werte  von  q>i{x)  das 
Glied  Jlfa;'»""*""*  aus  dem  Zähler  gegen  das  Glied  ^ar-*~»  aus  dem 
Nenner  heben  und  die  Differenz,  je  nachdem  sie  positiv  oder  negatiy 
istj  oben  oder  unten  hinsetzen,  also  {M —  N)af*'~^~*  in  den  Zähler 
setzen,  wenn  M>  N,  und  {N — M)x~^^*  in  den  Nenner,  wenn 
M<N  ist. 

Ist  dieses  ausgeführt,  so  hat  man  die  Gleichung  a^^^  =q>i{x) 
aufzulösen,  deren  gröfste  Wurzel  r ,  wie  mau  weife,  kleiner  als  r  sein 
mufs.  'Kennt  man  diese  zweite  Wurzel  r ,  so  verfiihrt  man  in  der- 
selben Weise,  um.  die  dritte  r"  und  alle  folgenden,  wenn  es  deren 
giebt,  zu  erhalten. 

12. 

Die  Methode,  die  wir  soeben  angegeben  haben,  findet  in 
gleicher  Weise  auf  die  negativen  Wurzeln  Anwendung; 
mithin  kann  man  durch  sie  alle  reellen  Wurzeln  einer  numerischen 
Gleichung  finden. 
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Diese  Methode  dürfte  die  einfachste  und  allgemeinste 
sein,  welche  man  in*  Bezug  auf  die  Auflosung  der  numerischen 
Gleichungen  angeben  kann^  wenigstens  so  lange,  als  nicht  besondere 
Umstände  die  Ermittlung  der  Wurzeln  erleichtern  helfen. 

Ohne  die  Form  der  gegebenen  Gleichung  af^  ^^  q){x)  zu  ändern, 
könnte  man  nach  und  nach  alle  ihre  Wurzeln  finden  mit  Hülfe  einer 
geometrischen  Konstruktion,  welche  die  verschiedenen  Schnittpunkte 
P,  P',  P",  . .  •  der  beiden  Kurven  y  =  o;",  y  «==  9(ic)  erkennen  läfst. 
Jedoch  würde  die  Bestimmung  des  zweiten  Punktes  P'  und  überhaupt 
aller  derjenigen,  welche  von  gerader  Ordnung  sind,  bedeutend  schwie- 
riger sein  als  die  des  ersten  Punktes  P  und  aller  derjenigen,  welche 
von  ungerader  Ordnung  sind.  Da  nun  jede  Schwierigkeit  mittelst 
der  aufeinanderfolgenden  Divisionen  oder  der  äquivalenten  Opera- 
tionen, die  wir  angeführt  haben,  vermieden  werden  kann,  so  stehen, 
wir  davon  ab,  in  weitere  Einzelheiten  hinsichtlich  dieser  Unter- 
suchungen einzutreten. 

13. 
Zweite  Methode  für  die  Auflösung  der  numerischen  Qleiohungen. 

Ist  die  Gleichung  n*®**  Grades  gegeben: 

deren  linke  Seite  wir  mit  jP(a;)  bezeichnen,  nehmen  wir  ferner  n  Fak- 
toren 1  +  ^7  2  -[-  a:,  3  +  ^j  •  •  •  w  +  ^  an  und  setzen  wir  voraus, 
dafs  die  linke  Seite  durch  das  Produkt  aller  dieser  Faktoren  dividiert 
werde,  so  erhält  man  zunächst  den  Quotienten  1  gleich  dem  Koef- 
ficienten  des  ersten  Gliedes;  sodann  kann  man  annehmen,  dafs  der 
Rest  in  Partialbrüche  zerlegt  sei,  so  dafs  die  gegebene  Gleichung  die 
Form  erhält: 

^^   l  +  x  ^   2  +  x  ^   S  +  x     »  ^  n  +  x  ' 

in  welcher  (1),  (2),  (3)  . . .  Koefficienten  sind,  die  sich  in  folgender 
Weise  bestimmen  lassen: 

Ist  allgemein  a:'+Ä  einer  der  Faktoren  x-{-l,  a;  +  2,  ...a;-f-w, 
und  Q{x)  das  Produkt  aller  andern,  so  kann  man  setzen: 

F(x)  (k)  P 


{x  +  k)Q(x)         "    '     x  +  k     '     Q{x) 

Hieraus  folgt: 

.,.         Fix)-{x  +  k)P-(x  +  k)Q(x) 
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Setzt  man  in  dieser  Gleicbong  x  =  —  k,  so  wird: 

•    ^*^      Q{-  *) 

Dies  kt  der  allgemeine  Ausdruck  des  Zählertf  des  Partialbruehes, 
welcher  zum  Nenner  x  +  Ä  hat. 

In  diesem  Ausdruck  ist  Q(—  Je)  das  Produkt  aller  Faktoren 
(1  —  Ä)  (2  —  Ä)  (3  —  Ä)  . . .  (n  —  k)  mit  Ausschlufs  desjenigen^  weldier 
für  einen  bestimmten  Wert  von  h  verschwindet.  Man  hat  daher  der 
Reihe  nach: 

Q(—  1)  =       1  .  2  .  3  . . .  (m  -  1) 

Q(-  2) = -  -y^  Q{^  1) 

u.  s.  w. 

Daher  ist  Q{—  h)  positiv  für  alle  ungeraden  Werte  von  k  und  n^tiv 
für  alle  geraden  Werte  von  k. 

Bleibt  T(x)  für  alle  Werte  a;  =  —  1,  —  2,  —  3,  ...  -  n  be- 
ständig positiv,  so  hat  der  Eoefficient  (k)  offenbar  dasselbe  Zeichen 
wie  Q{—  k)  d.  h.  er  ist  positiv  für  alle  ungeraden  Werte  von  i  und 
negativ  für  alle  geraden  Werte  von  k. 

Das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn  F{x)  f&r  alle  diese  Werte 
beständig  negativ  ist. 

Diese  Reihenfolge  der  Zeichen  wird  aber  gestört,  wenn  F{x)  för 
die  verschiedenen  Werte  a;  =  — 1,  —  2,  —  3,  ...  —  n  nicht  das- 
selbe Vorzeichen  beibehält  Allgemein,  wenn  F{—  k)  und  J'(— t— 1) 
entgegengesetzten  Zeichens  sind,  wodurch  eine  negative  Wurzel 
zwischen  x  =  —  k  und  x  =  —  k  —  1  angezeigt  wird,  haben  die 
Koefficienten  {k)  und  (k  +  1)  dasselbe  Zeichen;  sie  sind  dagegen 
stets  von  verschiedenen  Zeichen,  wenn  F{ —  k)  und  jP(—  ä  —  1)  das- 
selbe Zeichen  haben. 

14. 
Bezeichnen  wir  allgemein  mit 


Ä' 


1" 


a  -^  X  ^    a'  +  ^  '    a"  +  ^  ' 
(k) 
die  Glieder  -r-V — ;  ^^  welchen  (k)  positiv  ist,  und  mit 

B  _      B_^ B^ 

h  +  x  '  &+X  '  b''+x  '  '  " 
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diejenigen^  in  denen  (k)  negativ  ist,  und  setzen  wir: 

A  Ä'  A" 

so  nimmt  die  gegebene  Gleicliang  die  Form  an:  * 

1  +  q)(x)  =  t{x), 

in  welcher  «p(x)  und  ii(x)  zwei  abnehmende  gleichförmig  verlaufende 
Funktionen  von  x  sind. 

Diese  Gleichung  kann  auch  dai^estellt  werden  durch: 

1  +  2:—^ Z~—, 

A 
wenn  man  mit  Z  — -y —  die  Summe  der  Glieder,   aus  denen  q>(x) 

s 
besieht,  und  mit  ^-r-x —  ^^®  Summe  der  Glieder,  aus  denen  ^(a;) 

besteht,  bezeichnet. 

Aus  dem  bisher  Gesagten  erkennt  man  Folgendes: 

1)  Die  verschiedenen  Werte  von  a  sind  die  sämtlichen  ungeraden 
Zahlen  und  die  verschiedenen  Werte  von  b  die  sämtlichen  geraden 
Zahlen,  falls  F{ — h)  beständig  positiv  ist; 

2)  Das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn  J^( — Je)  beständig  nega- 
tiv ist. 

3)  Diese  Regel  erleidet  nur  eine  Ausnahme,  wenn  jP(—  Je)  und' 
jF( — Ä  —  1)  verschiedenes  Vorzeichen  besitzen,  in  welchem  Falle  die 
beiden  Glieder,  deren  Nenner  Je  ^  x  und  i  +  1  +  ^  sind*,  zu  einer 
und  derselben  Funktion  q)(x)  oder  ^(^)  gehören.  Wenn  es  daher 
vorkommt,  dafs  zwei  aufeinanderfolgende  Nenner  Jfc+^  ^^d  Ä+l+^ 
sich  in  derselben  Funktion  9) (a;). oder  if{x)  vorfinden,  so  mufs  man 
daraus  schliefsen,  dafs  zwischen  x  ^  —  Je  und  a;  =  —  Je  —  1  eine 
negative  Wurzel  Uegt.  Dies  kann  man  übrigens  unmittelbar  beweisen. 

Äff  A'*' 

Nehmen  wir  z.B.  an,  dafs  in  q)(x)  die  beiden  Glieder  -^—p (-  -r—r- — 

vorkommen,  und  setzen  wir  nach  einander  a;=  — 3  —  cd,  a;=  —  4  + ©7 
wo  m  unendlich  klein  ist,  so  erhalten  wir  zwei  Resultate,  von  denen 
das  eine  positiv  unendlich,  das  andere  negativ  unendlich  ist.  Mithin 
liegt  eine  Wurzel  zwischen  a?  =  —  3  und  a;  =  —  4. 

15. 

Um  nun  zur  Auflosung  der  mit  Hfilfe  zweier  einfachen  gleich- 
formig  verlaufenden  Funktionen  ausgedrückten  Gleichung  zu  gelangen, 
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müssen  wir  uns  denken^  dafs  man  nach  der  Seite  der  positiven  x 
allein  die  beiden  Kurven^  deren  Gleichungen  y  ^=s  1  -^  (p{x)  nnd 
y  z=z  ^(x)  sind,  konstruiere.  Die  verschiedenen  Schnittpunkte  dieser 
Kurven  werden  alsdann  die  verschiedenen  positiven  Wurzeln,  die 
man  bestimmen  will,  ergeben.  Wir  wollen  uns  zunächst  eine  Vor- 
stellung von  der  Gestalt  dieser  Kurven  bilden. 

Es  sei  OX  (Fig.  4  und  5)  die  beiden  Kurven  gemeinsame  Ab* 
scissenachse  und  0  der  Anfangspunkt  der  x.    Die  erste  und  grofste 


Fig.  4. 


Ordinate  der  Kurve  y=  1  -|-9(^)  wird  dargestcfllt  durch  O-4.=l+9(0); 
vom  Punkte  A  aus  nimmt  die  Ordinate  mehr  und  mehr  ab,  je  grofser 
die   Abscisse   wird,   bis    sie   schliefslich   für   a?  =  cx>   gleich  1  wirf. 


I 


Flg.  6. 


Nimmt  man  somit  00=^  1  an,  und  zieht  man  durch  den  Punkte 
eine  Parallele  zur  Abscissenlinie,  so  ist  diese  Parallele  CL  die  Asymptote 
der  Kurve  y  =  1  +  <p{x). 

Pie   erste   und   grofste   Ordinate   der   andern   Kurve  y«=!('(4 
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welche  durch  BFL  dargestellt  wird,  ist  50  =  ^(0).  Vom  Punkte  5 
aus  wird  die  Ordinate  fortwährend  kleiner  und  gleich  Null  für  a;  =  c». 
Mithin  hat  diese  Kurve  die  rr- Achse  zur  Asymptote. 

16. 

Aus  dieser  Beschreibung  im  Allgemeinen  kann  man  bereits  meh- 
rere Folgerungen  ziehen^  die  sich  auf  die  Anzahl  und  die  obere 
'Grenze  der  positiven  Wurzeln  beziehen. 

.  1)  Wenn  man  den  Punkt  L  bestimmen  will,  in  welchem  die 
Kurve  y  =  ilf(x)  die  Gerade  CZ»,  welche  die  Asymptote  der  andern 
Kurve  y  =»  1  -j-  <p{pc)  ist,  schneidet,  so  hat  man  die  Gleichung  auf- 
zulösen: 

1  =  ^{x), 

Ist  A  der  Wert  von  rr,  welcher  sich  aus  dieser  Gleichung  nach  der 
Methode  des  Artikels  6  ergiebt,  so  können  Schnittpunkte  zwischen 
den  beiden  Kurven^  wenn  es  deren  überhaupt  giebt,  ofiPenbar  nur 
diesseits  des  Punktes  L  vorhanden  sein.  Mithin-  ist  X  grofser  als  die 
grofste  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung. 

Wenn  also  die  gegebene  Gleichung  m  positive  Wurzeln  haben 
soll,  so  mufs  der  Bogen  BL  von  der  andern  Kurve  in  m  Punkten 
geschnitten  werden.  Diese  Schnittpunkte  können  in  der  graphischen 
Konstruktion  der  beiden  Kuryen ,  die  nach  derselben  Seite  hin  konvex 
sind,  nicht  gut  angedeutet  werden,  wofern  man  nicht  einen  sehr 
grofsen  Mafsstab  anwendet  Jedoch  reicht  es  für  unsem  Zweck  aus, 
auf  die  Möglichkeit  derselben  hinzuweisen. 

2)  Wenn  die  Ordinate  des  Punktes  B  gröfser  ist  als  die  des 
Punktes  A,  d.  h.  wenn  ^(0)>  1  -|-  9>(0),  so  mufs  es  mindestens  einen 
Schnittpunkt  geben.  Allgemein  mufs  die  Anzahl  der  Schnittpunkte, 
welche  gleich  der  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  der  gegebenen  Glei- 
chung ist,  ungerade  sein,  da  die  Kurve  JB£,  welche  zuerst  oberhalb 
der  andern  Kurve  liegt,  notwendig  dieselbe  überschreiten  mufs,  um 
unterhalb  derselben  in  die  Gegend  von  L  zu  gelangen. 

3)  Es  kann  nicht  ^(0)  =  1  +  viP)  sein,  d.  h.  der  Punkt  B  kann 
nicht  mit  dem  Punkte  A  zusammenfallen,  weil  man  sonst  die  Wurzel 
a:  =  0  hätte,  ein  Fall,  der  ebenso  wie  der,  in  welchem  die  Gleichung 
$;leiche  Wurzeln  hat,  ausgeschlossen  worden  ist. 

4)  Es  ist  daher  nur  noch  der  Fall  ^(0)  <  1  -}-  fpiO)  zu  be- 
trachten. Da  alsdann  der  Punkt  B  unterhalb  des  Punktes  A  liegt, 
so   mufs   es,   wenn    es   einen  ersten  Schnittpunkt  giebt,   notwendig 
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einen  zweiten  geben^  und  überhaupt  mufs  die  Anzahl  der  Schnitt- 
punkte gerade  sein. 

5)  Wenn  der  Fall  einträte,  dafs  ^(0)  <  1  wäre,  so  würde  der 
Punkt  B  unterhalb  von  C  liegen.  Alsdann  würde  es  also  keinen 
Schnittpunkt  und  somit  auch  keine  positive  Wurzel  geben. 

17. 

Die  Kennzeichen  der  verschiedenen  allgemeinen  Fällej 
welche  eintreten  können,  sind  daher  folgende: 

1)  Ist  ^(0)  >  1  +  9(0),  so  hat  die  gegebene  Gleichung  min- 
destens eine  positive  Wurzel;  sie  kann  aber  deren  auch  drei,  fünf 
und  allgemein  eine  ungerade  Anzahl  haben. 

2)  Ist  ^(0)<1  +  9(0),  so  hat  die  gegebene  Gleichung  entweder 
gar  keine  positive  Wurzel  oder  eine  gerade  Anzahl  solcher. 

3)  Ist  ^(0)<1,  so  hat  die  gegebene  Gleichung  keine  positive 
Wurzel. 

Wir  gehen  jetzt  über  zur  wirklichen  Auflosung  der  gegebenen 
Gleichung;  dieselbe  besteht  darin,  die  numerischen  Werte  der  posi- 
tiven Wurzeln  zu  bestimmen,  oder  zu  beweisen,  dafs  keine  solche 
Wurzel  existiert. 

Diese  Rechnungen  kann  man  auf  zweierlei  Weise  an- 
stellen; einmal,  indem  man  zuerst  die  gröfste  Wurzel  bestimmt^  das 
andere  Mal,  indem  man  zuerst  die  kleinste  Wurzel  zu  ermitteln  sucht. 
Wir  werden  diese  beiden  Wege  nach  einander  darlegen. 

18. 
Ermittltuig  der  gröfsten  WurzeL 

Die  Grenze  A  der  gröfsten  Wurzel  kennt  man  bereits  aus  der 
Auflosung  der  Gleichung  1  «=>^(ri?);  diese  Grenze  ist  die  Abscisae  des 
Punktes  L. 

Es  sei  (Fig.  6)  h  der  Punkt  der  Kurve  y  «=  1  -[-  ^(^c),  welcher 
dieselbe  Abscisse  hat,  wie  der  Punkt  L.  Zieht  man  durch  den  Punkt  A' 
eine  Parallele  zur  Abscissenachse,  welche  die  Kurve  y  =^  if{x)  im 
Punkte  i  trifft,  und  nennt  man  a  die  Abscisse  des  Punktes  i,  so  be- 
stimmt sich  a  durch  Auflösung  des  Gleichung  1  -f~  9(^)  '^  ^(^)' 

Ist  sodann  A^  der  Punkt  der  Kurve  Pk^  welcher  dieselbe  Ab- 
scisse hat /.wie  der  Punkt  i,  und  dessen  Ordinate  daher  1 -(~  9'(^) 
ist,  zieht  man  femer  durch  den  Punkt  1(f  eine  Parallele  zur  Abscissen- 
achse, welche  die  Kurve  y  =»  ^(rr)  in  i'  trifft,  und  nennt  man  a  die 
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Abscisse  des  Punktes  %  y  so  bestimmt  sieh  a    dureb  die  Gleichang 
1  +  9(a)  -  ^(a). 

Hieraus  ersieht  man,  dafs  man  der  Reihe  nach  die  Grofsen  A, 
oLj  a\  a\  . . .  durch  Auflosung  der  Gleichungen 

1  =  ^(A) 

1  +  9(A)  =  ^(a) 

1  +  9(«)  =  ^(«') 

1  +  ^{^')  =  !('(«") 


U.  8.  W. 


zu   berechnen  hat.     Das  letzte  Glied  der  abnehmenden  Reihe  A,  a, 
a',  a",  ...  ist  alsdann  der  Wert  dei:  gesuchten  Wurzel  r. 


t 


Plg.  6. 


Wir  knüpfen  hieran,  wie  oben,  die  Bemerkung,  dafs  die  Berech- 
nung der  Glieder  A,  a,  a\  a\  . . .  erst  dann  eine  gröfsere  Genauigkeit 
erfordert,  wenn  man  zu  zwei  aufeinanderfolgenden  Gliedern  gekommen 
ist,  die  nur  noch  wenig  von  einander  verschieden  sind. 

Femer  bemerken  wir,  dafs  man  mit  Hülfe  des  zuletzt  gefun- 
denen Gliedes,  welches  dem  Werte  von  x  bereits  sehr  nahe  kommt, 
die  Rechnung  in  folgender  Weise  zu  Ende  führen  kann: 

Ist  |7  dieses  letzte  Glied  und  o;  =»  p  —  a>,  wo  in  nur  eine  sehr 
kleine  Grofse  sein  kann,  so  erhalt  man,  wenn  man  diesen  Wert  in 
die  gegebene  Gleichung  einsetzt,  ein  Resultat  von  der  Form: 

a  =  J'flj  +  Ga)«, 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

«  =  1  +  9)(i))  —  V'Cl?) 

B -.        A 


F 


Legendre,  Zahlentheorio  II. 


B 

(h  +  p) 


r-I 


(«  +  p)» 

A 

(«  +  P)' 
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Es  ist  daher^  wenn  man  nur  Gröfsen  von  der  Ordnung  £^  Ternach- 
lässigt: 

®  =  "F F^' 

und  hieraus  x  ^^^p  -^  o. 

19. 
Bestiminimg  der  kleiiuten  WoneL 

Hier  sind  zwei  Fälle  zu  betrachten,  je  nachdem  l+^l^) 
kleiner  oder  grolser  als  ^(0)  ist. 

Erster  Fall:  1  +  9(0)  <^(0).  Da  alsdann  der  Punkte  (Kg. 4), 
der  Anfangspunkt  der  Kurve  y  =»  1  -f~  9  (^)  unterhalb  des  Punktes  B, 
des  Anfangspunktes  der  Kurve  y*»s  ^(o;),  liegt,  so  ziehe  man  zur  Ab- 
scissenachse  die  Parallele  Ab^  welche  die  andere  Kurve  in  b  trifil 
Ist  a  die  Abscisse  des  Punktes  &,  so  findet  man  a  durch  Auflösung 
der  Gleichung  1 -{- q>(0)'^if(jtt).  Dabei  ist  a  ein  erster  Näherungs- 
wert der  kleinsten  Wurzel  x  =^rf  welche  die  Abscisse  des  ersten 
Schnittpunktes  P  ist 

Die  durch  den  Punkt  b  gelegte  Ordinate  schneidet  die  untere 
9urve  in  einem  Punkte  a,  dessen  Ordinate  1  -f-  9>(<<)  ist.  Durch  den 
Punkt  a  ziehen  wir  eine  Parallele  zur  Abscissenachse,  welche  die 
obere  Kurve  in  V  trifft.  Nennen  wir  a  die  Abscisse  des  Punktes  b\ 
so  finden  wir  a  durch  Auflosung  der  Gleichung  1  -{-  ^(a)  =  ^(a'). 
Geht  man  so  ohne  Ende  weiter,  so  sieht  man^  dafs  die  Abscisfle, 
welche  zum  Schnittpunkte  P  gebort,  das  letzte  Glied  der  Reihe  a, 
a^  a  y  . . ,  ist. 

Um  daher  die  kleinste  Wurzel  rr  =  r  zu  erhalten,  hat  man  der 
Reihe  nach  die  Glieder  a,  a ^  a\  . . .  durch  Auflösung  der  Gleichungen 

1  +  y(0)  =  ^(a) 

l+»(«)  =*(«) 

1  +  9)(«')  =^(«") 

u.  s.  w. 

zu  bestimmen;  die  letzte  der  wachsenden  Grofsen  a,  tty  a\  . . .  oder 
die  Grenze,  welcher  diese  Gröfsen  zustreben,  ist  die  gesuchte  Wurzel 
a:  «=  r. 

20. 

Zweiter  Fall:  l+9(0)>^(0).  Da  alsdann  der  Punkte  (Fig.  5) 
unterhalb  A  liegt,  so  ziehe  man  durch  den  Punkt  B  eine  Parallele 
zur  Abscissenachse,  welche  die  obere  Kurve  AP  in  a  triflfL  Ist  a 
die  Abscisse  des  Punktes  a,  so  findet  man  a  durch  Auflösung  der 
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Gleichung  ^(0)  ^^  1  -f~  9>{^)j  <labei  stellt  a  einen  ersten  Näherungs- 
wert der  gesuchten  Wurzel  dar. 

Die  Ordinate  im  Punkte  a  schneidet  die  untere  Kurve  in  einem 
Punkte  b,  dessen  Ordinate  gleich  i>(a)  isl  Durch  den  Punkt  b  ziehen 
wir  eine  Parallele  zur  Abscissenachse,  welche  die  obere  Kurve  in  a 
trifft.  Nennen  wir  a  die  Abscisse  des  Punktes  a\  so  findet  man  a 
durch  Auflösung  der  Gleichung  ^(a)  «=  1  -j-  q>(a). 

Ohne  auf  nähere  Einzelheiten  einzugehen ,  sieht  man  jetzt;  dafs, 

wenn    man   der  Reihe   nach   die  Glieder  a,  a,  a\  . . .  mittelst  der 

Gleichungen 

*(0)  -  1  -  fp{a) 

f(a)  —  1  =  9(a  ) 

if{a)  —  1  =  q)(a") 

u.  s.  w. 

bestimmt,  das  letzte  Glied  der  Reihe  a,  a   a",  . . .  der  gesuchte  Wert 
der  kleinsten  Wurzel  a;  «=  r  ist. 

21. 

In  beiden  Fällen  reduciert  sich  die  Schwierigkeit  stets  darauf, 
eine  gewisse  Anzahl  von  einfachen  homalen  Gleichungen  mit  Hülfe 
der  Formeln  des  Artikels  6  aufzulösen.  Wir  haben  femer  bemerkt, 
dafs  die  ersten  Glieder  der  Reihe  a,  a',  a\  . . .  mit  keiner  grofisen  Ge- 
nauigkeit berechnet  zu  werden  brauchen.  Mit  Rücksicht  hierauf  können 
daher  die  Rechnungen  beträchtlich  abgekürzt  werden.  Aus  der  Be- 
schaffenheit dieser  Rechnungen  sieht  man  sodann,  dafs  die  Punkte 
a,  a ,  a ',  . . .  sich  sehr  schnell  dem  Schnittpunkte  P  nahem,  so  dafs 
man  stets  nur  eine  geringe  Anzahl  von  einfachen  homalen  Gleichungen 
aufzulösen  hat  Übrigens  kann  die  Bestimmung  der  Grenze  noch 
abgekürzt  werden,  wenn  man  sich  nach  dem  Verfahren  in  Artikel  18 
ein  vorläufiges  Urteil  über  sie  bildet. 

Es  kommt  auch  vor,  daCg  man  vornherein  weifs,  dafs  die  ge* 
suchte  Wurzel  r  grofser  ist  als  eine  gegebene  Grofse  A;  in  diesem 
Falle  gehe  man,  um  alle  andern  Werte  a,  a\  ...  zu  bestimmen, 
von  dem  Werte  a  ^s  A  ans,  wodurch  die  Rechnung  abgekürzt  wird. 

Wir  bemerken  femer,  dafs  es  im  zweiten  Falle  vorkommen  kann, 
dafs  man  keine  Losung  findet.  Alsdann  würde  in  der  Reihe  ^(a), 
if(a),  ^(a 0,  .  • .,  deren  erstes  Glied  grofse  als  1  ist,  bald  eins  auf- 
treten, welches  kleiner  als  1  wäre,  und  dies  würde  beweisen,  dals 
es  zwischen  den  beiden  Kurven  keinen  Schnittpunkt  und  somit  auch 

keine  positive  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  gäbe. 

26» 
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Die  Bestimmang  der  kleinsten  Wurzel  kann  mittelst  einer  viel 
konvergenteren  Reihe  bewerkstelligt  werden^  wie  diejenige  ist,  deren 
Anwendung  wir  soeben  gezeigt  haben.  Bevor  wir  jedoch  diese  zweite 
Auflösung  auseinandersetzen,  haben  wir  die  folgende  Aufgabe  zu  losen. 


22. 

Über  den  Durohsohnitt  einer  beliebigen  Geraden  mit  der 
gleichförmig  verlaufenden  Kurve  y  «»  if{x). 

Es   sei  BNQ  (Fig.  7)   die   nach   der  Gleichung  y  ^=i;(z)  be- 
schriebene Kurve.    Dabei   ist  if(x)  eine  einfache  gleichförmig  ver- 

laufende  Funktion,  welche  dargestellt  werden  kann  durch  Z^-y^- 

Femer  sei  F  ein  gegebener  Punkt  auf  der  Verlängerung  der  Ordinate 


Flg.  7. 

des  Punktes  N.  Legt  man  dann  durch  den  Punkt  F  unter  einem 
gegebenen  Winkel  NFG  die  Gerade  FGj  welche  die  Kurve  im 
Punkte  G  schneidet,  so  soll  die  Abscisse  des  Punktes  G  bestimmt 
werden.  • 

Ist  f  die  gegebene  Abscisse  des  Punktes  F,  femer  die  gegelene 
Entfemung  FN  «=  c  und  m  die  trigonometrische  Tangente  des  Win- 
kels, welchen  die  Gerade  FG  mit  der  Abscissenachse  bildet,  so  er- 
hält man,  wenn  die  Abscisse  des  Punktes  G  mit  x  bezeicfauet  wird, 
zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung: 


m  = 


x-f 


Ich  bemerke  nun,  dafs  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  eine 
abnehmende  gleichförmig  verlaufende  Funktion  von  x  ist  Denn  je 
gröfser  x  wird  oder  je  weiter  der  Punkt  G  auf  der  Kurve  in  der 
Richtung  der  wachsenden  x  vorrückt^  um  so  mehr  wird  offenbar  die 
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rechte  Seite  ^  welche  die  Tangente  des  Winkels  darstellt ,  den  FG 
mit  der  durch  Punkt  F  zur  Abscissenachse  gezogenen  Parallelen 
bildet,  abnehmen.     Femer  kann  diese  Funktion  in  vollständig  expli- 

citer    Form   dargestellt   werden.      Denn   ist  ^  (a;)  =  Z  ,   ,      ,   und 

o  *"j~  sc 

beachtet  man,  dafs  -r-. —  =  ,  ,  ^  —  ,,  ,  LT  .    %  ist»  so  kann  man 

b  +  x         b  +  f        (b+f){b+x)       ' 

setzen: 

und  da  Z-rx7  d^^sselbe  ist,  wie  ^(/},  so  reduciert  sich  die  aufzu- 
lösende Gleichung  auf  die  Form: 

wobei  zur  Abkürzung  C  =  ,  .  >  gesetzt  ist. 

Da  X  grofser  sein  soll  als  f,  so  sieht  man,  dafs  die  rechte  Seite 
dieser  Gleichung  in  der  That  eine  einfache  gleichförmig  verlaufende 
Funktion  von  x  ist,  wenn  man  yon  x  =  f  ah  rechnet  Ich  bemerke 
ferner,  daCs,  weil  diese  Funktion  für  x^^f  unendlich  und  für  o;  =  oo 
Null  ist,  die  Gleichung  für  jeden  Wert  von  m,  wofern  er  nur  positiv 
ist,  möglich  ist,  d.  h.  sie  ist  möglich,  wofern  die  Gerade  FG  so  durch 
den  Punkt  F  gelegt  ist,  dafs  sie  die  Achse  in  dem  ins  Unendliche 
sich  erstreckenden  Teile  OX  schneidet. 

Wir  bemerken  überdies  noch,  dafs,  wenn  e  »=  0  ist  oder  der 
Punkt  F  mit  N  zusammenfällt,  die  au&ulösende  Gleichung  über- 
geht in: 

(2)  ^-^-öh- 

Diese  Gleichung  bestimmt  den  Schnittpunkt  der  Kurve  y  »=  ^  (rc) 
mit  der  durch  einen  Punkt  dieser  Kurve  derart  gezogenen  Geraden, 
dafs  sie  mit  der  Achse  der  x  einen  Winkel  bildet,  dessen  trigo- 
nometrische Tangente  gleich  tn  ist. 

23. 

In  dem  Falle,  wo  c  nicht  gleich  Null  ist^  geschieht  die  Auflösung 
der  Gleichung  (1)  nach  Artikel  6;  man  mufs  alsdann,  um  die  Auf- 
lösung durchzuführen,  einen  ersten  Näherungswert  von  x  kennen.    Da 

nun  tn  >  ——t:  sein  soll,  so  folgt  daraus  x>  f  -{ •   Man  kann  da- 
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her  von  dem  ersten  Gliede  k  =  f  -] ausgehen^  um  nach  und  nach 

die  andern  Glieder  Je,  Tc\ . . .,  deren  Grenze  der  gesuchte  Wert  von 
X  ist,  zu  berechnen. 

24. 

Man  kann  die  Abscisse  des  Schnittpunktes  G  auch  nach 
folgendem  Verfahren  bestimmen: 

Durch  den  Punkt  N  ziehe  man  eine  Parallele  zur  Abscissenachse^ 
welche  die  Gerade  FG  in  J  tri£Pt;  vom  Punkte  J  falle  man  ein  Lot 
auf  die  Achse,  welches  die  Kurve  im  Punkte  K  schneidet.  Durch 
den  Punkt  H'  ziehe  man  ebenso  KJ'  parallel  zur  Achse  und  sodann 
J' N"  senkrecht  zu  derselben  u.s.  w.  Ist  f  die  Abscisse  des  Punktes 
N\  f  die  des  Punktes  N'\  u.  s.  w.,  so  berechne  man  die  aufein- 
anderfolgenden Glieder  /^,  /",•••  ^^^  Hülfe  der  Formeln: 

/"    =/•  +  — 


r=r+ 


m 


u.  s.  w. 

Alsdann  ist  offenbar  die  Grenze,  welcher  die  Glieder  der  Reihe  /*,  f^  /*'... 
sich  nahem,  der  gesuchte  Wert  der  Abscisse  des  Punktes  6r. 

Diese  Methode  ist  einfacher,  als  die  vorhergehenden;  indessen 
kann  sie  nicht  angewendet  werden,  wenn  c  «=  0  ist,  ebenso  nicht, 
wenn  m  «a  0  ist,  d.  h.  wenn  die  Gerade  FG  der  Abscissenachse 
parallel  ist,  weil  es  nach  der  Seite,  wo  x>f  ist,  keinen  Schnitt- 
punkt giebt. 

25. 
Zweite  Art,  die  kleinste  Wursel  su  besünimen. 

Wir  nehmen  an,  dafs  ^(0)  >  1  +  <p(())  sei,  weil  in  diesem  Falle 
die  Gleichung  1  -{-  <p{x)  =  if{x)  stets  wenigstens  eine  positive 
Wurzel  hat. 

Wird  durch  den  ersten  Punkt  B  (Fig.  8)  der  Kurve  y  =  ^(x) 
die  Tangente  Ba  gelegt,  welche  die  Kurve  y=l  +  9(^)  ^  a  trifft, 
und  ist  a  die  Abscisse  des  Punktes  a,  so  findet  man  nach  den  For- 
meln des  Artikel  22,  dafs  a  die  Wurzel  der  Gleichung  ist: 

-^'(0)  =  |  +  I^(^, 
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in  welcher  c  =  ^(0)  —  1  —  q){0)  ist  und  die  gleichförmig  verlaufende 

Ä  Ä 

Funktion  TL  —7— r—r  sich  aus  der  Funktion  9?  (x)  =  Z      ,      dadurch 

Cl  yCt  "y"  X)  et  "^  SC 

ergiebt;  dals  man  jedes  Glied  derselben  durch  den  zugehörigen  Wert 
▼on  a  dividiert 


Fig.  8. 

Man  wendet  also  auf  diese  Gleichung  die  Formeln  des  Artikels  5 

an,  indem  man  nach  Artikel  6  als   ersten  Wert  von  h  den  Wert 
c 


k 


^'(0) 


nimmt. 


Durch  den  so  bestimmten  Punkt  a  ziehe  man  eine  Senkrechte 
zur  Abscissenachse,  welche  die  obere  Kurve  in  b  trifft;  durch  den 
Punkt  b  lege  man  die  Tangente  ba'y  welche  die  untere  Kurve  in  a 
trifft  u.  s.  w. 

Nennt  man  a^  a\  ...  die  Abscissen  der  Punkte  a,  a\  . . .,  so 
findet  man,  dafs  die.  verschiedenen  Glieder  a,  a\  a\...  sich  der 
Reihe  nach  durch  Auflösung  der  folgenden  Gleichungen  bestimmen: 

_  ^' (0)  =  J^Mulzi^W  4.  Z  _4i± .       hieraus  folgt:  «  =  « 


X 


a-\-x ' 


—  ^  («)  =  -^^^- — _    ^       +  ^  -    \i  — ^  j  hieraus  folgt:  a;=a 


u.  s.  w. 


Die  Grenze,  gegen  welche  die  Glieder  der  wachsenden  Reihe  a,  d ,  a\,. 
konvergieren,  ist  der  gesuchte  Wert  der  kleinsten  Wurzel. 
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Sind  die  gröfste  nnd  die  kleinste  pontive  Wnxsel  bekannt, 
80  sollen  alle  andern  bestimmt  werden. 

Man  könnte  nach  und  nach  alle  Wurzeln  mit  Hülfe  der  Durch- 
Schnittspunkte  der  beiden  gezogenen  Kurven  ermitteln,  ohne  die  Form 
der  gegebenen  Gleichung^  durch  welche  diese  Kurven  bestimmt  wer- 
den,  zu  ändern.  Indessen  ist  es  viel  einfacher,  wenn  man^  nachdem 
die  Wurzel  x^=r  gefunden  ist^  den  Faktor  x  — ;  r  aus  der  gegebenen 
Gleichung  fortschafft^  um  dadurch  die  Gleichung  vom  nächstniedrigeren 
Grade  zu  bekommen,  welche  die  andern  Wurzeln  enthält,  und  for 
welche  r  die  Grenze  der  an  Gröfse  nächsten  Wurzel  r  bildet.  Das 
hierzu  am  besten  anzuwendende  Verfahren  besteht  in  Folgendem. 

Wir  haben  angenommen,  dafs  die  gegebene  Gleichung  n^  Grades, 
um  dieselbe  auf  die  Form  1  +  9>(ic)  =  ^(a?)  bringen  zu  können, 
durch  das  Produkt  (1  +  ^)  (2  +  ^)  •"(»*  +  ^)  geteilt  werden  solle. 
Wenn  der  Grad  der  Gleichung  sich  auf  n  —  1  reduciert,  hat  man 
also  den  grofsten  Nenner  n  +  x  wegzulassen,  damit  der  gröfste  Yon 
denen,  welche  übrig  bleiben,  in  Übereinstimmung  mit  dem  Grade  der 
Gleichung,  gleich  n  ^  l  -{-  x  sei.  Dazu  hat  man  die  verschiedenen 
Glieder  der  Gleichung  1  +  ^(a;)  =  ^(a?)  mit  n  +  ic  zu  multiplicieren 
und  zu  bewirken,  dafs  das  Produkt  durch  x  —  r  teilbar  sei. 

Nun  ist  aber: 

Äjn+x)  A(n  +  r)     ,     A{n  —  a){r—x) 

a+x  n-\-r        '       (a+»*)(<*+^) 


Setzt  man  daher: 


so  hat  man: 


Setzt  man  ebenso: 

B{r_i-h)_  _  j. 

b  +  r      ~^^^' 
so  hat  man:  ^ 

(n  +  a;)^(x)  =  («  +  x)Z  ^l~=(.n-\-r)Z^l^  +(r-x)Z-^|-- 
Substituiert  man  diese  Werte  und  beachtet  man,  dafs 

ist,  so  geht  die  Gleichung  1  -|-  ^(a;)  =  ^(a;)  über  in; 
ni-x+(n+r),p(r)+(r-x)Z  ^-^-^-  =(„  +  r)^(r)+(r-a;)Z  -jj,  • 
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Da  jedoch  der  Wert  a;  =  r  der  Gleichung  1  -\-  9>(a;)  =  ^(a;)  genügt^ 
so  ist  1  -f-  9)(r)  =3  ^(r).  Läfst  man  daher  in  der  vorstehenden  Glei- 
chung diejenigen  Glieder,  welche  sich  gegenseitig  zerstören,  weg,  und 
dividiert  man  das,  was  übrig  bleibt,  durch  r  —  x,  so  ergiebt  sich: 

i  +  ^tSv"^-;^- 

'        o-f-x  a-i-x 

EKese  Gleichung,  welche  man  auf  die  Form  1  +  ti{x)  =  9>i(a?)  bringen 
kann,  ist  der  gegebenen  vollständig  analog;  jedoch  enthält  sie  ein 
Glied  weniger;  denn  aus  den  Werten  der  Eoefßcienten  Ä^,  B^  sieht 
man,  dafs  das  Glied,  welches  n-^-  x  zum  Nenner  hat,  verschwindet, 
inag  es  nun  zur  Funktion  q>(x)  oder  zur  Funktion  '^>{x)  gehören. 

Ferner  i«ufs  man  beachten,  dafs,  weil  n  die  gröfste  der  Zahlen 
a  und  h  ist,  die  Koefficienten  A^  und  B^  stets  positiv  sind.  Daher 
fallt  bei  dem  Übergange  von  der  gegebenen  Gleichung  l-f-9'(^)'='^(^) 
zu  der  folgenden  1  +  ^i(^)  =  9^1(^)7  welche  eine  Wurzel  wem'ger- 
hat,  nur  ein  Glied  in  einer  der  Funktionen  9>(a;),  ^{x)  einfach  weg, 
ohne  dafs  ein  Glied  aus  der  einen  Funktion  in  die  andere  überträte, 
wie  dies  der  Fall  sein  würde,  wenn  einer  der  Koefficienten  A^^  B^ 
negativ  wäre.  Nur  das  konstante  Glied  1  ändert  sein  Zeichen  oder 
tritt  von  der  einen  Seite  auf  die  andere. 

27. 

Man  sieht  daher,  dafs  die  Division  der  gegebenen  Gleichung 
durch  X  —  r  mittelst  eines  sehr  einfachen  Verfahrens  bewerkstelligt 
wird,  welches  darin  besteht,  dafs  man  das  konstante  Glied  1    auf 

die  andere  Seite  bringt  und  in  jedem  der  Glieder       .       und  -j-y- — 

den  Koefficienten  A  durch  — ^^~L  und  den  Koefficienten  B  durch 

a-f-r 

— ir-i — —  ersetzt. 

^ir  brauchen  daher  jetzt  für  die  Auflösung  der  Gleichung 
1  4~  ^j(^)  =  9i(^)  keine  neue  Regel  mebr  zu  geben.  Man  wendet 
auf  diese  Gleichung  die  Formeln  der  Artikel  19  u.  ff.  an,  und  da 
man  von  vornherein  weifs,  dafs  die  kleinste  Wurzel  /  >  r  ist,  so 
gelangt  man  noch  leichter  zum  Resultat.  Nachdem  man  die  Wurzel 
/,  welches  die  zweite  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  ist,  gefunden 
hat,  bildet  man  in  ähnlicher  Weise  eine  dritte  Gleichung 

welche  die  n  —  2  übrigen  Wurzeln  enthält. 
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Man  erhält  also  auf  diese  Weise  mit  Hülfe  von  Gleichungen,  die 
immer  einfacher  werden,  nach  und  nach  die  verschiedenen  ponÜTen 
Wurzeln  r,  r\  r\ . .  .  der  gegebenen  Oleichung.  Diese  Rechnung 
ist  beendigt^  sobald  man  zu  einer  transformierten  Oleichung  gelangt^ 
die  nicht  lösbar  ist,  was  man  aus  den  von  uns  bei  der  allgememen 
Auflosung  angegebenen  Bedingungen  erkennt. 

28. 

Dieselbe  Methode  ergiebt  die  negativen  Wurzeln,  wenn  man  in 
der  gegebenen  Gleichung  das  Zeichen  von  x  ändert  und  dieselbe  dann 
auf  die  Form  1  -f"  9>(^)  "^  ^(^)  bringt  Indessen  ist  es  einfacher, 
die  letzte  der  transformierten  Gleichungen  1  -f*  ^i/^)  =  9i(^)t 
^  4*  98 (^)  ==="  ^aC^);  •  •  •  zu  nehmen,  welche  keine  positiven  Wurzeln 
mehr  hat,  aber  negative  haben  kann.  Um  diese  letzteren  zu  erhalten, 
reduciert  man  diese  transformierte  Gleichung  auf  die  gewohnliche, 
von  Brüchen  befreite  Form  und  wendet  sodann,  nachdem  man  das 
Zeichen  von  x  geändert  hat,  auf  sie  die  Methode  des  Artikel  13  an, 
um  sie  von  neuem  auf  die  Form  1 -f-9>(^)'^^(^)  zu  bringen.  Für 
diese  mufs  man  dann  die  positiven  Wurzeln  suchen. 

29. 

Es  bleibt  also  nur  noch  zu  zeigen  übrig,  wie  man  eine 
Gleichung,  die  lauter  imagin&re  Wnmeln  hat,  auflösen  könne 
Indessen  ist  diese  Aufgabe  bedeutend  schwieriger  wie  die,  die  reellen 
Wurzeln  zu  finden,  und  wir  verhehlen  es  nicht,  dais  die  vorher- 
gehenden Methoden  nur  wenig  Vorteil  bei  der  Lösung  derselben  ge- 
währen. Allerdings  könnte  man  die  imaginären  Wurzeln  einer  Glei- 
chung vl^  Grades  mit  Hülfe  der  reellen  Wurzeln   einer   Gleichung 

vom  Grade       T     finden.    Wenn  aber  w  auch  nur  wenig  grolser  ist 

als  4,  macht  die  bedeutende  Komplikation  einer  solchen  trayfor- 
mierten  Gleichung  und  der  Rechnungen,  welche  erforderlich  sind,  um 
zu  ihr  zu  gelangen,  die  Anwendung  dieses  Hülfsmittels  voUstimdig 
illusorisch.  Man  mufs  daher  in  der  gegebenen  Gleichung  selbst  and 
nicht  in  einer  transformierten  Gleichung  von  höherem  Grade  die 
Hülfsmittel  suchen,  welche  zu  den  numerischen  Werten  der  imagi- 
nären Wurzeln  führen.  Wir  haben  schon  im  Artikel  119  dieses 
Werkes  eine  Methode  angegeben,  welche  den  Vorteil  hat,  ziemlich 
schnell  zum  Ziele  zu  führen,  wenn  man  dem  Rechner  einige  An- 
deutungen  über   die   Wahl   des   ersten   anzunehmenden  Wertes  der 
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durch  a  -{-  ß  Y — 1  oder  r  (cos  ^  + 1^—1  si»  *)  ausgedrückten  Wurzel 
geben  konnte.  In  der  Erwartung,  dafs  diese  Methode  bald  die  Ver- 
besserungen, deren  sie  fähig  ist,  erfahren  möge,  wollen  wir  hier  die 
Formeln  geben,  welche,  bei  Anwendung  der  vorstehend  entwickelten 
Methode,  dem  Falle  der  imaginären  Wurzeln   entsprechen.     Und  da 

eine  imaginäre  Wurzel  durch  r  (cos  ^  -|-  }/ —  1  sin  d)  dargestellt  wird, 
so  suchen  wir  zuerst  die  Grenzen  für  die  Gröfse  r,  welche  im  ge- 
wissen Sinne  das  Mafs  ihrer  GroDse  oder  der  Modul  dieser  Wurzel 
ist,  weil  der  Wert  einer  beliebigen  Potenz  m  von  x  niemals  grofser 
als  r"*,  wohl  aber  beliebig  wenig  davon  verschieden  sein  kann. 

30. 

Grenflen  der  reellen  Gröfse,  welche  bei  den  imaginären  Wiiraeln 

als  Modul  auftritt. 

Wird  die  gegebene  Gleichung,  deren  Wurzehi  sämtlich  imaginär 
sind,  durch 

rc»  +  AiSf"-^  +  A^oi^"*  ±  A^x^-^  +  •  •  •  +  J«  =  0 

bezeichnet,  und  setzt  man  x^^^r  (cos  d^  -{-  Y —  1  sin  d") ,  so  zerfällt 
diese  Gleichung  in  zwei  andere,  nämlich: 

1^  cos  n^+ Ji  r»  - 1  cos(n~  l)«'+-4,  f~-"*  cos(n-- 2)  ^+"'+'^»  *"  0 

r»  sinn^+^if«-»  Biu{n—l)»+A^r*-^8in(n—2)d'±'"±Ar^irBin»^0. 

Multipliciert  man  die  erste  mit  cos  n^,  die  zweite  mit  sin  nd^  und 
addiert  die  Produkte,  so  erhält  man:         t 

r*  +-^1^""*  cos^  +  -^*^~"*  cos2'&  i  •  •  •  i  -^*»  cos  wd"  ■»  0. 
Offenbar  wird  nun  aber  r"  unter  der  Annahme  am  grofsten  werden, 
dafs  man 

hätte,  wobei  die  Eoefficienten  J.^,  A^,  A^ . , ,  auf  der  rechten  Seite 
sämtlich  positiv  genommen  sind.  Wendet  man  hierauf  das  an,  was 
wir  im  Artikel  1  für  den  Fall  reeller  Wurzeln  gefunden  haben,  so 
kann  man  schliefsen: 

1)  Wenn  der  Eoefficient  des  zweiten  Gliedes  Ai  an  Gröfse  von 

keinem  der  andern  Eoefficienten  A2,  A^,  -  -  -  An  übertroffen  wird,  so 

hat  man: 

r  <  1  +  ^1. 

2)  Wenn  Ai  und  Ak   die  beiden  Eoefficienten  sind^  für  welche 
,• j^    _ 

yAi  und  yAt  die  grofsten  Werte  haben,  so  ist: 
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Dies  ist  also  in  diesem  Falle  die  obere  Grenze  der  Grolse  r,  welche 
bei  den  imaginären  Wurzeln  als  Modul  auftritt. 

31. 

Um  die  untere  Grenze  eben  dieser  Grofse  zu  erhalten^  bemerke 
ich,  dafs,  weil  die  gegebene  Gleichung  nach  Voraussetzung  nur 
imaginäre  Wurzeln  hat^  ihr  letztes  Glied  An  das  Produkt  aus  allen 
Grofsen  r*,  r  *,  r '*, . . .,  welche  sich  aus  den  verschiedenen  Paaren 
imaginärer  Wurzeln  ergeben,  darstellen  mufs.  Ist  also  r  die  grofste 
der  Grofsen  r,  r ,  r", . . .  und  r^>  oder  q  die  kleinste,  so  hat  man: 

r>Yln  und  Q<yjn. 

Der  grofste  der  Moduln  r  mufs  daher  zwischen  den  folgenden  Grenzen 
enthalten  sein: 

r>^Tn,      r<}/Äi  +  y^. 

Was  die-  Grenzen  des  kleinsten  Moduls  anlangt,  so  haben  wir  nor 

die  obere  Grenze  -q  <  |/^ .    Jedoch    können    wir    auch    leicht  die 
untere  Grenze  finden. 

Zu  dem  Zwecke  hat  man  in  der  gegebenen  Gleichung  x^jtn 

setzen,  wodurch  sich  eine  Gleichung  von  der  Form  ergiebt: 

Nun  sind  zwei  Fälle  zu  lAtrachten: 

1)  Ist  der  Koefficient  B^  des  zweiten  Gliedes  mindestens  eben^ 
grofs,  als  irgend  ein  anderer  Koefficient,  so  hat  man,  wenn  Bi  positiv 
genommen  wird :  j»  <  1  +  5j . 

2)  Sind  Bi  und  Bk  die  beiden  Eoefficienteu,  für  welche  YSi  und 

}/Bi^  am  grofsten  sind,  so  hat  man,  wenn  diese  beiden  Wurzelgrolkeu 
a  und  b  genannt  werden,  s  <,a  -{-b. 

Im  ersten  Falle  ist  daher  q  >  YiT»"*  ™  zweiten  q  >  — xy* 

32. 

Form  der  Gleichungen,  welche  ini  Falle   der  imaginären  Wuneln 

anfffolÖBen  sind. 

Ist  F(x)  ==  0  die  gegebene  Gleichung  n*^  Grades,  deren  samt- 
liche Wurzeln  imaginär  sind,  und  substituiert  man  für  x  irgend  einen 
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Wert  a:  =  i,  so  ist  die  linke  Seite  F{x)  stets  eine  positive  Grofse. 
Daraus  folgt,  dafs,  wenn  man  wie  im  Artikel  13  verfährt  und  die 
gegebene  Gleichung  durch  das  Produkt  der  Faktoren  1  -{-  x,  2  -^x, 
3  -f-  ic, . . .  w  +  ^  dividiert,  um   sie  auf  die  Form  1  -{-  (p(x)  =»  if{x) 

oder    1  +  Z       ,      =  Z  ,  ,       zu  bringen,  die   verschiedenen  Werte 

von  a  die  ungeraden  Zahlen  1,  3,  5,  ...n — 1  sind,  während  die 
Werte  der  b  die  geraden  Zahlen  2,  4,  6, . . .  n  sind. 

Mithin  sind  im  Falle  der  imaginären  Wurzeln  die  Funktionen 
<p(x)  und  t{x)  beständig  von  der  folgenden  Form: 

^^^        2  +  «    '    i  +  x  ~  64-x  ^  ~  n+x 

Sie  besitzen  daher  dieselbe  Anzahl  von  Gliedern. 

33. 

m 

Setzt  man  hierauf  rc  =  r  (cos  0*  +  Y—i  sin  fr),  so  wird: 

A A__ A{a+r  CQgJ^  —Y^-rsin») 

a+x  ~  a+r(cOBfr+]/^=lBmfr)  ~  a«  +  2arcoß^  +  r« 

mithin: 

Z  — j —  =Z    ,  ,  ^ a.  ,    ,  +Kcosfr— 1/—  1  sinfr)  Z  -^tttl s"r*i ' 

a+x  a"+2arco8fr+r*    '^  ^  '^     a*+2arc08d+r* 

Hieraus  ersieht  man,  dafs  die  Gleichung  1  +  ^  ~~l—  =  ^  ,  .        in 
zwei  andere  zerfallt,  nämlich: 


a*  +  2ar  coa  d  +  r'  6*  +  2  6r  cos  d  +  r* 


a*  +  2arco8d  +  r*  6*  +  26r  co8d  +  »** 

Auf  der  linken  «Seite  hat  a  alle  ungeraden  Werte  1,  3,  5, . . .  n —  1, 
auf  der  rechten  b  alle  geraden  Werte  2,  4,  6, . . .  n. 

Dies  sind  also  die  Gleichungen,  welche  man  aufzulösen  hat,  um 
die  zu  jedem  Paare  von  imaginären  Wurzeln  gehörigen  Werte  von 
r  und  fr  zu  finden. 

Die  Zahl  r  ist  stets  positiv.  Was  die  Zahl  r  cos  fr  betrifft,  so 
kann  dieselbe  positiv  oder  negativ  sein.  In  Bezug  hierauf  kann  man 
also  zwei  Arten  von  imaginären  Wurzeln  unterscheiden,  näm- 
liclr  die  positiven,  wenn  der  reelle  Teil  r  cos  fr  positiv  ist,  und 
die  negativen,  wenn  dieser  Teil  negativ  ist. 
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34. 


Man  kann  annehmen^  dafs  die  vorstehenden  Gleichnngen 
unter  Yoraussetzung  eines  positiven  rcos^  gebildet  seien. 
Ähnliche  Gleichungen  könnte  man  unter  Voraussetzung  eines  nega- 
tiven r  cos  fr  bilden.  Dazu  müfste  man  das  Vorzeichen  von  x  in  der 
gegebenen  Gleichung  ändern  und  nach  dieser  Änderung  ebenso  ver- 

fahren  y   um  sie  auf  die  Form  1  +  Z  —j-—  =  Z  -v-p —   zu    bringen. 

Setzt  man  darauf  rc  »»  r  (cos  #  -j*  V — 1  ^^^  ^)f  ^^  würde  man  zwei 
Gleichungen  erhalten,  die  den  Gleichungen  (a)  ähnlich  sind,  deren 
Koefficienten  aber  andere  sein  würden. 

Diese  Unterscheidung   erscheint  notwendig,   weil   die  Funktion 

Z    ^  ,  .^ r— i — r  keine  eleichformiir  verlaufende  Funktion  von  r 

mehr  sein  würde,  wenn  man  die  Gleichungen  (a)  für  negative  cos^ 
in  derselben  Form  liefse.  Denn  differentiirte  man  diese  Funktion 
nach  r,  so  würde  der  Differentialquotient  sein: 

-.        2ji(r  +  aco8») 

"(a*  +  2arco8d  +  r«)«  ' 

und  dieser  würde  von  r  =  0  bis  r  =  oo  nicht  dasselbe  Vorzeichen 
behalten,  was  der  Natur  einer  gleichförmig  verlaufenden  Funktion 
widerspricht. 

Zur  vollständigen  Losung  der  gegebenen  Gleichung  mnfs  man 
daher  zwei  Systeme  von  Gleichungen  von  der  Art  wie  das  System 
(a)  betrachten,  in  deren  jedem  cos  ^  positiv  vorausgesetzt  wird. 

35. 

Ist  jetzt  r  cos  &•  ^^  p,  r^  ^^  q,  so  sind  die  beiden  aufsulösenden 
Gleichungen : 

^  "^  ^  a*  +  2ap  +  q  ~       b^  +  2bp+Y 

T  s=Z 


a*  +  2ai)  +  g  6'*  +  2fcjp  +  g 

Man  kann  dieselben  auch  einfacher  darstellen  durch: 

1  4.  T ^ =0 

wenn  man  festsetzt,  dafs  A  stets  positiv  eein  soll  für  jeden  nnge- 
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raden  Wert  a=  1,  3,  5,  ...w  —  1  und  negativ  für  jeden  geraden 
Wert  a=^2f  4,  6, . . .  w. 

Diese  Gleichungen  sind  von  ziemlieh  einfacher  Form;  da  sie 
jedoch,  zwei  Unbekannte  p  und  q  enthalten  ^  so  scheint  es  nicht,  als 
ob  man  dieselben  mittelst  einer  Methode  auflosen  konnte,  die  der- 
jenigen analog  wäre,  welche  wir  f&r  den  Fall  reeller  Wurzeln,  wo 
nur  eine  Unbekannte  vorkommt,  gegeben  haben. 

Wenn  man  daher  die  Weitläufigkeiten  der  Elimination,  durch 
welche  man  die  beiden  Unbekannten  auf  eine  einzige  zurückfahren 
könnte,  vermeiden  will,  so  mufs  man  sich  darauf  beschränken,  diese 
Gleichungen  durch  eine  Art  von  heuristischem  Verfahren  aufzulösen, 
wobei  nichts  weiter  vorausgesetzt  wird,  als  daCs  q  oder  r*  zwischen 

gegebenen  Grenzen  liegt,  und  dafs  stets  p  <  }/g  ist. 

Es  konnte  vorkommen,  dafs  man  für  die  vorstehenden,  das 
System  (a)  darstellenden  Gleichungen  keine  Losimg  fände.  Alsdann 
würden  aber  die  beiden  analogen  Gleichungen,  welche  das  andere 
System  darstellen  imter  der  Voraussetzung,  dafs  die  imaginären 
Wurzeln,  d.  h.  ihre  reellen  Teile,  negativ  sind,  sämtliche  n  imagi- 
nären Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  enthalten,  so  dafs  die  Auf- 
losung, fal|p  sie  in  dem  einen  Falle  nicht  gelingen  sollte,  notwendig 
in  dem  andern  gelingen  müfste. 

Man  braucht  sogar  die  Form  der  vorstehenden  Gleichungen  nicht 
zu  ändern,  sondern  man  kann  sich  damit  begnügen,  das  Vorzeichen 
von  p  zu  ändern,  wodurch  man  auf  das  zweite  System  zurückkommen 
würde.  Denn  die  letzte  Form  (a),  auf  welche  wir  die  aufzulosenden 
Gleichungen  gebracht  haben,  indem  wir  an  Stelle  von  r  und  ^  die 
Unbekannten  p  und  q  einführten,  hat  den  in  Artikel  34  bemerkten 
Übelstand  nicht  mehr,  vielmehr  sind  die  vier  Funktionen: 

Z ^^? Z ^ 

Bh  - B 


*"  b*-^2bp  +  q  '         6«— 2fci)  +  2  ' 

sowohl  in  Bezug  auf  p  wie  in  Bezug  auf  q  betrachtet,  stets  gleich- 
förmig  verlaufende  Funktionen,  da  p  immer  zwischen  den  Grenzen 

|)  =  0  und  p  =  Vq  liegen  soll. 

36. 

Wir  nehmen  an,  dafs  man  nach  einigen  Versuchen  Werte  von 
p  und  q  gefunden  habe,  welche  den  Gleichungen  (a  )  näherungsweise 
genügen.    Diese  Werte  seien  p-^f,  ^«=y;  dieselben  mögen  ergeben: 
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^     ,    y Äa 

r  ^  — 

WO  fi  und  V  sehr  kleine  Grölsen  sind.  Um  eine  grofsere  Annäherung 
zu  erreichen,  setzen  wir  !>  =  /*+  df,  q  =  g  -h  ^9  ^^^  erhalten  zur 
Bestimmung  von  df  und  dg  die  Gleichungen: 

Äa  A 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

A 


H^Z 


^o^ 


s  ; 


80  wird: 


mithin: 


2H8f+GSg  =  —  yL 
2Gäf+  Fdg  =  —  v, 

^'  ~  2    G^-FH  '         °^~   G^-FH  ' 
Somit  sind  die  verbesserten  Werte  von  jp  und  g: 

^~'  +  2   G^—FH 

^  ~^  +       G^—FH  ' 
Man  beachte,  dafs  man  mit  Rücksicht  auf  die  Grofsen  F,  G,  H  hat 

Setzt  man  also  H  =  —  gF  —  2fG  +  v,  und  vernachlässigt  man  die 

Glieder,  welche  die  Grofsen  fi  und  v  in  zwei  Dimensionen  enthaHen, 

so  wird: 

1  Ffi  —  Gp 


P  =  f  + 


2=5'  — 


2     G^+2fFG+gF* 
G(i+(gF+2fG)v 


G^+^fFG+gF-" 

Diese  Werte  können,  wenn  es  notig  ist,  dazu  dienen,  um  andere  zq 
finden,  die  noch  mehr  angenähert  sind. 


I.   NäheniDgs weise  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen.  417 

37. 

Nennen  wir  wieder  f  und  g  die  verbesserten  Werte  von  p  und 
q^  so  ergeben  sich  daraus  die  beiden  imaginären  Wurzeln: 


Um  sodann  die  andern  Wurzeln  derselben  Gleichung  zu  erhalten, 
müssen  wir  die  Gleichung  bilden ,  deren  Wurzeln  sie  sind. 

Sind  a:  =  /,  o:  =  r"  die  beiden  Wurzeln,  die  wir  soeben  bestimmt 

haben,   so  müssen  wir  in  der  gegebenen  Gleichung  1-|-  Z  — —  «=  0 

den  Eoefficienten  A  durch  einen  neuen  EoefBcienten 

.  {n-a)(n'-  1  —  a)     . 

ersetzen.  Dies  ergiebt  sich  in  der  That  aus  den  Formeln  des  Ar- 
tikels 26.  Da  nun  (a  +  ^')(^  +  O  =  «*  +  2a/*  +  ^f  ist,  so  wird 
der  Wert  von  A^: 

j,  (n  — o)(n— 1— g)     . 

^«"        a^  +  ^af+g       ^ 

« 

Hiemach  ist  die  neue  aufzalösende  Gleichung  n  —  2**°  Grades: 

l  +  I-^ 0, 

und  diese  zerfallt  durch  die  Substitution  x  =  p  +  Yp^  —  g  in  zwei 
andere,  nämlich: 


Diese  Gleichungen  sind  denen  im  Artikel  35  vollständig  analog;  sie 
enthalten  jedoch  beide  zwei  Glieder  weniger,  da  die  Werte  von  ^^y 
welche  den  Werten  a'=«n  und  a  =  w  —  1  entsprechen,  verschwinden. 
Mithin  ist  der  letzte  Wert  von  a  gleich  n  —  2,  und  in  der  That  ist 
die  Gleichung,  die  noch  aufzulösen  ist,  vom  Grade  n  —  2. 

38. 

Mit  Hülfe  dieses  Verfahrens  bildet  man  sehr  leicht  die  verschie- 
denen Gleichungen,  die  noch  aufzulösen  bleiben,  nachdem  man  stets 
je  zwei  der  imaginären  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  gefunden 
hat.  Die  Art  und  Weise,  wie  man  von  einem  System  zum  folgenden 
gelangt,  besteht  darin,  dafs  man  in  jeder  der  beiden  Gleichungen 

Legendre,  Zablentheorie  II.  27 
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des  Systems  zwei  Glieder  wegläfst  und  die  ^oefificienten  der  andern 
Glieder  nach  einem  unveränderlichen  Gesetze  abändert  Dies  Ver- 
fahren ergiebt  unmittelbar  das  Resultat^  welches  man  erhalten  würde, 
wenn  man  die  gegebene  Gleichung  durch  das  Produkt  der  den  bei- 
den gefundenen  Wurzeln  entsprechenden  Faktoren  dividiert  und  so- 
dann den  Quotienten  auf  die  Form  bringt^  welche  f&r  unsere  Methode 
erforderlich  ist 

Wenn  die  Operationen,  welche  erforderlich  sind  zur  Bestimmung 
der  reellen  Wurzeln,  zu  Ende  geführt  sind,  und  es  bleibt  nur  noch 
eine  Gleichung  von  geradem  Grade,  deren  Wurzeln  sämtlfch  imaginär 
sind,  {aufzulösen ,  so  ist  man  von  vornherein  sicher,  dafs  die  Auf- 
lösung möglich  ist.  Wenn  also  auch  die  Untersuchung,  die  sie  ver- 
anlafst,  wegen  der  kaum  zu  vermeidenden  Versuche  ziemlich  weit- 
läufig wird,  so  ist  sie  doch,  wenigstens  niemals  fruchtlos.  Übrigens 
werden  die  Operationen,  je  weiter  sie  fortschreiten,  von  Schritt  zu 
Schritt  einfacher,  weil  sich  die  Anzahl  der  Glieder,  die  nach  ein- 
ander gleich  n  —  2,  n  —  4,  n  —  6, . . .  ist,  ebenso  wie  der  Grad 
der  Gleichung  verringert,  und  sobald  man  zu  einer  transformierten 
Gleichung  vom  vierten  Grade  gelangt  ist,  kann  die  Losung  sogar 
ohne  jegliches  Probieren  durchgeführt  werden. 

39. 

Die  soeben  auseinandergesetzte  Methode  ist  noch  sehr 
unvollkommen;  indessen  hat  sie  einige  besondere  Voisflge, 
welche  sie  der  Einfachheit  und  Eleganz  der  Formeln  verdankt  Der 
beachtenswerteste  dieser  Vorzüge  besteht  darin,  dafs,  wenn 
man  für  p  und  q  verschiedene  Werte  setzt,  um  zu  ermitteln,  welche 
etwa  den  Gleichungen  genügen,  diese  Substitution  in  jedem  Nenner 
a^'^2ap'^q  ohne  jede  komplicierte  Rechnung  ausgeführt  werden  kaon. 

Dies  ist  nicht  der  Fall,  wenn  man  a?  =  r  (cos  &  -f-  Y — 1  sin  ^) 
gesetzt  und  für  r  oder  für  ^  in  die  Gleichungen,  von  denen  diese 
Unbekannten  abhängen  (Art.  119),  einen  neuen  Wert  zu  sabstitnieren 
hat.  Diese  Substitutionen  erfordern  komplicierte  Rechnungen,  be- 
sonders um  die  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  von  ^  zu  finden. 
Dieser  erste  Vorzug  ist  daher  schon  sehr  grofs. 

Ein  zweiter  aber  ist  nicht  weniger  bemerkenswert  Er 
besteht  darin,  dafs  die  beiden  aufzulösenden  Gleichungen  gleichzeitig 
auf  eine  sehr  einfache  Weise  gebildet  werden  können.  Giebt  man 
nämlich  p   und  q   besondere   Werte    und    findet    man   jedes   Glied 


=  0, 
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tia — T- —  "^  —  -^W'  ^^^l^c'i  gleich  +  i^(o),  wenn  a  ungerade, 

und  gleich  —  F(a),  wenn  a  gerade  ist^  so  ergiebt  sich  aus  der  ersten 
der  beiden  Gleichungen  (a)y  welche  folgendermafsen  dargestellt  wird: 

1  +  F(l)  +  F(S)  +  -F(5)  + \-F{n-l)] 

-  F(2)  -  FiA)  —  F{6) F(n) 

unmittelbar  die  zweite  in  folgender  Form: 

F(i)  + 1  j'(3)+1f(5)  +  •••  +  -zr^(«-i) 

— ^-F(2)-|f(4)— 1f(6) iF(«) 

Es  ist  daher  sehr  leicht,  beiden  Gleichungen  gleichzeitig  zu  genügen. 

40. 

Wir  glauben  die  im  Vorstehenden  angegebenen  Methoden  in 
ihren  Einzelheiten  hinreichend  entwickelt  zu  haben,  so  dafs  es  nicht 
nötig  sein  dürfte,  Beispiele,  wie  dieselben  anzuwenden,  anzuführen. 
Wir  wollen  nur  eine  allgemeine  Bemerkung  daran  knüpfen,  die 
bei  den  Anwendungen  von  Vorteil  sein  kann.  Wenn  nämlich  die 
Grofse  der  Eoefficienten  der  gegebenen  Gleichung  oder  die  Berech- 
nung der  oberen  Grenze  der  Wurzeln  darauf  hindeutet,  dafs  diese 
Wurzeln  sehr  grofse  Zahlen  sind,  so  kann  man  dieselbe  dadurch 
zweckmäfsig  auf  eine  mittlere  Grofse  bringen,  dafs  man  x^=^my 
setzt,  wo  m  gleich  10,  100  oder  einer  beliebigen  andern  Zahl  von  der 
Beschaffenheit  ist,  dafs  vermöge  derselben  die  Werte  von  y  nur  Ein- 
heiten oder  höchstens  Zehner  enthalten  können.  Ebenso,  wenn  die 
Koefficienten  der  gegebenen  Gleichung  so  klein  wären,  dafs  man 
daraus  schliefsen  müfste,  dafs  die  Wurzeln  viel  kleiner  als  1  seien, 

so  müfste  man  x  <«  -  -  setzen   und  m   derart  annehmen ,   dafs   der 

m 

gröfste  Wert  von  y  einen  ganzen  Teil  von  ein  oder  zwei  Ziffern 
haben  kann.  Die  Transformation  ist  besonders  im  zweiten  Falle 
nützlich,  um  zu  vermeiden,  dafs  die  Wurzeln  einander  allzu  nahe 
kommen  und  daher  vielleicht  eine  bei  den  aufeinanderfolgenden 
Näherungswerten  übergangen  wird. .     * 

41. 

Wir  beschliefsen.  diese  Untersuchungen  mit  einer  Bemerkung, 
die   notwendig   ist   zur   Vervollständigung   der  Auflösung   der   Glei- 

27* 
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chung  C'=^q>(x),  wie   sie  in   den  Artikeln  4  u.  £E.  angegeben  wor- 
den ist. 

Wir  haben  in  diesen  Artikeln  stillschweigend  vorani^esetEt^  iah 
die  nach  der  Gleichung  y  =  9>(^)  gezeichnete  Eunre  in  dem  der 
Rechnung  zu  Grande  gelegten  Teile,  nämlich  von  x^=^0  oderx=i 
bis  X  =  r,  wo  r  die  Abscisse  des  Schnittpunktes  M  ist,  überall 
konkav  oder  überall  konvex  sei  gegen  die  Abscissenachse.  Diese 
Eigenschaft,  zufolge  deren  die  Reihe  k,  Je,  Je' ...  bestandig  gegen  die 
gesuchte  Grenze  r  hin  zunimmt,  gilt  bei  unendlich  vielen  gleich- 
formig  verlaufenden  Funktionen  und  besonders  bei  allen  denen,  welche 
bei  unsrer  zweiten  Methode  zur  Anwendung  kommen.  Im  allge- 
meinen erfordert  die  Definition  der  gleichförmig  verlaufenden  Funk- 
tionen indessen  nur  eine  einzige-  Bedingung,  nämlich  die,  dafs  der 

*.   Differentialquotient  -  J,  -     für   den   ganzen  Bereich   der   positiven  x 

dasselbe  Vorzeichen  beibehalte.    Es  kaim  daher  vorkommen,  dab  der 

Differentialquotient  zweiter  Ordnung  — J^      ^^   demselben  Bereiche 

ein  oder  mehrere  Male  sein  Zeichen  ändert;  alsdann  zeigt  die  Enrre 
y  =  (p{x)  einen  oder  mehrere  Wendepunkte  oder  Veränderungen  in 
der  Krümmung.  Wir  wpllen  z.  B.  annehmen,  dafs  eine  solche  Krum- 
mungsänderung  stattfinde  zwischen  den  beiden  Punkten  k'  und  k'\ 
was  dadurch  angezeigt  wird,  dafs  die  beiden  Differenzen  q){J:)  —  c 
und  q>{k")  —  c  verschiedenes  Zeichen  haben  müssen.  Setzt  man  nun 
die  Rechnung  nach  den  Formeln  der  Artikel  4  und  6  weiter  fort, 
um  den  Wert  des  folgenden  Gliedes  Tc"  zu  erhalten,  so  findet  man 
k'"  <  k'\  so  dafs  die  Reihe  Jfc,  k\  k'\  k'"  hinter  dem  Gliede  i"  auf- 
hört, eine  wachsende  Reihe  zu  sein. 

Hat  man  jedoch  zu  gleicher  Zeit  H"  >  k\  so  kann  man  die  Be- 
rechnung der  folgenden  Glieder  nach  denselben  Formeln  ausfUren 
und  gelangt  gleichfalls  zu  dem  Resultat,  welches  die  Grenze  der 
Glieder  k'\  T',  F^  .  • .  ist. 

Wenn  es  jedoch  einträte,  dafs  k"'  <  k'  wäre,  so  würde  man  sich, 
wenn  man  die  Rechnung  nach  denselben  Formeln  weiter  fortsetten 
wollte,  mehr  und  mehr  von^dem  richtigen  Resultate,  welches  man 
sucht,  entfernen.  Das  einfachste  Mittel,  um  diesem  Übelstande  ab- 
zuhelfen, besteht  darin,  dafs  man  die  beiden  Punkte  Jc^  Je'  durch  eioe 
gerade  Linie  verbindet,  welche  die  Gerade  CM  in  einem  leicht  zn 
bestimmenden  Punkte  schneidet.  Ist  Je"  die  Abscisse  dieses  Punktes, 
so  hat  man: 


i 
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und  es  ist  Ä'"  ein  der  Wurzel  r  sehr  nahe  liegender  Wert.  Sodann 
setze  man  die  Berechnung  der  folgenden  Glieder  i^^,  Ic^,...  nach 
den  ge wohnlichen  Formeln  weiter  fort;  die  Grenze  dieser  Reihe  ist 
alsdann  die  gesuchte  Wurzel. 

Im  allgemeinen  treten  die  Ausnahmen ^  von  denen  soeben  die 
Rede  gewesen  ist,  nur  in  Fällen  auf,  in  denen  sich  die  Auflösung 
von  selbst  vereinfacht,  da  man,  wenn  man  weifs,  dafs  die  gesuchte 
Wurzel  zwischen  Je  und  k"  liegen  mufs,  diese  Grenzen  leicht  be- 
liebig verengern  kann. 


Zweiter  Abschnitt 

Über  einige  Gleichungen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  sich 
ans  einer  bekannten  Wurzel  alle  andern  rational  bestimmen  lassen. 

42. 

Wir  nehmen   an,   dafs,  wenn   die  Wurzel  x  bekannt   ist,   eine 
andere  Wurzel  x.  durch  die  sehr  einfache  Formel 

,         a-{-bx 
l  +  cx  ^ 

in  welcher  a,  &,  c  bekannte  Eoefficienten  sind,  bestimmt  werde,  und 
dafs  diese  Eigenschaft  allgemein  für  alle  Wurzeln  gelten  solle.    Man 

CL    I    bx 

mufs  daher,  wenn  man  -r- J —  ^^^  ^  ^^  ^^®  aufzulösende  Gleichung 

substituiert,  wieder  auf  dieselbe  Gleichung  zurückkommen.  Nun 
kann  man  aber  dem  Gesetze  zufolge,  nach  welchem  sich  die  Wurzel 
x'  aus  der  Wurzel  x  ergiebt,  auch  eine  dritte  Wurzel  x'  aus  x\ 
eine  vierte  x"'  aus  x'  u.  s.  w.  ableiten,  und  zwar  geschieht  dies  der 
Reihe  nach  durch  die  Gleichungen: 

/         a-{-hx         „      '  a-^-hx'         ,„ a-^hx" 

^  \+cx  '    ^   """1^^=^"^'  ^  \  +  cx'  '" 

Mithin  mufs,  wenn  die  gegebene  Gleichung  von  n^^  Grade  ist,  die 
n*®  der  Wurzeln  ä',  x\  x",  welche  durch  x^^^  bezeichnet  sein  möge 
gleich  der  ursprünglichen  Wurzel  x  sein. 

Wir   wollen  untersuchen,    wie  diese  allgemeine  Bedin- 
gung analytisch  ausgedrückt  werden  kann. 
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43. 


Ist  o(ß^  ein  beliebiges  Glied  der  Reihe  Xy^  x'\  x\  . . .  a;<*~^>,   so 
bestimmt  sich  das  folgende  Glied  x^*+^J  durch  die  Formel: 

Nehmen»  wir  an,  dafs  x^^^  durch  die  Formel  ~,  wo  ^  und  g  von  der 
Form  A  -{-  Bx  und  G  -fr  J)x  sind,  dargestellt  werde,  und  bezeichnen 
wir  gleichzeitig  a:^*+^)  durch  — r,  so  ist: 

i         2  +  cp   ' 
Hiernach  können  wir  setzen: 

p'  =  ag  +  &JP 

3  =    2  +  ci> 
und  somit: 

V  +  f*«'  =  (ft  +  <^f*)i>  +  («  +  f*)?.  • 
Bestimmen  wir  die  Konstante  ft  derart,  dafs 

ist,  so  erhalten  wir: 

V  +  f*2  =  (6  +  Cft)(i)  +  fig) 

44. 
Bezeichnen  wir  die  Funktion  i>  +  (tg  mit  ^(Jfc),  so  wird : 

9,(ä;  +  1)  =  (6  +  c^)9,(*), 
oder: 

Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  jede  Seite  dieser  Gleichung  eine  Konstante 
sein  mufs,  und  somit  ist: 

Nennt  man  ft'  die  zweite  Wurzel  der  Gleichung  a  +  (t  =  (6  -f-  cfc)  f«, 
so  ist  ebenso: 

1)  +  g,t'  =  Ä{h  +  c^')*- 
Polglich: 

y  = j 

^— »* 

gr  e=s . 
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Mithin  ist  —  oder: 

Ist  jetzt  der  Index  k  gleich  Null,  so  wird:  *. 

Ä'  —  Ä'      A  ~  x  +  ii 
and  schliierslich: 

(X  +  ^)  (6  +  c^)*--  {X  +  ^O  (6  +  c^')* 

45. 

Wir  müssen  jetzt  die  Bedingung  ^"^  »»  x  ausdrücken  ^  vermöge 
deren  die  gegebene  Gleichung  w****  Grades  n  Wurzeln  Xy  x',  x\  . . .  x^'^-^^i 
besitzt^  welche  eine  in  sich  zurückkehrende  Reibe  bilden,  und  zwar 
ergiebt  sich  jedes  Glied  x^''^  der  letzteren  aus  dem  vorhergehenden 
Gliede  a;^*—^)  mittelst  der  Formel: 

Die   in  Bede   stehende  Bedingung  reduciert  sich  allgemein  auf  die 
Gleichung: 

Der  Gleichung  cft*  +  (6 — l)ft  =  a  zufolge  hat  man  aber  die  beiden 
Wurzeln: 


2         '     2 


mithin: 


i  +  c^'==  —^  +  1^(1  -  ^y  +  4ac 

6  +  c^  =  -  J--  -  I  V{1  -  by  +  4^. 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

iJ==|/(l_6)«-f  4oc, 
so  mufs  allgemein  die  Gleichung  bestehen: 

(l  +  6  +  B)-  =  (l+6  — i?)". 
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46. 

1)  Ist  n  =  3,  80  giebt  diese  Gleichung: 

3(1  +  6)«  +  i?  =  0, 
mithin :     .  • 

1  +  t  4-  6«  -}-  ac  —  O: 

2)  Ist  n  =  4,  so  giebt  die  allgemeine  Gleichung: 

(1  +  6)«  +  JB»  =  0 

oder: 

l  +  6«-f2ac  =  0. 

3)  tst  n  =  5y  so  erhält  man: 

5(1  4.  6)4  +  10(1  +  bya^  +  JB*  =  0, 

und  diese  Gleichung  reduciert  sich  auf  die  Form: 

0  =  aV  +  ac(3  +  46  +  SV)  +  1  *+  6  +  ft«  +  6»  +  6*  =  0 

oder: 

0  —  (2ac  +  3  +  46  +  36«)«  -  5(1  +  6)*. 

Aus  diesen  drei  Fällen  ersieht  man,  dafs  i?  negativ  ist,  und  dies 
ist  allgemein  der  Fall  fär  jeden  Wert  von  n.  Denn  wenn  B  reell 
wäre  —  von  6  sowie  von  a  und  c  wird  dies  vorausgesetzt  —,  so 
würden  offenbar,  da  die  reellen  Gröfsen  1  +  6  +  -K  ^od  1  +  6  —  iJ 
ungleich  sind,  auch  ihre  n^°  Potenzen  ungleich  sein. 

47. 
Da  S?  negativ  ist,  kann  man  setzen: 

^54^  +  4->^(l^^)*  +  4ac  =  (>(co8^  +  V^^  sin  d). 

Dies  giebt: 

p*  =  6  —  ac 

COS  *  =  -TT 

Hiernach  erfordert  die  in  Rede  stehende  Bedingung,  dafs  die  Glei- 
chung bestehe: 

(>»(cos  w-d"  +  )/—  i  sin  nd)  =  (>"(cos  n^  —  }/—  1  sin  n^). 

Mithin  redaciert  sich  diese  Bedingung  auf  die  Gleichung: 

sinnd'  ^=  0,    oder    d'  =  —, 

worin  «  irgendeine  ganze  Zahl  ist.  Diese  Bedingung  läfst  sich  auf 
die  Form  bringen: 

(6  -  ac)  cos^  ^*-  =  ^  (1  +  b)'. 
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Für  n  =  3  hat  mau  nur  den  einen  Wert  i=l,  weil  i  nicht 

n  .  «*         1  . 

gröfser  sein  darf  als  y'    Daraus  ergiebt  sich  cos  y  =  y>  ^^^  die 

Bedingung  geht  üher  in: 

0  =  1  +  6  +  62  ^  ac 

Für  j»  =  4  ist  i  ebenfalls  gleich  1  zu  setzen^  also  cos*  t  =*  Y  > 

und  die  Bedingung  wird: 

0  =  1  +  6*  +  2ac. 

Für   n  =  5  kann  man  i  =  1-  und  i  =  2  setzen,   so  dafs  man 
einer  der  beiden  folgenden  Gleichungen  genügen  mufs: 

b-ac  =  (l  +  b)>{^^^" 

6  _  ac  -  (1  +  6)*  (^^^*- 

48. 

'Weitere  XSntwioklimg  f&r  den  Fall  der  Glelohnngen  dritten  Orades. 

Die  Bedingungsgleichnng  ist: 

1  +  6  +  6»  +  ac  =  0 
oder: 

6  _  ac  =  (1  +  6)»  =  m. 

Wird  die  Gleichung  x  =  -r^ —  auf  die  Form 

icaf-—  6)  (cÄ  -f-  1)  =  «c  —  ^  =  —  ^ 

gebracht,  und  setzt  man  ex  —  b  ^^y,  ca;  +  1  =  jsf  oder: 

/ y  +  b  z  —  1 

c      '  c      ' 

so  wird  y0  =  —  m.    Ist 

x^  —  Äx^  +  Bx—C==^0 
die  Gleichung  in  x,  so  mufs  dieselbe  befriedigt  werden,  wenn  man 

für  X  die  Werte  x  =     ■       ,   x  =  — ^^^-  substituiert,  so  dafs  man, 

c     ^  c  '  ' 

wenn  man  zur  Abkürzung  cA  =  a,  c*jB  =  /J,  c^C  =  y  setzt,  durch 
Substitution  der  beiden  Werte  von  ex  in  die  gegebene  Gleichung, 
welche  alsdann  in 

(^x^  —  ac*a;*  +  ßex  —  y  =  0 

übergegangen  ist,  die  beiden  Gleichungen  erhält: 

0  =  ^  ^  (ß  +  a)z^  +  (ß  +  2a  +  ß)z  —  (l  +  a  +  ß  ^  y) 

0  =  j/»  +  (36  -  a)y«  +  (36^  -  2ba  +  ß)y  +  b^-Va  +  bß  —  y, 
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Setzt  man  nun,  da  y;2?  =  —  w  ist,  den  Wert  xr  = in  die  Glei- 
chung für  z  ein,  wodurch  sich  das  Resultat  ergiebt: 

0  =  m»  +  (3  +  a)m»y  +  (3  +  2Ä -f /J)my*  +  (1  +  a  4- '^  +  y)y», 

SO  mufs  diese  Gleichung  mit  der  bereits  für  y  gefundenen  Gleichung 
übereinstimmen. 

49. 
Setzt  man  zur  Abkürzung: 

Jf  =  6»  -  62«  +  ft^  _  y^ 

so  giebt  die  Vergleichung  dieser  beiden  Gleichungen  die  drei  Be- 
dingungsgleichungen : 

m»  ^  M{1  +  a  -f.  /J  +  y) 

w?{U  —  a)  =  Jf  (3  +  2«  +  /J) 

w(36*  —  2ha  +  /3)  —  1/(3  +  a). 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhalt  man,  wenn  man  M=m^li 
setzt  und  sieh  erinnert,  dafs  m^  =»  1  -{-  6  ist: 

^~     1  +  N'^      P  l-\-N  " 

Werden  diese  Werte  in  die  erste  Gleichung  substituiert,  so  folgt: 

(1  +'&)'  _  1  _   8(&  +  6») 
^"^       N  1  +  N    ' 

und  setzt  man  endlich  die  Werte  von  a,  /3,  7^  iu  die  Gleichung 

Jf  =  63  -  6«a  +  6/J  -  y  =  (1  +  6)'^- 

ein,  so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  N  die  Gleichung: 

2V3  +  i  =  0, 
mithin: 

N^--  1. 

Denn  nähme  man  für  N  einen  der  beiden  imaginären  Werte,  welche 
sich  aus  dieser  GKeichung  ergeben,  so  würden  die  Koefficienten  der 
aufzulösenden  Gleichung  imaginär  werden,  ein  Fall,  von  dem  wir 
absehen  können. 

50. 
Da  nun  für  den  Wert  JV«=  —  1  die  Werte  von  «,  ß,  y  unendlich 
grofs  werden,  so  mufs  man  daraus  schliefsen,  dafs  die  Gleichungen 
ersten  Grades,  aus  denen  die  Werte  von  a,  /3,  y  folgen,  nicht  nn- 
abhängig  von  einander  sind,  dafs  vielmehr  eine  derselben  bereits  in 
den  beiden  andern  enthalten  ist,  so  daiSs  einer  der  Koefficienten  a, 
/),  y  unbestimmt  bleibt. 
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In  der  That  reducierea  sich  die  beiden  Gleichungen: 

m\U  —  «)  =  M(3  +  2a  +  ß) 

\    w(362  —  26a  + /3)  =  M(3  +  a), 

wenn    man   darin  die  Werte  Jlf  =  —  (1  +  6)'>   m  =  (1  +  6)^  sub- 
stituiert, auf  die  Gleichung: 

0  —  3(1  +  6  +  6«)  +  a(l  -  6)  +  /3, 
aus  der  man  erhält: 

/3  =  —  3(1  4-  6  +  6")  -^  «(1  —  6)  =  3ac  -  (1  -  6)«. 
Ferner  ist  y  =  —  1  —  a  —  /J  —  (1  +  &)*  oder: 

Somit  wird  die  gesuchte  Gleichung  (^o^  —  a(^x^  -f-  ßcx  —  y  =  0  von 
der  Form: 

0  =  c»ar»  +  3c«aa:  _  i  +  6»  _  «[c«a;«  +  (i  _  &)  ^a;  -  6], 

in  welcher  a  unbestimmt  bleibt: 

Hieraus  sieht  man,  dafs  es  unendlich  viele  Gleichungen  dritten 
Grades  von  der  Beschaffenheit  giebt,  dafs  sich  eine  Wurzel  x  aus 
einer  andern  Wurzel  x  mittelst  der  Formel 

X  =  \ 

1  +  Ca: 

ergiebt,  wobei  die  drei  Eoefficienten  a,  b,  c  der  Bedingung 

1  +  6  +  6«  +  ac  =  0 
genügen. 

Werden  die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit  x,  Xy  x  be- 
zeichnet, so  hat  man  also: 

/        a-\-hx  ir        a'\-h3f  a  —  x 


\-\-cx  ^  l  +  cx'  cx  —  b 

51. 

. 

Ist  z.  B.  o  =  3,  b  =  —  2,  c  ■■  —  1,  so  ist  die  gesuchte  Glei- 
chung allgemein: 

0  =  ar»  —  9a:  +  9  +  a(«»  —  3a;  +  2). 

Hieraus  ergeben  sich  unendlich  viele  specielle  Gleichungen  z.  B. 

0  =  «»  — 9«  +9 

0  =  ar»  —  3»»  +  3 

0  =  ar»  +  3rc»  -  18a;  4- 15 
u.  s.  w. 

Sie   besitzen  alle  dieselbe  Eigenschaft,  nach  welcher  sich  aus 
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einer   bekannten  Wurzel   x  die   beiden   andern  Wurzeln   x    und  x" 
rational  mit  Hülfe  der  Formeln  a;'= —; ,  x"=  -— r~s-  bestimmen. 

52. 

Da  die  Gleichung  dritten  Grades,  zu  welcher  wir  gelangt  sind, 
drei  Unbestimmte  c,  b,  a  enthält,  so  scheint  es,  als  ob  man  jede 
gegebene  Gleichung  desselben  Grades,  z.  B. 

0  =  0?^  — px^  -{-  qx  —  r 

auf  diese  Form  bringen  könnte.    Zu  diesem  Zwecke  müfste  man 
die  Grofsen  a,  h,  c  mittelst  der  Gleichungen  bestimmen: 

—  -  (1  -  &)  -^  «  g 

1—6«        .ha 


c»  c» 


r. 


Da  ac=  —  1  —  b  —  6*  ist,  so  erhält  man,  wenn  man  zur  Abkürzung 

(P'  -  3g)  (g*  -  3pr) 
setzt,  zur  Bestimmung  von  b  die  Gleichung: 

6*  +  6-;4f +  1  =  0, 
mithin: 


—  n  —  2  ±}/3n(4  —  n) 
^  2(n— 1) 

Ist  6  bekannt,  so  erhält  man  c*und  a  aus  den  Formeln: 

Damit  der  Wert  von  b  reell  sei,  mufs  n  positiv  und  kleiner  als 
4  sein.     Diese  Bedingungen  sind  erfüllt,  sobald  H>0  ist,  wo 

H  =  p^q^  —  4i)V  +  ISpqr  —  iq^  —  27  r* 
gesetzt  ist. 

Wenn  ferner  unter  Voraussetzung  rationaler  Weirte  von  p,  Qy  r 

die  Grölse  H  ein  Quadrat  ist,  so  sieht  man,  dafs  b  ebenso  wie  c  und  a 

rational  wird,  so  dafs  die  Formel 

f        a  4-  hx 
X  =  -7-\ 

den  rationalen  Ausdruck  der  zweiten  Wurzel  x'  mittelst  der  ersten  x 
und  ebenso  den  der  dritten  x"  mittelst  der  zweiten  x'  giebt.  Es  sind 
daher  die  drei  Wurzeln  rational,  wenn  es  eine  von  ihnen  ist. 
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53. 
Ist  z.  B.  die  Gleichung 

a.^_|_aJ>_6a;-7«-0 
gegeben^  so  hat  man: 

mithin: 

n  =  3     und     ^  =  —  o      ^^^^    *  =*  —  2. 


Ist  zuerst  &  =  —  V7  *^^  wird: 


(l^b)  (J)«  -  3g)   _  1  ^_^^__1 

9f— pg  2 


^  = ^-— ;;:;; =  ^7      «-«ci^^—  «, 


ac  =  —  1  —  6  —  6«  =*  —  -,^- ,      a  =  — ^^  • 
Mithin  erhält  man  die  Wurzel  z'  aus  z  mittelst  der  Gleichung: 

2  +  a: 

Ist  zweitens  6  «=  —  2,  so  wird: 

c=l,       a=i  — 1,       a  =  —  5 

und: 

—  3  —  2a: 


X  = 


1  +  Ä 

Übrigens  kommt  diese  Lösung  auf  die  vorige  zurück;  denn  aus  dieser 
erhält  man: 


„         —  3  —  a;'  —  3  —  2a; 

X   = 


2  +  a;'  X  +  x      ' 

d.  h.  anstatt  die  drei  Wurzeln  in  der  Reihenfolge  z,  z%  z"  zu  be- 
trachten, betrachtet  man  sie  in  der  umgekehrten  Reihenfolge  z,  z\  z'. 

54. 

• 

Immer,  wenn  die  Gröfse  H  positiv  ist,  sind  die  Werte  von  a, 

hy  c  reell.    Geht  man  also  von  der  Wurzel  z  aus,  die  man  stets  reell 

annehmen  kann,  so  werden   die  beiden  andern  z   und  z"  durch  die 

Formeln 

t        a  -{-  hx  ft        a.  +  hx' 

1  +  ca;    '  1  -\-  ex 

ausgedrückt  und  sind  daher  reell.  Wir  werden  daher  auf  diesem 
Wege  zu  einem  durchaus  strengen  Beweis  der  Eigenschaft  der  Glei- 
chungen dritten  Grades  geführt,  dafs  nämlich  ihre  drei  Wurzeln  im 
irreduktiblen  Falle  reell  sind.  Zugleich  hat  man  zwei  sehr  einfache 
Formeln,  um  zwei  von  diesen  Wurzeln  mittelst  der  dritten  auszudrücken. 
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* 

Ist   z.   B.   die   Gleichung   a?  —  ^a?  —  \Qx  +  24  =  0    gegeben, 
deren  Wurzeln,  wie  man  vorher  weifs,  2,  —  3,  4  sind,  so  geben  die 

vorstehenden  Formeln  6«=  —  --,  c=— -rr^,  »  =  -5^,  tmd  hieraus 

folgt  die  Formel: 

'  _   816  —  128a; 
^  58~29x 

Ist  a;  =  2,  so  wird  a;'  =  —  3,  ist  a;'  ==  —  3,  so  wird  x"  =  4. 

55. 

Weitere  Entwioklimg  für  den  Fall  der  Glekdiiuigen  vierten  Oiades. 

Hier  ist  die  Bedingungsgleichung: 

1  +  6»  +  ac  =  0, 
somit: 

6  -  ac  =  y  (1  +  6)*  =  «t. 

Ist 

0  =  c*x*  —  u<?x^  +  ßc^3?  —  yex  +  * 

die  gesuchte  Gleichung*  so  mufs  man  derselben  durch  die  Werte 
cx^^g—  1,  ex  =  y-^b  Genfige  leisten.  Dadurch  ergeben  sich  iwei 
Gleichungen  in  y  und  e,  nämlich: 

0  =  y*  +  (46  — a)y»  +  (66«-3a6  +  /J)<y«  +  (46»-3&*c+2&/J-}')y 

+  6*  — 6»a  +  6'/J-6y+d 
0  =  ^^  — (4  +  a)«»  +  (6  +  3a  +  /J)Ä«  — (4  +  3a  +  2/J  +  y)jer 

+  l  +  a  +  /J  +  y  +  d. 

I 

Da  nun  e  = ist,  so  mufs  man  die  beiden  Gleichungen 

0  =  /  +  (46  — «)y»  +  (66«  -  3a6  +  /3)y*  +  (46»-36««4-2i/5-y)y 

0  =  »M*  +  (4 +  a)m»9+ (6 +  3a  +  /3)my+ (4  + 3«  + 2/J  +  y)i«y' 

mit  einander  identificieren.    Setzt  man  zur  Abkürzung: 

ft*  _  J»a  +  ft»/}  _  6y  -1-  d  =  m*N, 
so  erhält  man  die  vier  Bedingungsgleichungen: 

,»» — iV"(l  +  a  +  /J4-y  +  d) 
m(U  —  o)  =  N{4:  +  3o  +  2^  +  y) 
Gb*  _  3a6  +  /J  =  N{6  +  3«  +  /J) 
46»  -  36*a  +  26/J  -  y  =  »niV(4  +  a). 
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Hieraas  ergiebt  sich: 

_  _45(2iV  +  1)  —  IN{N+^) 
—  4iV«  —  2(1  —  6)»iV—46> 


m«     ,     i^«_  26(1 +  6»)iV- (1 +  6)*  +  6* 


N     '  iSr«  +  4iV+l 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 

6*  —  6»a  +  J«/}  -.  6y  +  <J  =  w« JV 
ein,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  N  die  Gleichung; 

2V*  —  1  =  0, 
welche  die  beiden  reellen  Wurzeln  ^  =  1  und  ^  =  —  1  besitzt. 

56. 
Die  Wurzel  N=  1  giebt: 
a  =  _  2(1  —  6),      /3  =  2(1  -  6  +  6»),     y  ^ l  +  b-b*  +  5», 

« 

•         *  =  1  (1  +  6«)«. 

Jedoch  ist  die  aus  diesen  Werten  entstehende  Gleichung  nicht  eigent- 
lich vom  vierten  Grade,  da  sie!  nichts  anderes  ist  als  das  Quadrat 
der  Gleichung  zweiten  Grades: 

0  =  c^x«  +  (1  -  b)cx  +  4-(l  +  *')• 

Es  kann  daher  nur  die  Wurzel  N  =  —  1  eine  Losung  geben.  Man 
erhält  daraus  die  Werte: 

a  =  -2(l-6) 

^  =  —  66 

y^       l  +  3j_36»_fta 

d J(i_65*  +  6*). 

Diese  Eoefficienten  sind,  wie  man  sieht,  Funktionen  von  b  allein; 
nimmt  man  daher  b  willkürlich  an  und  bestimmt  man  a  und  c  durch 

die  Bedingung  ac  =* ^(1  "f"  ^^>  so  geben  die  soeben  unter  der 

allein  zulässigen  Voraussetzung  N==^  —  1  gefundenen  Werte  von  a, 
ßy  y,  d  allgemein  die  Gleichung: 

0  =  c*a;J  —  ac^x^  +  ßc^x^  —  ycx  +  d. 
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Wird  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  mit  x  bezeichnet^  so  werden 
die  drei  andern  x\  x'\  x*  durch  die  Formeln  gegeben: 

/         a-\-'bx  „        a-\'hx'  2a +  (6  —  l)x  ,„         x  —  a 

X  =  -r-, — —  ,     X   =s  — -; -r  =  —^ — .    ■  ^        ,     a:    = 


l-\-cx^  l  +  Cic'  1  — 6  +  2CX    '  b  —  cx 

« 

57. 
Ist  z.  B.  &  =  3,  a  =  —  5,  c  ==  1,  welche  Werte  der  Gleichuiig 
1  +  ^^  +  2ac  =  0  genügen,  so  hat  man  die  Gleichung: 

0  =  a;*  -  4ar^  —  18a;^  +  44a;  —  7. 
Wird  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  x  genannt,  so  sind  die  drei  andern: 

,. — -  6  +  Src  „         x  —  b  „f flc  +  5 

X       ^—  "1  7"  m  X  "T"*  Z  «  X  — 


1  +  X      '  X  —  1  '  3  —  x 

Aus  der  numerischen  Berechnung  findet  man  Relationen  zwischen  den 

■ 

Wurzeln,  welche  zeigen,   dafs  sich  die  gegebene  Gleichung  in  zwei 
Gleichungen  vom  zweiten  Grade  zerlegt,  nämlich  in: 

0  =  rc«  —  6«  +  1,     woraus  folgt:  jr  =       3  +  21/2,     und 

0  =  ir*  +  2a;  — 7,  „  a;=-l+2}/2. 

Die  Reihenfolge,  die  sie  nach  unsern  Formeln  haben/  ist  folgende: 

a;  =  3  — 2}/2,        a;'  =  — 1-2^2,        a;"=3  +  2/2, 

x'' l  +  2}/2. 

In  dieser  Reihenfolge  ergiebt  sich  jede   aus  der  vorhergehenden  in 
folgender  Weise: 

,         -^  6  +  3a;  /, —  6  +  3a?'  /,/        —  6  -f  ^^"  ,«iv -. 

X  =^  7 — i  t      X  — —         ~     7      ;         •       X    ^^         ~     ;       7»         •      X^    -"■  *• 

l  +  x'  1  -^  X         '  1  +  ^ 

£»8. 

Überhaupt  ist  die  Gleichung,  zu  welcher  wir  durch  die 
vorstehende  Untersuchung  gelangt  sind,  nämlich: 

0  =  c*ic*  +  2 (1  -  ft) c'ar'  -  66c*jc»  —  (1  +  36  —  35»  -  6»)cx 

_l(l_66«  +  6*) 
das  Produkt  von  zwei  Gleichungen  zweiten  Grades: 

0  =  cV  -  2hcx  —  i  (1  +  2ft  -  &*) 

0  =  c*a^  +  2cx   +  y  (1  —  26  —  6*), 
deren  Wurzeln  sind: 
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cx^       h±{\  +  h)'\/\ 

ex 1±(1  +  &)]/y- 

Man  erhält  daher  für  den  Fall  der  Gleichungen  vierten  Grades  nur 
sehr  beschränkte  Losungen,  und  auch  diese  gehören  eigentlich  nur 
za  den  Gleichungen  zweiten  Grades. 


59. 
Weitere  Entwicklung  für  den  Fall  der  Gleiohungen  fünften  Grades. 

Hier  hat  man  zu  setzen: 
6_ac  =  ~(l  +  6)«(l  +  V^)«  =  m,    w^  — (l  +  6)fi, 

fi  = Y—     oder    ji*  —  fi  =  1, 

und  um  die  gesuchte  Gleichung,  die  wir  hier  durch 

darstellen,  zu  finden,  hat  man  die  folgenden  sechs  Gleichungen  auf- 
zulösen: 

m2JV^=6^— a6*+/J&»— y6«+d&— f      (1) 

5 

w«  «:.  JV^(l+a+'^+y+d+«)  (2) 

»»"(oft— a)  =  JV^(5+4c+3/3+2y+(y)  (3) 

«»*^(106«-46a+/J)  =  2^(10+6a+3/3+y)  (4) 

106»— 6ft»a+3l»/3— y  =  m«JV^(10+4a+/3)  (5) 

56*-4&»a+36»/l-2fty+«J  — »i»jy(5+a).  (6) 

60. 
Aus  den  Gleichungen  (4)  und  (ö)  erhält  man: 

P D ' 

-wenn  man  setzt: 

F  =  102^(1  —b  +  h*)  —  10ii(N*  +  6») 

G  =  62V(1  —  5)  -  Aii{N*  -  b) 

I)~^  —  3N+ii{N*  +  1). 

Legendre,  ZfthlaDtheorie  II.  28 
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Dieselben  Gleichungen  geben: 

Eliminiert  man  d  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  und  setzt  man 

(1  "f*  hyt^^  an  die  Stelle  von  m* ,  so  erhält  man  zwischen  a,  ß  und  y 
die  Gleichung: 

(1  +  bf  ^(56  -«)-(!  +  5)V»iV(5  +  «) 

=  5(1  —  6  +  &*  —  5')  +  4a(l  -  ft  +  fc*)  +  3/3(1  —  6)  +  2y. 

Setzt  man  den  gefundenen  Wert  von  y  ein,  so  ergiebt  sich  zwischen 
a  und  ß  die  folgende  Gleichung: 

(1  +  6)  4  (56  -«)-(!  +  6),i«i^(5  +  a) 
=  5(1  —  26  +  36«)  —  20iiN+  4a  (1  —  26  —  2(iN)  +  ß(ß  —  2/* A^. 
Aus  dieser  folgt,  wenn  man  ß  eliminiert  und  die  Werte  ^^  =  ^-1-1) 
^3  c=5  2ft  +  1  einsetzt,  der  Wert  von  y,  nämlich: 

«_  ^   (8ft  +  2)6  — (6  +  ft)JV— (1  +^j»; -y«  +  (3^  +  2)3P 
6   ~  (1  —  2\r)  (3f*  +  2  +  (1  +  4ft)iSr+ (3^  +  2)  JV^*) 

Sodann   bestimmt  sich  auch  ß  durch  die  Gleichung  und  zwar  findet 
man  nach  vielen  Vereinfachungen: 


ß 


I       (6fi  +  4)&«  +  [4fi  +  2  +  46(^  +  1)  +  2f*6«)]  J^T      | 
l-[2^  +  46  0*  +  1)  +  (4^  +  2)&«ji\r*  -  (6f*  +  4)  JV»i 


6  (1  -  JV)[8,i  +  2  +  (1  +  4f*)2\r+  (3,t  +  2)N*] 

Substituiert  man  diese  beiden  Werte  in  den  Ausdruck  von  y,  so  wird: 

J     (6^  +  4)6»—    (  6  +  12&+  66*+26»)2^—    (2+  66+126*+  66") A'» 

y  _  \+(6^  +  4)JV^»— ft(10  +  186+126*+26^i\r— ft(2+126+186«+106^A^M 
ö~  (l-iVr)[3^  +  2  +  (l  +  4^)i\r+(3^  +  2)iV^^j 

Schliefslich  ergiebt  die  Gleichung  (6),  wenn  man  darin  die  Werte 
von  a,  ß,  y  substituiert,  den  folgenden  Wert  von  —\ 

I(8ft+2)6*+(8+206+186«+86»+6*)iV--(l+86+186*+206»+86*)JV' 
+  ft(13+326+806»+126>+26*)2V -  ft(2+126+306«+326»+186*)iV^* 
_^ —  (3ft+2)j\r» ^ 

6  (1— iV^)[3^+2  +  (r+4|*)iV^+(8f*+2)JV*J 

Denselben   Wert   würde   man    einfacher   mittelst   der   Gleichung  (3) 
finden,  aus  welcher  folgt: 

A  =  (1  +  6)8^3 .6_::;*«_i_ifL_:?i-iL. 
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61. 

Es  ist  also  nur  noch  s  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  zu  eli- 
minieren.   Dies  giebt  die  Gleichung: 

(1  +  6)V»(iV+  ^)  =  1  +  js  +  (1  _  b*)a  +  (1  +  b^)ß 

Substituiert  man  zunächst  die  Werte  von  a^  ß,  yy  ^  ^^  ^^^  l^&A: 

(l-6*)-?-  +  (l  +  6»)-f-  +  (l-6»)-f +  (1  +  &)|-,  ■ 

80  findet  man^  dafs  sich  dieser  Teil,  wenn  zur  Abkürzung 

1  +  2V  +  2V  +  y  =  B 
gesetzt  wird;  auf  den  ziemlich  einfachen  Ausdruck  reduciert: 

(3  ii  +  2)^  {\+_EAJD  +  (^  i^  +  ^)^N  (1  +  fe^)  +  JBJV(19  4^31j0 

(3^  +  2)(i-fJsr^)  +  (4,*  +  i)iV^ 

Da  die  noch  zu  bestimmende  Unbekannte  N  ist,  so  empfiehlt  es  sich 
\'\-N^  =  ^N  zvl  setzen;  dadurch  geht  die  vorstehende  Gröfse  über  in: 

ft^JB(l  +  £)  +  2fi^(l  +  fc*^)  +  (31ft  +  19)B 
(3fi  +  2)f"+{4f*+l) 

Diese  Grofse  mufs  unsrer  Gleichung  zufolge  gleich 

sein;  man  erhält  daher  zur  Bestimmung  von  ^  die  Gleichung: 

(3,t  +  2)^''(l  +  6)»g»-(3^  +  2)(l+6»)g    j 

-  (4^  +  1)  (1  +  i^)         +  (4/i  +  1)  (1  +  i)VHJ 
=  5ft*Bg  +  lOft*  (l  +  V")  +  5J5(ft«  +  31/t  +  19). 

Setzt  man  für  5J5  seinen   Wert  (1  +  &)*  —  1  —  J",  so  verwandelt 
sich  die  rechte  Seite  in: 

/»nCl  +  Vf  +  10,»*  (1  +  V)  +  (,x*  +  31,»  +  19)  (1  +  hf 

-  ***5(1  +  i"*)  -^  (/**  +  31,»  +  19)  (1  +  6*) 

und  man  findet,  dafs  die  Gleichui^  die  folgende  sehr  einfache  Form 
annimmt: 

mithin: 

-l±l/6* 

5  = ^2 

Da  diese  beiden  Werte  von  %  kleiner  als  2  sind,  so  würde  dieGlei* 

chung  N^  -^^  1  =  giV  nur  imaginäre  Werte  von  N  ergeben,  die  zu 

verwerfen  sind.    Man  mufs  jedoch  beachten,  dafs  der  Faktor  l  —  Nj 

28* 
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welcher  in  dem  Nenner  der  Werte  von  a,  ß,  y,  S  auftritt,  im  Ver- 
lauf der  Rechnung  verschwunden  ist,  und  dafs  somit  dieser  Faktor, 
wenn  man  ihn  gleich  Null  setzt,  der  Endgleichung  genügen  mufs. 
Wir  haben  daher  nur  den  Wert  ^  =  1  zu  untersuchen. 


ß-=f+9«, 


r  =  r+9'', 


62. 

Alsdann  würden  die  Werte  von  a,  ß,  y,  d,  c  unendlicli  grota 
werden.  Dies  beweist,  dafs  diese  Gröfsen  nicht  sämtlich  bestimmt 
sein  können,  sondern  dafe  notwendig  eine  unbestimmt  bleibt,  wie 
wir  bereits  bei  dem  Falle  der  Gleichungen  dritten  Grades  gesehen 
haben. 

Nimmt  man  also  a  als  diese  Unbestimmte  an  und  setzt  man 
^=1,  so  findet  man,  dafs  alle  unsere  Gleichungen  befriedigt  werden 
durch  die  folgenden  Werte  der  Eoefficienten  ß,  y,  8,  e: 

[/• 10(1  +  6  -f  6»)  —  10^(1  +  26  +  6») 

9 2  +  26, 

[/*=  10  _  106»  +  10^(1  +  6  —  6*  —  6») 
g' 66  -  ,i  (2  +  46  +  26»), 

5  +  356  +  456»  +  356»  +  56* 
+  10^(1  +  56  +  86»  +  56»  +  6«) 

f      1  +  36  —  36»  —  6» 

[  +  ft(2  +  26-26»  — 26»), 

f-3-106  — 56»  +  56»  +  106*  +  36* 
—  ft(5+ 156+ 106»— 106»- 156*-56»), 

,     6  +  36»  +  6» 

1  + ,»(26  + 46» +  26»). 


(7)    S^f"+9"«, 


r 


Jf 


+  9  «, 


r 


ttr 


63. 

Mittelst  dieser  Werte  erhält  man  die  allgemeine  Gleichung: 

0  =  c^a:*  -  a&yf-  +  {f-\-ga)<?3?  -  (/*+  g'a)<*ii? 

+  (r'+9'<^)cx-(r"-\-9"a), 
welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dafs,  wenn  die  eine  Wurzel  x  bekannt 
ist,  eine  zweite  Wurzel  x'  dargestellt  wird  durch  die  Formel: 

o  +  6« 


(8) 


X  = 


1  +  c« 


I 


i 
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Dasselbe  Gesetz  findet  statt  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden 
Gliedern  der  Reihe  der  fünf  Wurzeln  x,  x',  x\  x\  x"\  so  dafs  man 
also  vermittelst  einer  bekannten  Wurzel  die  vier  andern  Wurzeln 
rational  berechnen'  kann. 

Die  drei  Zahlen  a,  b,  c,  die  wir  reell  voraussetzen,  müssen  der 
Gleichung  6  —  ac  =  (1  +  &)*f**  genügeu,  wo  /*  eine  Wurzel  der 
Gleichung  fi*  -—  ft  —  1  «==  0  ist.  Man  kann  daher  für  ft  nach  Be- 
lieben einen  der  beiden  Werte  ^(l  +]/5)  oder  ^i^  'tV^)  nehmen. 

64. 
Man  kann  auch,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Resultate 

zu  beschränken.  ^«=1  setzen,  wodurch  a:'=  ^    ,  —  wird.    Denn 

ist  c  beliebig  angenommen,  und  setzt  man  ex  «»  y^  ac  =  a,  so  geht 

die  Gleichung  a;'«=  rr^ in  y  «=  ^  "|^  ^   über.    Mithin  verwandelt 

sich  die  Gleichung  in  x  unmittelbar  in  eine  Gleichung  für  y,  in 
welcher  c  =  1  ist. 

Man  kann  somit  annehmen,  dafs  die  allgemeine  Gleichung  fünften 
Grades,  welche  die  erwähnte  Eigenschaft  besitzt,  die  Form  hat: 

(9)    0  =  a;^  -  «a?*  +  {f+gd)a?  -  (f+ga)x'  +  (f'+g'c^)^ 

Wie  man  sieht,  gehen  hieraus  unendlich  viele  Beispiele  für  diese 
Art  von  Gleichungen  hervor,  da,  selbst  nachdem  c  =  1  gesetzt  ist, 
noch  zwei  Unbestimmte  a  und  b  übrigbleiben,  denen  man  beliebige 
Werte  geben  kann.  Ist  ein  Wert  von  b  und  einer  der  beiden  Werte 
von  f(  gewählt,  so  sind  unmittelbar  alle  Koefficienten  f,  g,  f^  g\  *  -  - 
bestimmt,  da  diese  nur  von  b  und  fi  abhängen;  zugleich  hat  man 
den  Wert  von  a,  nämlich 

a  =  6  -  (1  +  bY\j}. 

Man  hat  daher  den  allgemeinen  Typus  von  unendlich  vielen 
Gleichungen  fünften  Grades,  welche  fünf  reelle  Wurzeln  haben,  für 
alle  Werte  der  Unbestimmten  a  und  &. 

65.     . 

Ist  z.  B.  ««=1,  6—1,  ft  =  — S"^>  80  erhält  man  die  Gleichung: 

0-=iB»  — «*-(50-  20 1/5)  ar»  +  (lO  -  4V5)x«  +  25(9  -i^ö)« 

—  (9  —  4  Vö). 
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Wird  dieselbe  mit  9  +  4]/5  multipliciert,  so  nimmt  sie  die  Form  an: 

0  =  A(a^  —  a!^)  --  5Bar^  +  Bs^  +  2bx  -  1, 
wobei: 

J^  =    9  +  4  )/5 ,      log  ^  =  1,2539258415 

jB  =  10  +  4 1/5,      log  jB  =  1,2774779186. 

Geht  man  an  die  Auflosung  dieser  Gleichung,  so  findet  man  die 
kleinste  Wurzel: 

X  =  0,0390708255. 

Aus  dieser  ergiebt  sich  die  zweite  Wurzel: 

wobei: 

n  =  5  —  2  Vö  =  0,  52786  40450  0042. 

Man  bildet  daher  die  vier  andern  Wurzeln  und  ferner  eine  fanfte, 
die  mit  der  ersten  x  übereinstimmen  mufa,  in  folgender  Weise: 

x'   =  ^-^   =  -  0, 47041 37653 


ff 

X 


\  +  X 

x' —  n 


::^-:;    =  —  l,88501 46492 

1  +  a?  ' 


a;" —  n 


(10)  a;'"  =  -^  ^  ^:   =       2, 72637  14742 


x^ 


a;'"— n 


=  \^~  =       0,58998  61150 


x^  =  — -t^  =       0, 03907  08255  =  x. 

Durch  dieses  letzte  Resultat  werden  die  vorstehenden  Rechnungen  in 
der  befriedigendsten  Weise  bestätigt. 


66. 

Die  specielle  Gleichung  fünften  Grades,  mit  der  wir 
uns  soeben  beschäftigt  haben,  kann  algebraisch  aufgelost 
werden  mit  Hülfe  einer  Methode,  die  derjenigen  ähnlich 
ist,  von  welcher  wir  bei  der  Auflosung  der  Gleichung  in  j> 
im  §  5  des  fünften  Hauptteils  Gebrauch  gemacht  haben. 
Wir  wollen  dies  mit  allen  Einzelheiten  zeigen,  wie  es  eine  Lösung 
verdient,  für  welche  bisher  nur  in  den  Ereisteilungsgleichungen  Bei- 
spiele existieren. 
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Wir  haben  die  Gleichung  aufzulösen: 
0  =  a?6  —  a?*  -  5a;3  +  a;*  —  -^  (5r»  -  a:*  -  25a;  +  1), 

deren  Eigenschaft  darin  besteht ^  dafiS;  wenn  ihre  fünf  Wurzeln  mit 
Xj  x\  x\  x'\  x^  bezeichnet  werden,  zwischen  zwei  aufeinander- 
folgenden Gliedern  dieser  in  sich  zurückkehrenden  Reihe  die  Glei- 
chungen von  gemeinschaftlicher  Form  bestehen: 

X  —  n  ff        x'  —  n  jif        x'  —  n  jy        sf ' —  n 


I  +  ä'         •"  1-fjj''       ,  1  +  x"  '        '^  1-fa;'"' 

wobei 

n  =  5-2l/5  =  0, 52786  40450  00420  6072 
gesetzt  ist. 

Ist  JB  eine  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  JB^  —  1  s=  0,   für 

welche   man  JB  =  cos  fi  -|-  ]/— 1  sin  f(  und  fi  =  —r-  »=  72®  nehmen 

kann,  so  setzen  wir  in  Übereinstimmung  mit  der  erwähnten  Methode: 

T  =  x  +  Bx    +  i?a:" -f  liV'+ IJ^rc^^ 

(^^)  r^x  +  R^x  +  Bf^x"  +  iJV"+  B^x^. 

Setzt  man  noch  T^  =  MT\  so  beweist  man  leicht,  dafs  M  eine 
Funktion  von  J2  allein  und  unabhängig  von  den  Wurzeln  x,  x\  ... 
ist.  In  der  That  kann  man  vermöge  des  Gesetzes,  welches  zwischen 
zwei  Wurzeln  besteht,  die  Quadrate  und  die  Produkte  von  je  zweien 
der  Wurzeln  linear  ausdrücken,  wovon  wir  uns  sogleich  überzeugen 
werden.  Dasselbe  würde  gelten  von  den  höheren  Potenzen  der  Wur- 
zeln  und  von  den  Produkten  von  mehr  Dimensionen. 

Man  kann  daher  annehmen,  dafs  das  Quadrat  des  Polynoms  T 
dargestellt  werde  durch  die  Formel 

T^  =  ax  +  ßx  +  yx'+  äx''+  sx^, 

dessen  Eoefficienten  sämtlich  Funktionen  von  R  sind,  und  in  welcher 
kein  von  den  x  freies  Glied  vorkommt.  Denn  wenn  ein  konstantes 
Glied  G  in  dem  Werte  von  T*  aufträte,  so  könnte  man 

C{x  +  x  +  x'+x''+x^) 

für  dieses  Glied  setzen,  da  die  Summe  der  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  gleich  1,  dem  Eoef&cienten  des  zweiten  Gliedes,  ist. 
Da  man  nun  T  die  Form 

T  =  R(x'+  Rx'+  R^x"+  B*a^v  -f  R^x) 

geben  kann,   so  ist  ersichtlich,   dafs  das  Quadrat  dieses  Polynoms 
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gleich  ist  R^  multipliciert  mit  dem,  was  aus  dem  vorstehenden  Werte 
von  T*  wird,  wenn  man  die  Buchstaben  x,  x,  x'\  x"\  a^^  um  eine 
Stelle  vorrücken  läfst  und  dabei  annimmt,  dafs  der  erste  auf  den 
letzten  folge.    Es  ist  daher  auch: 

T*  =  IP(ax  +  ßx'+  yx''+  drc^^^  ^^y 

Vergleicht  man  diesen  zweiten  Ausdruck  mit  dem  ersten,  so  er- 
giebt  sich: 

ß  =  ccR^,      y  =  aE*,      d  =  «B«,      €  =  cB», 

und  daher: 

r«  =  a(x  +  R^x  +  R^x'+  R^x"+  Rf'x^). 

Hierdurch  wird  bewiesen,  dafs  die  mit  M  bezeichnete  Grofse  dasselbe 
ist  wie  Uy  und  dafs  sie  somit  eine  Funktion  von  R  allein  ist.  Es 
handelt  sich  jetzt  darum,  den  Wert  dieser  Grofse  zu  bestimmeD; 
zuvor  müssen  wir  jedoch  zeigen,  wie  man  die  Quadrate  der  Wurzeln 
und  die  Produkte  von  je  zweien  derselben  unter  linearer  Form  dar- 
stellen kann. 


67. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  die  beiden  Gleichungen 
X  —  n  f,        x' — n  a;(l  —  n)  —  2n 


X 


f,        X  —  n 


1  +  x  ^  1+x'  1— n  +  2a; 

wieder   auf,   so  erhält  man  daraus  unmittelbar  die  linearen   Werte 
der  Produkte  von  zwei  Wurzeln,  wie  folgt: 

{x    —  x")    —  n 


XX     =a;    — X    — n, 


X  X      *-~*  X     ~"~  X     "~~"  W( 


(12) 


XX     =  X     —  X     —  w, 


a^x"'=  x"  -  7f^—  n, 
XQ^  =a;iv_^    ^  n^ 


r^ff         ._ 

1  — n 

JbJf         —   ~ 

2 

>rV"  =  - 

l  — n 

2 

fit*   /««IV  ^  .1. 

1  — n 

Jj   Jl       ^^  - 

2 

irr 

1— « 

JLf     Jl/    ^^ 

2 

/vJV^' 

1— n 

(x"  —  x)    —  n 
(x^—x)    —n. 


Indessen  ist  es,  wie  wir  schon  bemerkt  haben,  zweckmäfsig,  das  Glied 

—  n  in  diesen  Formeln  zu  ersetzen  durch  den  ihm  gleichen  Ausdruck 

—  n{x  +  ^'+  ^"+  ^'"+  ^)« 

Nehmen  wir  an,  dafs  wir  in  ähnlicher  Weise  als  linearen  Aus- 
druck von  Ä*  die  Formel  x*  =  ax  +  6a;'  +  ex"  +  da?'"+  ex^^  ge- 
funden hätten,  aus  welcher  sich  die  fQnf  Ausdrücke  ergeben: 
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x^   =  aa;'    +  hx"  +  ex"  +  dx^^-^-  ex 
(13)  x^  =  ax    +  6a;'"  +  ex^+  dx    +  ^a;' 

a;'"*  =  ax"  +  6a;^^+  caj    +  dx    +  ca;" 
a;iv2^  ^^  +  6a?    +  ca;'    +  ^a;"  +  ex", 

so  ist  es  leicht,  den  KoefGcienten  M  mit  Hülfe  der  GleichÜDg 

zu  finden;  denn  es  ist  M  nichts  anderes  als  der  Koefficient  von  x  in 
dem  auf  die  lineare  Form  reducierten  und  vgn  dem  konstanten  Gliede 
befreiten  Werte  von  T*. 

Nun  kommt  aber  in  dem  Ausdrucke  von  T^  zunächst  der  Teil 

x^  +  Bj'x^  +  B^x'  +  B^x'^  +  E^a?^^ 

vor.  Setzt  man  in  diesen  die  entwickelten  Werte  der  Quadrate  ein, 
so  erhalt  man  als  Koefficient  von  x  die  Reihe: 

a  +  ci?  +  dB*  +  cB«  +  IB?. 

Sodann  giebt  der  Teil,  welcher  die  doppelten  Produkte  der  Glieder 
enthält,  in  M  die  folgenden  Glieder,  wobei  wir  vorläufig  den  Koef- 
ficienten  von  x  in  dem  entwickelten  Werte  des  Produkts  ai^^a;^'')  mit 
(xf^)x^^)^  bezeichnet  haben: 

2R  {xx)       +  2B«  ixx)   +  2B\xx")  +  2B*  {x^^) 
+  2B»  {xx")    +  2ii*  {s^x")  +  2B^  {xi^) 
+  2B'^  {x"x")  +  2  JB«  {x"i^) 
+  2B''\x"' x^). 

Setzt  man  für  jedes  Symbol  (a^^^aj^"))  seinen  unter  (13)  ange- 
gebenen Wert  ein  und  vereinigt  dann  diesen  zweiten  Teil  mit  dem 
bereits  gefundenen,  so  erhält  man: 

M=     a  +  eB^  +  dBf^  +  cB^  +  6B« 

—  n(2B  +  2B*  4-  4B»  +  412*  +  4iP  +  2B«  +  2B') 

+  212  -  2B*  +  -  7—  (21?  -  2U»). 

Um  diese  Gröfse  zu  vereinfachen,  bemerke  ich,  dafs  man,  da  B 
imaginär  ist,  an  Stelle  von  B  eine  der  Wurzeln  B,  B*,  12',  It*,  aber 
nicht  B^f  welches  gleich  1  ist,  setzen  kann.  Femer  kann  man  immer 
0  =  1  +  U  +  12*  +  Ä*  +  12*  setzen,  wodurch  sich  der  Koefficient 
von  —  n  auf  Null  reduciert.     Man  hat  daher  einfacher: 
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^    ^  +2JB  — 2JS*  +  (l-n)(iP-B»). 

Es  reduciert  sich  somit  alles  darauf;  den  linearen  Wert  von  a^  zq 
finden,  ans  dem  man  die  Werte  der  Koefficienten  a^  b,  c,  d,  e  erhält 

68. 
Es  ist: 

/       x—n        -         n+ 1 


l+Ä  1  -\-x  ' 

Um  diesen  Wert  in  eine  ganze  Funktion  von  x  zu  verwandeln,  muJGs 
man  die  gegebene  Gleichung 

durch  x-{-l  dividieren.     Als  Quotient  ergiebt  sich: 

0  =  ^(a:*- 2a;»)  -  (3^  +  5)x*+(4^  +  6)x  + 19 -- 4^ +  ^^"^- 

Das  letzte  Glied  dieser  neuen  Gleichung  ist: 

-^-^i-  =  -^^fr-Cl-^')  =  8(2+>^5)(l-z')  =  (2^-2)(l-^'). 

Man   erhält   daher,   wenn  man  alles   durch  Ä   dividiert  und   f&r  Ä 
seinen  Wert  9  +  4]/5  einsetzt: 

0  =  a:*  -  2a;»  -  (48  —  20  yb)x^  +  (58-24  l/5)a; 

+  151  -  681/5-8(1/5 -2)a;'. 
Ferner  ist: 

1  — a;  '1  — X 

Dividiert  man  die  gegebene  Gleichung  durch  a;  — 1,  so  ei^ebt  sich: 

0  —  ^a:*  — 5(^+l)a;*  — 4(^+l)a;  +  21-4^  +  -~-- 
Setzt  man  an  Stelle  des  letzten  Gliedes  seinen  Wert 

und  dividiert  man  alles  durch  A,  so  erhält  man: 

0  =  a;*  -  (50  —  20  ]/5)a;»  —  (20  —  16  yi)x  +  169  -  76  yi 

+  8  (]/5  —  2)  «". 
Eine  dritte  Gleichung  entspringt  aus  dem  Werte: 

(1±!LY 

„ x' — n  1 — n  \     8     / 

*  T+x''  °^  ~2  ,   n-1  * 
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Man  erhält  auf  diese  Weise  die  folgenden  drei  Resultate: 

0  =  a^  -  2a;»  —  (48  —  20  y5)x^  +  (58  —  24  y5)x 

+  151  -  68  }/5  —  8  (}/5  -  2)x 
0  =  a;*  -  (50  —  20  ]/5)a;*  -  (40  -  16  Vö)x+  169-761/5 

+  8  (1/5  —  2)a;i>^ 
0  =  ar*  —  (1/5^  l)rc»  -  (43  — 17 1/5)  a^+(73l/5  — 16l)a: 

+  711/5—  158  +  8  (9  —  4  l/5)a?". 

Aus  diesen  Gleichungen  haben  wir  nur  noch  die  Glieder  s^  und  x*" 
zu  eliminieren;  dadurch  erhalten  wir  den  Wert  von  a^  in  linearer 
Form  und  zwar  ist: 

a;«  =  22  -  9  1/5  +  (l/5- 1) {x  +  x)  +  (2l/5— 4)a;:'-(3— 1/5)ä^. 

Sodann  mufs  man  für  das  konstante  Glied  22  —  9  l/5  den  Wert 
(22  —  9 1/5)  (X'\-x  -{-  X   +  x'  +  a;^^)  setzen^  wodurch   sich  ergiebt: 

x^=  (21  —  8  l/5)(a;  +  a;')  +  (I8  —  7  l/5)a;"  +  (22  -  ?  l/5)a;'" 

+  (19 -8 1/5)  a^. 

Wendet  man  diese  Gleichung  der  Reihe  nach  auf  die  Quadrate  x^^ 
a?"*,  a;'"*,  a;^^*  an,  und  bildet  man  die  Summe  von  allen,  so  wird: 

Zx*  =  (101  -  40  1/5)  Za;  =  101  —  401/5. 
In  der  That  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Wurzeln  der  gegebenen 

Gleichung  0  =  a;*  —  ar*  —  5(1  +  -j-j a?^  —  •  •  •  gleich: 

1  +-H(-^+?)  =  11  +  10(9  -  4  ^5)  =«  101  -40>/5. 

69. 

Da  der  Wert  von  a;*  bekannt  ist,  so  erhält  mau  die  Werte  der 
Eoefficienten: 

a=21  —81/5 

6  =  21  —  8  )/5 

<5  =  18  —  7  V5 

d=  22  — 91/5 

c  =  19  —  8  Vö, 
und  diese  geben  in  den  Wert  von  M  substituiert: 

(15)    M=  (1/5— l)iJ— (6-2>/5)iJ«-(2j/5— 4)B»-(l+>/5)-R*- 


444  Anhang. 

Diese  Formel  liefert  nicht  allein  den  Wert  der  Funktion  M,  sondern 
auch  die  Werte  der  Funktionen  M',  Jf ",  M"\  welche  ans  M  ent- 
stehen, wenn  man  nach  einander  IP,  R^,  E^  ah  die  Stelle  von  ü  setzt. 

Ist  jetzt  M=  r  (cos  d"  +  ^  —  1  sin  d) ,    und    substituiert    man 

diesen  Wert  sowie  den  Wert  von  R  =  cos  ft  +  Y—  1  sin  n  in  die 
Gleichung  (15),  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  r  und  ^  die 
beiden  Gleichungen: 

r  cos*  =      (Yb  —  1)  cos  ft  —  (6  —  2  }/5)  cos  2ft  —  (2}/5  —  4)  cosS/* 

-(1  +  1/5)  cos  4^ 
=s  —  2cosfi  —  2 cos  2ft  «=  1, 

rsina-«      (}/5-l)sinf*  —  (6  —  2y5)8in2ft  -  (2^5— 4)8in  3f* 

—  (1+1/5)  sin  4f* 

=      2l/5sinf*  +  (41/5—  10)sin  2;i. 
Hieraus  folgt: 

r«  =A  126  -  50 1/5  =  14, 19660 1 1250 10515 18 

6  16  S 

COS  «•  —  ^,  tang*  =  5*(l/5  -2)*  =  5*  (2  cos/i)« 

log  r«  0,5760921901  7251 

log  cos  d  =  9,42390  78098  2749 

log  tang  *  =  0,56023  104504510 

log  sin  d'  =  9,98413  88548  7259 

^  =  74°  36'  32",  4990766973. 

Setzt  man  in  dem  Werte  von  M  R^  für  R  oder  2ft  für  fi,  so 

erhält  man  den  Wert  von  M'  =  r'  (cos  d'  +  1/— 1  sin  0^') ,  und 
daraus  folgt: 

r'  cos  d'=  (l/5  — l)  cos  2ft  —  (6  —  21/5)  cos4ff  —  (2l/5  — 4)co86fi 

—  (1  +  1/5)  cosS^ 
«■  —  2cosf£  —  2cos  2ft  =  1, 

r  sin  d'  =  (1/5-  l)  sin  2^  —  (6  -  2l/5)  sin  4;i  -  (21/5-4)  sin  6f» 

-(lVl^5)  sinSfi 
=  21/5  sin  2^  +  (10  —  4  l/ö)  sin|i. 

Da  der  Wert  von  r  sin  -O"'  derselbe  ist  wie  der  von  r  sin  *  und  auch 
/  cos*'  gleich  r  cos*  ist,  so  ergiebt  sich  daraus  r^^r  und  *'=*^, 
mithin  M  =  M. 
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Setzt  man  noch  IP  für  B  oder  S(i  ffir  (t,  so  verwandelt  sich  M 
in  M"  und,  wenn  M"'=r"  (cos  ;t"  +  )/ — 1  sin  d'")  ist,  so  erhält  man: 

r'coa»"  =  (}/5  —  l)  cos3<t—  (6— 2  ^ö)  cos6ft—  (2^5—4)  cos9/t 

—  (1  +]/ö)  C08l2ft 

=  —  2  cos  2(1  —  2  cos  (t  =  1, 
r"  sin*"  =(l/5-l)8in  3;t  -  (6-21/5)  sin6;t  -  (21/5-4)  sin  9^ 

-  (l  +  1/5)  sin  12/t 
=  (4  }/5  -  10)  sin/t  —  2 1/5  sin  2;» 
=  —  /  sin  ^'  =  —  r  sin  d'. 

Mithin  ist  r"  =  r,  »"  =  —  »,  also  If"  =  r  (cos  *  —  Y^^  sin  *) 
und  daher: 

äC'M'  =  f*. 

Setzt  man  endlich  i2*  fflr  i2  oder  4ft  fQr  (i,  so  erhält, man  den  Wert 

von  M"'  =  r"  (cos  »'"  +  l/^^l  sin  d'")  mit  Hülfe  der  Gleichungen: 

♦•'"  cos*"'=  (l/5-l)cos4/t— (6  — 2j/5)cos8<«.— (2l/5-4)cosl2^ 

—  (l  +  l/ö)  cos  16ft 
•          = — 2cosf(  —  2cos2fi'=l, 

r"  sin  *'"  ='  (l/5  -  l)  sin 4(1  — (ß- 2^5)  sin  8;t  -  (2l/5  -4)  sin  12/t 

—  (1  +  l/ö)  sin  16  (t 

=  (10  —  41/5)  sin  2/t  —  21/5  sin/t 
■"  —  r  sin  O'. 
Mithin  ist:  r'"  =  r  und  ■&'"  -^  —  9,  folglich 

3f"' =  M"  =  r  (cos  »  —  l/^  sin  ^) 
und: 

I 

'  70. 

Wir  müssen  jetzt  zur  Bestimmang  der  Funktionen  T  gehen. 
Nun  ergiebt  die  Gleichung  T^  =  MT\  wenn  man  sie  mit  den  drei 
andern  aus  ihr  entstehenden  zusammenstellt,  die  Reihe  von  Glei- 
chungen: 

(16)      T^c^mr,    T^^M'T",    r'^  =  M"T,    T"^^M"'r\ 

* 

und  aus  diesen  ergeben  sich  die  Werte*  der  Oröfsen  T,  T',  T"'  als 
Funktionen  von  T,  nämlich: 
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^    ~    M  ^       ^      ~  M'  ~  M^M' 

-    ^^      _        ^ rp  •*■  ■* 


Die  letzte  Gleichung  giebt: 

oder  einfacher: 

T^  =  r«Jlf3  =  r5(co8  Sa-  +  ^^^  sin  3-^). 

Ist  daher    -r-  =  ©,  so  hat  man: 

1*  =  r  (cos  o  +  }/— 1  sin  o). 

Man  sieht  daher^  dafs  die  Funktionen  M  und  T,  sowie  die 
aus  ihnen  abgeleiteten  Funktionen  denselben  Modul  r  haben,  was 
eine  sehr  bemerkenswerte  Eigenschaft  ist.    Im  besonderen  hat  man: 

T    =r  (cos  o  4"  V—  1  8*11  ßj) 
r   =  r  [cos(2a>  -  ^)  +  V—1  sin(2(D— ö-)] 
T"  =  r  [cos (3aj  —  20«)  +  y—\  8in(3c)  — 2^)] 
r"  =  r  [cos (4©  —  3^)  +  l/=l  sin(4o— 3^)]. 
Aus  diesen  Werten  folgen  die  beiden  Gleichungen: 

(17)  TT'^1^,    rr'  =  r', 

welche  den  für  die  Funktionen  M  gefundenen 

MM"  «  r^  =  M'M' 
analog  sind. 

71. 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  den  Wert  irgend  einer  Wurzel  x 
zu  ermitteln.  Dazu  mufs  man  die  Summe  der  fünf  Gleichungen 
bilden: 

1      =  a;  +     a;'    +      a;"  +       x"*  +     a^^ 

T    =x  +  Bx    +i2V+BV'   +B^x^ 

r   =x  +  Ii^x  +Il^x''  +  £^x"  +i?a^v 

r'  =  a?  +  R^x  +  JB«a;"  +  JB^a;'"  +  Ä'^^^ 

r'=^x  +  R'x'  +  R^x'  +  R'^x'"  +  Ä^  V^. 

Aus  den  bekannten  Eigenschaften  der  Funktion  R  folgt: 

5a;  =  1  +  T+  r  +  r'  +  T"'. 
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Nun  geben  aber  die  gefundenen  Werte: 

T  +  r"=2rco8aj 
r+r  =2rios(2(D  — ^); 


mithin: 


a;  =  -g^  -| — 7-  (cos  o  +  cos  (20  —  9)) . 


Nach  einem  ersten  Versuche,  den  man  mit  den  Näherungswerten 
von  r  und  0*  anstellt,  findet  man,  dafs  diese  Formel  die  grofste 
positive  Wurzel  x'"  ausdrückt,  und  setzt  man  (o  -{-  ^l  bh  die  Stelle 
von  f£,  so  stellt  dieselbe  Formel  die  grofste  negative  Wurzel  x"  dar. 
Es  werden  daher  die  fünf  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  folgen- 
dermafsen  dargestellt: 


X 


»it 


1  Sf 

.  +  -w-  [cos  CO  +  cos  (2  o  —  •9')] 


ä"   =4-+  ^[cos(a>  +  ;i)  +  cos(2o  +  2fi  — d)] 


5 


1      I 

X     = 1- 

6      ' 


2r 


[cos  (o  +  2/i)  +  cos  (2  a)  +  4ft  —  ^)] 


X 


{  +  ^  [cos  (w  +  3fi)  +  coe  (20  +  6;*  —  «•)! 


rr^  =  -:  + 


5 


2r 


5 


[cos  (o  +  4fi)  +  COS  (2o  +  8ft  —  •9')]. 


Um  nun  die  numerischen  Werte  dieser  Wurzeln  zu  berechnen,  ent- 
nehmen wir  aus  den  vorstehenden  Resultaten  die  dazu  erforderlichen 
bekannten  Grofsen,  nämlich: 


r  — (126-501/5)* 

logr=  0,57609219017251 

cos*«  — 

r 

log  cos  *  =  9, 42390  78098  2749 

tg«»  =  25 1/5  (1/5—2) 

log  tang  »  —  0, 56023 10450  4510 

5 

=  5^(2co8^)' 

log  sin  *  =-  9, 98413  88548  7259 

—  25n 

d  —  74»  36' 32",  49907  66970 

2  a)  ^&  =  *  *  —  14»  55'  18"  49981 53394 

0 

o=.  \  d  =  44«  45' 55"  49944  60182. 

0 
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72. 

Mit  diesen  gegebenen  Werten  wollen  wir   die  BerechnuDg   der 
Wurzel  X  durchführen.    Setzt  man  zur  Abkürzung: 

«  =  ^  -  i-  a-  =  3H' 41",  50018  46606 
und  beachtet  man,  dafs  ** 

cos (co  +  3^)  +  cos(2(D  +  6fi  — -  0")  =  sina  —  sin 3a  = — 2B]na cos  2a 
ist,  so  lautet  die  zu  berechnende  Formel: 

1         4r8inaco8  2ce  ' 

45  esss  —  — — _^___-_>-  •  j 

6  6 

Da  nun  a  ein  ziemlich  kleiner  Winkel  ist,  so  ist  es  zweckmäbig, 
die  Formel  anzuwenden: 

log  sin  a  =  log  a  —  jpa*  —  pa^  —  jp"a® •  • , 

in  welcher 

log  !>  =  8, 85963  30609 17 ,     logp  =  7, 38251 18052 

logjp"  =  6,18523125 
ist.     Man  findet:  «      .    * 

log  sin«  =  8,729964484800033. 
und  da 

log  cos  2«  =  log(l  —  2  sin^a)  =  —  wjp (1  +  ^  +  4"  H ) 

ist,  wenn  mein  p  ^^  2s\n^ cc  und  me=  9,6377843113  setzt,  so  wird: 

log  cos  2«  =  -  0,00251187839441. 
Somit: 

log  {Ar  sin  a  cos  2a)  =  9,90560  47879  0609 

4r  sin«  cos  2a  —  0,80464587255856 
und  schliefslich: 

a;  =  0,03907082548829. 

Aus  diesem  Werte  von  x  findet  man  die  Werte  der  vier  andern 
Wurzeln  mit  Hülfe  der  unserer  Aufgabe  entsprechenden  algebraischen 
Formeln,  nämlich: 

^'    =-r^=  — 0,47041376537777 

X — n 


^"    ='-T-r-^=— 1.88501464939000 
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x"  -—n 


x'"  =  4-r-^7-  =  2,72637 147425017 


ä'"  -  n 


a;iv  =  J^-j-^;-  =  0, 58998  61 150  2954, 

und  in  ähnlicher  Weise  würde  man  aus  dem  Wert  von  x^  den  von 
X  finden  mittelst  der  Formel: 


X  =-  -7-7^  =  0,03907082548829. 


Dies  ist  derselbe  Wert,  den  wir  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt 
haben.  Wenn  man  jedoch  die  fünf  Wurzeln  addiert,  so  findet  man, 
dafs  ihre  Summe  um  23  Einheiten  der  vierzehnten' Decimale  gröfser 
als  1  ist.  Dieser  Überschufs  kann  leicht  hervorgebracht  werden 
durch  die  Fehler  der  von  uns  benutzten  vierzehnstelligen.  Tafeln, 
Fehler,  welche  bei  den  aus  fünfzehn  geltenden  Ziffern  bestehenden 
Werten  von  x"  und  x'"  auf  die  dreizehnte  Decimale  EinfiuTs  haben. 
Es  ist  aber  leicht,  den  Überschufs  zu  beseitigen,  wenn  man  an  dem 
Werte,  den  wir  x  gegeben  haben,  öine  kleine  Korrektur  anbringt. 
Ist  dieser  verbesserte  Wert  x  -f*  ^x,  so  findet  man  mit  Hülfe  des 
zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Wurzeln  bestehenden  Gesetzes 
leicht  die  Korrektionen,  welche  bei  den  andern  Wurzeln  vorzunehmen 
sind.    Diese  Korrektionen  sind: 

dx"    = -Tfi?).- <?«'  =rfa;(7,7105) 
dx'"  =  jMAr  dx"  =  dx  (15,0362) 

dx^  =  Ti^ni-T«  ^'^"'  =  <^^  (1,6544). 
Daraus  folgt: 

dx  +  dx  +  dx"  +  dx"  +  daP  =  dx  (26,5426). 

Um   daher   den   Fehler  -f"  ^^   ^^   ^^^  Summe   der  x  zu    beseitigen, 
mufs  man 

dx  (26,5426)  =  -  23 

setsen,  wodurch  sich  ergiebt: 

dx    '=—    0,8665,    dx    =  —  0,9891,    rfa;"  =  — 6,6814 

dx"'  =  -  13,0293 ,    rfx^v  ==  —  1,4336 , 

Legendre,  Zahleatheorie  IL  29 
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oder  wenn  man  sich  auf  die  Ganzen  beschrankt: 

dfa:=-l,    dz  =  -l,    dx 7,    da;"'=  -  13,    do^ , 1. 

*Man  erhält  also  schliefslich : 

X    =»       0,03907082548828 

x'    = 0,47041376537778 

X    =  —  1,88501464939007 
x'  =       2,72637147425004 
a:^  =       0,58998611502953. 
Die  Summe  dieser  Werte  ist  gleich  1. 

73. 

Tn  der  soeben  entwickelten  Theorie  haben  wir  eine  sehr  einfache 
Formel  zur  Darstellung  des  Gesetzes,  nach  welchem  irgend  eine  aus 
der  Reihe  der  Wurzeln  aus  der  vorhergehenden  entstehen  soll,  gewählL 
Wir  nehmen  jetzt  an,  dafs,  wenn  die  Gleichung 

0  =  X"  —  (l)a:"-i  +  (2)a?«-« 

deren  Grad  n  eine  Primzahl  ist,  gegeben  ist,  die  Wurzeln  eine 
Reihe  a:,  a;',  rc"  . . .  a:^"""^^  bilden,  bei  welcher  jedes  Glied  eine 
beliebige  rationale  Funktion  des  vorhergehenden  ist,  so  dafs 
man  hat: 

X  =(p{x)j    x'  ==  9)(a:'),    x"  =  q>{x')j  •  •  •  a:^*""*)  =  9)(a:^*""*^) 

und  ferner  a;  =  9)(a;^"~^^),  damit  die  Reihe  eine  in  sich  zurückkehrende 
sei,  und  man  jedes  Glied  als  erstes  nehmen  könne. 

Die  Funktion  q>{x)  kann,  selbst  wenn  sie  gebrochen  wäre,  stets 
auf  eine  ganze  Funktion  d.  h.  auf  ein  Polynom  in  a;,  welches  den 
w — 1**°  Grad  nicht  übersteigt,  zurückgeführt  werden,  da  man  mit 
Hülfe  der  gegebenen  Gleichung  a;"  und  die  noch  höheren  Potenzen 
von  X  eliminieren  kann.    Man  kann  also 

X  ^A  +  Bx  +  Cs?-] f-  ia:«-» 

setzen,  wo  A,  B,  C,. . .  L  bekannte  Eoefficienten  sind.     Substituiert 
man  diesen  Wert  an  Stelle  von  x  in  die  gegebene  Gleichung,  so 
ergeben  sich  n  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Eoefficienten  in 
dem  Werte  von  x  und  den  Eoefficienten  der  gegebenen  Gleichung. 
Setzt  man  in  dem  Werte  von  x':x    für  a;,  so  erhalt  man  den 
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Wert  von  x'  ausgedrückt  als  Funktion  von  od.  Darauf  kann  man 
aber  wieder  für  x  seinen  Wert  in  x  setzen  ^  wodurch  sich  der  ^Aus- 
druck von  x'  in  eine  ganze  Funktion  von  x  verwandelt^  aus  der  man 
die  Potenz  von  x^  und  die  höheren  Potenzen  eliminieren  kann,  so 
dals  die  Wurzel  x'  ebenfalls  durch  ein  Polynom  in  x  vom  Grade 
n  —  1  ausgedrückt  wird.  Dasselbe  gilt  von  den  andern  Wurzeln,  so 
so  dafs  man  also  die  folgenden  n  —  1  Gleichungen,  welche  die 
Wurzeln  a;',  a?", . . .  a:^*""^^  als  Funktionen  der  ersten  x  bestimmen, 
bilden  kann: 

X 

n 
X 

X 


—  A 

+  Bx 

+  Cx' 

+  Da^ 

H h  Lx^~^ 

=Ä 

-{-B'x 

-{-Cx' 

+  DV 

-}-•••-)-   Tj  iF""~* 

=A" 

•        • 

+  S"x 

•        •        •        « 

+  C"x* 

I        •        .        ■ 

•           •           •           • 

H h  r  V-» 

aK»-i)=il^»-2)+  B^^^^x+  C^^-äJic^-f-  D("-2)a;^H 1-  L^^-^^x""-^ . 

Umgekehrt  kann  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Werte  von  x,  x*, 
a:*,  •••a?"~^,  als  lineare  Funktionen  der  Wurzeln  x\  a:", . . .  a:^*"^)  aus- 
gedrückt, erhalten.  Den  Wert  von  x  braucht  man  nicht  erst  zu 
suchen,  da  derselbe,  wie  man  aus  der  gegebenen  Gleichung  weifs, 

gleich   (1)  —  a;'  —  x'  —  x" —  a;^»— i)  sein  mufs.    Jedoch  ist  es 

besonders  wichtig,  den  Wert  von  a^  zu  kennen,  den  wir  uns  auf  die 
Form  gebracht  denken: 

x^  ^=  ax  -^  hx  -i-  ex"  +  dx"  -f- .  . .  +  Ix^'^-^K 

Ein  konstantes  Glied  kommt  hierin  nicht  vor;  denn  wenn  ein  Glied 
wie  c^  darin  aufträte,  so  könnte  man  dafür 


c° 


{x  +  x  +  X    +x'"  -] 1-^""'0 

setzen.  Man  sieht  nun  leicht,  dafs  sich  die  Produkte  von  je  zwei 
Wurzeln  a;a;',  xx'\  x'x\..,  und  allgemein  die  Produkte  von  meh- 
reren Wurzeln  und  ihrer  Potenzen  linear  durch  die  einfachen  Wurzeln 
ausdrücken  lassen,  wie  wir  dies  soeben  für  x^  gethan  haben.  Ferner 
ist  klar,  dafs  der  bekannte  Wert  von  x^  die  Werte  der  andern 
Quadrate  x'^,  x"%  x"\ . . .  giebt,  wenn  man  nach  und  nach  die  in 
dem  Ausdruck  des  vorerwähnten  Quadrates  enthaltenen  Glieder  um 
eine  Stelle  vorrücken  läfst.  Dasselbe  kann  man  ausführen  in  dem 
Werte  von  xXy  wodurch  man  die  Werte  von  xx"y  x'x'y  x'v^^ . . . 
erhält  und  analog  bei  den  andern  Produkten. 
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^  74.        * 

Ohne  auf  weitere  Einzelheiten  einzugehen^  sieht  man,  dafs^  wenn 
man  mit  JB  eine  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  ü*  —  1  =  0  be- 
zeichnet und  den  Funktionen  T  und  M  und  den  aus  ihnen  abgelei- 
teten T\  M\  T\  M'\,,.  dieselben  Bedeutungen  beilegt,  die  wir  in  allen 
unsern  Untersuchungen  festgehalten  haben,  zunächst  die  Gleichung 
T^  c=  MT  stattfindet,  aus  der  dann  mehrere  andere  analoge  Glei- 
chungen wie  z.  B.  r^=MT\  T'^  =  Jtf"T^,  u.  s.  w.  hervorgehen, 
femer  dafs  der  Wert  von  M  durch  eine  Funktion  von  B  allein  dar- 
gestellt wird,  aus  welcher  wiederum  die  Werte  von  M\  M"j  u.  s.  w. 
entstehen.    Ist  allgemein 

M  =r  (cos-Ö-  +  /^  sin  ^), 
M'  =r'  (cos^'  +  y^  sin^O' 
M'  =  /'  (cos  r  +  >/=!  sin  r) 

u.  s.  w.,  Werte,  die  sämtlich  durch  eine  und  dieselbe  Formel  bekannt 
sind,  so  erhält  man  daraus  die  sämtlichen  Werte  von  T,  T',  T",..., 

die  allgemein  durch  T^*^  «=  p^*)(coso'*^  -f"  V — ^  sino^*))  bezeichnet 
werden.  Man  erhält  daraus  im  besonderen  die  Moduln  q  aus  den 
Moduln  r  mittelst  der  Gleichungen  Q^=^rg',  Q^  =  rQ"y  Q'^  =  r"Q^' 
u.  s.  w.,  und  wenn  der  Fall  eintritt,  dafs  alle  Moduln  r,  r ,  r", .  . . 
einander  gleich  sind,  so  ist  auch  q^=^q  =q"  =^q"  =  '"=r.  Kennt 
man  endlich  alle  Werte  von  T,  so  erhält  man  irgend  eine  Wurzel 
X  der  gegebenen  Gleichung'  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Formel: 

(1)  -f-  29  cos 00  +  2^'  CO8C0'  +29"  CO809"  -] 

a;  = — 


n 


75. 

Wir  wollen  diese  Untersuchungen  nicht  weiter  auf  die  Falle 
ausdehnen,  in  denen  man  eine  gegebene  Gleichung  algebraisch  auf> 
zulösen  im  Stande  ist.  Wir  empfehlen,  über  diesen  Gegenstand 
die  ausgezeichnete  Abhandlung  von  Abel  in  Crelle's  Journal 
vom  Jahre  1829  No.  8  nachzulesen.  Der  Verfasser  giebt  darin  die 
Grundlinien  an,  nach  denen  man  für  jeden  Grad  verschiedene 
Klassen  von  Gleichungen  bilden  kann,  die  algebraisch  auf- 
lösbar oder  (falls  der  Grad  keine  Primzahl  ist)  in  Gleichungen  von 
niederem  Grade  zerlegbar  sind.    Daraus  folgt,  dafs  die  unter  diesen 
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ICategorieen  nicht  enthaltenen  Gleichungen  als  unlösbar  betrachtet 
iTv^erden  müssen,  und  dafs  es  somit  für  die  Auflösung  der  den 
vierten  Grad  übersteigenden  Gleichungen  keine  allgemeine 
Formeln  giebt. 

Es  ist  sehr  zu  beklagen,  dafs  Abel,  welcher  den  Wissenschaften, 
die  er  bereits  durch  mehrere  schöne  Entdeckungen  bereichert  hatte, 
vorzeitig  entrissen  wurde,  nicht  die  Zeit  gehabt  hat,  um  seine  Ge- 
danken über  die  Theorie,  deren  Grundstein  er  gelegt,  Tollständig 
entwickeln  zu  können;  jedoch  ist  zu  hoffen,  dafs  weitere  Arbeiten 
der  Mathematiker  die  von  Abel  vorher  verkündeten  Resultate  be- 
stätigen werden,  und  dafs  man  zu  der  wirklichen  Auflösung  der 
algebraischen  Gleichungen  in  allen  Fällen,  wo  sie  möglich  ist,  ge- 
langen wird. 

Man  darf  auch  glauben,  dafs  eine  tiefere  Untersuchung  dieses 
Gegenstandes  zu  dem  Schlüsse  führen  wird,  dafs  die  Anzahl  der  alge- 
braisch auflösbaren  oder  zerlegbaren  Gleichungen  für  jeden  Grad 
unendlich  klein  ist  im  Verhältnis  zu  der  Anzahl  der  Gleichungen, 
welche  nicht  .  algebraisch  auflösbar  oder  in  Gleichungen  niederen 
Grades  zerlegbar  sind. 
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